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Ch ng  I I I    H hai  ph ng trnh  bc nht hai  n   

 
Tr li bi ton c quen thuc sau y :  

     Va g va ch 
     B li cho trn 
     Ba m i su con 
     Mt trm chn chn.  
   Hi c bao nhiu g,  bao nhiu ch ?  

 lp 8,  ta  bit cch gii bi ton trn bng cch lp ph ng trnh  
bc nht mt n.  Mun vy,  ta chn mt i l ng ch a bit,  s g chng 
hn,  lm n x  ri da vo cc mi quan h gia cc i l ng  lp nn 
mt ph ng trnh vi n x.  

Nh ng trong bi ton trn,  ngoi i l ng ch a bit l s g,  ta thy cn 
c mt i l ng ch a bit khc l s ch.  Nu k hiu x  l s g v y  l 
s ch th :  

  Gi thit c tt c 36 con va g va ch   c m t bi h thc x + y  = 36.  

  Gi thit c tt c 1 00 chn   c m t bi h thc 2x  +  4y  =  1 00.  

Cc h thc trn l nhng v d v ph ng trnh bc nht hai n.  

Trong ch ng ny,  chng ta s lm quen vi cc ph ng trnh c hai n 
v s thy chng  c ng dng th no  gii cc bi ton t ng t bi 
ton trn.  

1 .  Ph ng trnh bc nht hai  n   

Tp nghim ca mt ph ng  trnh  bc nht hai  n  
c g   mi  l  ?  

1 .   Khi  nim v ph ng  trnh  bc nht hai  n  

 lp 8,  chng ta  hc ph ng trnh bc nht mt n.  Trong thc t,  

cn c cc tnh hung dn n ph ng trnh c nhiu hn mt n.  Nh   
thy,  bi ton m u ca ch ng ny  dn n cc ph ng trnh bc 
nht hai n :  x + y = 36 v 2x + 4y = 1 00.  
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 Mt cch tng qut,  ph ng trnh bc nht hai n x v y  l h thc dng  
     ax + by = c,          (1 )  

trong   a,  b v  c  l cc s  bit (a   0  hoc  b    0) .  

V d 1 .  Cc ph ng trnh 2x   y = 1 ,  3x + 4y = 0,  0x + 2y = 4,  x + 0y = 5  

l nhng ph ng trnh bc nht hai n.  

 Trong ph ng trnh (1 ),  nu gi tr ca v tri ti x = x0  v  y = y0  bng 

v phi th  cp s (x0 ;  y0)   c gi l mt nghim ca ph ng trnh (1 ) .   

Ta cng vit :  Ph ng trnh (1 )  c nghim l (x ;  y)  = 0 0(x ; y ) .  

V d 2 .  Cp s (3  ;  5)  l mt nghim ca ph ng trnh 2x   y  =  1  v 

2.3    5  = 1 .  (Vi cch ni ny,  ta lun hiu rng x =  3  v y = 5 . )  

  Ch .  Trong mt phng to  Oxy,  mi nghim ca ph ng trnh (1 )  

 c biu din bi mt im.  Nghim 0 0(x ; y )   c biu din bi im 

c to  0 0(x ; y ).  

a)  Kim tra xem cc cp s (1  ;  1 )  v (0,5  ;  0)  c l nghim ca ph ng 

trnh 2x   y  =  1  hay khng.  

b)  Tm thm mt nghim khc ca ph ng trnh  2x   y  =  1 .  

Nu nhn xt v s nghim ca ph ng trnh  2x   y  = 1 .  

 i vi ph ng trnh bc nht hai n,  khi nim tp nghim  v khi 
nim ph ng trnh t ng  ng  cng t ng t nh  i vi ph ng trnh 
mt n.  Ngoi ra,  ta vn c th p dng quy tc chuyn v v quy tc 
nhn   hc  bin i ph ng trnh bc nht hai n.  

2.   Tp nghim ca ph ng trnh  bc nht hai  n  

 Xt ph ng trnh 

    2x   y  =  1 .          (2)  

Chuyn v,  ta c  2x   y  =  1    y  = 2x   1 .  

in vo bng sau v vit ra su nghim ca ph ng trnh (2)  :  

x 1  0 0,5  1  2 2,5  

y = 2x   1       

?1  

?2  

?3  
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Mt cch tng qut, nu cho x mt gi tr bt 
k th cp s (x ;  y), trong  y = 2x   1 ,  l mt 
nghim ca ph ng trnh (2).  Nh  vy,  tp 
nghim ca (2)  l  

 S = { (x ;  2x   1 )  |  x    R} .  

Ta ni rng ph ng trnh (2)  c nghim tng 
qut l (x ;  2x   1 ) vi x tu  (x   R), hoc  

x
.

y 2x 1




= 

R
                   (3)  

C th chng minh rng :  Trong mt phng 
to  Oxy,  tp hp cc im biu din cc nghim ca ph ng trnh (2)  
l  ng thng y = 2x  1  ( ng thng (d) trn hnh 1 ).  Ta ni :  

Tp nghim ca  (2)   c biu din bi  ng thng  (d),  hay  ng thng  
(d)   c  xc nh bi ph ng trnh  2x   y  =  1 .  

 ng thng (d)  cn gi l  ng thng 

2x   y  =  1  v  c vit gn l  

  (d) :  2x   y = 1 .  

 Xt ph ng trnh 0x + 2y = 4.           (4)  

V (4)  nghim ng vi mi x  v y =  2  
nn n c nghim tng qut l (x ;  2)  vi  

x    R,  hay  

x
.

y 2




=

R
 

Trong mt phng to ,  tp nghim ca (4)   c biu din bi  ng 

thng i qua im A(0 ;  2)  v song song vi trc honh (h.  2).  Ta gi  

l  ng thng y = 2.  

 Xt ph ng trnh 4x + 0y = 6.                (5)  

V (5)  nghim ng vi x = 1 ,5  v vi mi y nn n c nghim tng qut 
l (1 ,5  ;  y)  vi y   R,  hay  

x 1, 5
.

y

=


 R
 

Hnh 2  

y

O

2 y = 2

A

x

Hnh 1  

y

yo

o

O

1

1

2

x

M

(d)

x
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Trong mt phng to ,  tp nghim ca (5)   c biu din bi  ng 

thng i qua im B(1 ,5  ;  0)  v song song vi trc tung (h.  3 ).  Ta gi  

l  ng thng x = 1 ,5 .  

Mt cch tng qut,  ta c :  

1) Ph ng trnh bc nht hai n ax + by = c 
lun lun c v s nghim.  Tp nghim 
ca n  c biu din bi  ng thng  
ax + by = c,  k hiu l (d).  

2)  Nu a   0  v b   0  th  ng thng (d)  

chnh l  th ca hm s bc nht  

   y  = 
a c .x
b b

 +  

Nu a   0  v b = 0 th ph ng trnh tr thnh ax = c  hay x =  
c
,

a
 v  ng 

thng (d)  song song hoc trng vi trc tung.  

Nu a = 0 v b   0  th ph ng trnh tr thnh by = c  hay y =  
c
,

b
 v  ng 

thng (d)  song song hoc  trng vi  trc  honh.  

Bi  tp 

1.   Trong cc cp s (2 ;  1 ),  (0 ;  2),  (1  ;  0),  (1 ,5  ;  3 )  v (4 ;  3),  cp s no 
l nghim ca ph ng trnh :  

a)  5x + 4y = 8  ?     b)  3x + 5y = 3  ?  

2.   Vi mi ph ng trnh sau,  tm nghim tng qut ca ph ng trnh v v 
 ng thng biu din tp nghim ca n :  

a)  3x   y  = 2 ;      b)  x + 5y = 3  ;     

c)  4x   3y = 1  ;     d)  x + 5y = 0 ;    

e)  4x + 0y = 2 ;     f)  0x + 2y = 5 .  

3.   Cho hai ph ng trnh x + 2y = 4 v x   y  =  1 .  V hai  ng thng biu 
din tp nghim ca hai ph ng trnh  trn cng mt h to .  Xc 
nh to  giao im ca hai  ng thng v cho bit to  ca n l 
nghim ca cc ph ng trnh no.  

Hnh 3  

y

O

1 ,5

xB

x
 =
 1
,5
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C th em ch a bit ? 

i  vi  ph ng  trnh  bc nht hai  n  dng  

ax +  by =  c (a,  b,  c   Z) ,        (1 )  

ng i  ta  cn  t vn   tm  cc nghim nguyn  ca n.  Tiu  biu  trong  l nh  vc 

ny l nh ton  hc Hi  Lp i--phng (Diophantus,  khong nm 250).   n ,  
A-ri-a-ba-ta (Aryabhata,  khong  476   550)  cng   quan  tm  n  vic tm  cc 
nghim nguyn  ca ph ng  trnh  ny ;  nh ng  ng i   cho li  g ii  tng  qut 
ca bi  ton  l  Bra-ma-gup-ta  (Bramahgupta,  khong  598  660).  Ngy nay,  ta  
 bit li  g ii  ca bi  ton  ny qua hai  mnh   sau  :  

1 )  Nu  ph ng  trnh  (1 )  c nghim  nguyn  th   c ch ia  ht cho c chung  ln  
nht ca  a v b.  

2)  Ng c li ,  nu  c ch ia  ht cho c chung  ln  nht ca a  v  b  th   (1 )  lun  c 

nghim nguyn.  Trong  tr ng  hp ny,  ta  c th g i  th it rng  a,  b  nguyn  t 

cng  nhau.  Khi  ,  nu  (x0  ;  y0)  l  mt nghim nguyn  ca (1 )  th   cng  thc 

sau  cho tt c  cc nghim nguyn  ca (1 )  :  

    




0

0

x = x + tb

y = y ta
  (t   Z) .  

 thy  c  ngha h nh  hc ca bi  ton  ny,  trong  mt phng  to ,  ta  gi  

cc im c to  nguyn  l  cc im nguyn.  Khi  ,  bi  ton  trn  c ngha l  :  

Tm  tt c  cc im  nguyn  trn   ng  thng  ax +  by =  c.  

2.  H hai  ph ng trnh bc nht hai  n  

C th tm  nghim ca mt h ph ng  trnh  bng  
cch  v hai   ng  thng   c khng  ?  

1 .   Khi  nim v h hai  ph ng trnh  bc nht hai  n  

Xt hai ph ng trnh bc nht hai n 2x + y = 3  v x  2y = 4.   

Kim tra rng cp s (x ;  y)  = (2 ;  1 )  va l nghim ca ph ng trnh 
th nht,  va l nghim ca ph ng trnh th hai.  

?1  
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Ta ni rng cp s (2 ;  1 )  l  mt  nghim ca h ph ng trnh   

2x y 3
.

x 2y 4

+ =


 =
 

Tng qut,  cho hai  ph ng trnh bc  nht hai  n ax +  by =  c  v  
a'x + b'y = c'.  Khi , ta c h hai ph ng trnh bc nht hai n   

 (I)  
ax by c

.
a'x b'y c'

+ =


+ =
         

 Nu hai ph ng trnh y c nghim chung 0 0(x ; y ) th 0 0(x ; y )   c gi l 
mt nghim  ca h (I).  

Nu hai ph ng trnh  cho khng c nghim chung th ta ni h (I)   
v nghim.  

Gii h ph ng trnh  l tm tt c cc nghim (tm tp nghim)  ca n.  

2.   Minh  ho hnh  hc tp nghim ca h ph ng trnh  bc nht 
hai  n  
Tm t thch hp  in vo ch trng ( )  trong cu sau :   

Nu im M  thuc  ng thng  ax + by = c  th to  (x0  ;  y0)  ca im 
M  l mt   ca ph ng trnh ax + by = c.  

T  suy ra :  

Trn mt phng to ,  nu gi (d)  l  ng thng ax + by = c v (d')  l 
 ng thng a'x + b'y = c'  th im chung (nu c)  ca hai  ng thng 
y c to  l nghim chung ca hai ph ng trnh ca (I).  Vy,  tp 
nghim ca h ph ng trnh (I)   c biu din bi tp hp cc im 
chung ca  (d)  v  (d') .  

V d 1 .  Xt h ph ng trnh  

    
x y 3

.
x 2y 0

+ =


 =
 

Gi hai  ng thng xc nh 
bi hai ph ng trnh trong h 
 cho ln l t l (d1 )  v (d2).  

V (d1) v (d2) trong cng mt 

h trc to  (h.  4), ta thy chng 

?2 

Hnh 4

O

1

2

(d  
)  :  

 x 
 2y

 = 
0

(d  )  :  x + y =  3

1

2

3

3

y

x

M



 1 0 

ct nhau ti mt im duy nht M.  Ta xc nh  c to  ca im M l 
(2 ;  1 ).  (Th li,  ta thy (2 ;  1 )  l mt nghim ca h).  

Vy h ph ng trnh  cho c nghim duy nht (x ;  y)  = (2 ;  1 ).  

V d 2 .  Xt h ph ng trnh 

    
3x 2y 6

.
3x 2y 3

 = 


 =
 

Do 3x   2y =  6   y  =  
3
2
x + 3  nn tp nghim ca ph ng trnh th 

nht  c biu din bi  ng thng  (d1)  :  y = 
3
2
x + 3  .  

T ng t,  tp nghim ca ph ng trnh 

th hai  c biu din bi  ng thng 

(d2)  :  y = 
3
2
x   

3
2
.   

Hai  ng thng (d1 )  v (d2)  c tung  
gc khc nhau v c cng h s gc 

bng 
3
2
 nn song song vi nhau (h.  5).  

Chng khng c im chung.  iu  
chng t h  cho v nghim.  

V d 3.  Xt h ph ng trnh  

   
2x y 3

.
2x y 3

 =

 + = 

 

Ta thy tp nghim ca hai ph ng trnh trong h  c biu din bi cng 

mt  ng thng y = 2x   3 .  Vy,  mi nghim ca mt trong hai ph ng 

trnh ca h cng l mt nghim ca ph ng trnh kia.   

H ph ng trnh trong v d 3  c bao nhiu nghim ?  V sao ?  

Mt cch tng qut,  ta c :  

i vi h ph ng trnh (I),  ta c :  

  Nu (d)  ct (d')  th h (I)  c mt nghim duy nht.  

  Nu (d)  song song vi (d')  th h (I)  v nghim.  

  Nu (d)  trng vi (d')  th h (I)  c v s nghim.  

?3  

Hnh 5  

y

O 1



 2

x

3

(d
 )1

(d
 )2

3

2
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 Ch .  T kt qu trn ta thy,  c th on nhn s nghim ca  

h ph ng trnh bc nht hai n (I)  bng cch xt v tr t ng i ca cc 

 ng thng ax + by = c  v a'x + b'y = c' .  

3.   H ph ng  trnh  t ng   ng  

T ng t nh  i vi ph ng trnh,  ta c :  

nh ngha 

Hai h ph ng trnh  c gi l t ng  ng vi nhau nu chng c cng 

tp nghim.  

Ta cng dng k hiu ""   ch s t ng  ng ca hai h ph ng trnh,  

chng hn ta vit  

2x y 1

x 2y 1

 =


 = 
    

2x y 1

x y 0

 =


 =
.  

 

Bi  tp 

4.   Khng cn v hnh,  hy cho bit s nghim ca mi h ph ng trnh sau 
y v gii thch v sao :  

a)  
y 3 2x

y 3x 1

= 


= 
 ;      b)  

1
y x 3

2 ;
1

y x 1
2


=  +


 =  +


  

c)  
2y 3x

3y 2x

= 


=
   ;     d)  

3x y 3

1
x y 1

3

 =



 =

.  

5.   on nhn s nghim ca cc h ph ng trnh sau bng hnh hc :  

a)  
2x y 1

x 2y 1

 =


 = 
 ;      b)  

2x y 4

x y 1

+ =

 + =

.  

6.    

Bn Nga nhn xt :  Hai h ph ng trnh bc nht hai n v nghim th 
lun t ng  ng vi nhau.  
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Bn Ph ng khng nh :  Hai h ph ng trnh bc nht hai n cng c v 

s nghim th cng lun t ng  ng vi nhau.  

Theo em,  cc  kin  ng hay sai ?  V sao ?  (c th cho mt v d hoc 

minh ho bng  th).  

Luyn tp  

7.    Cho hai ph ng trnh 2x + y = 4 v 3x + 2y = 5 .  

a)  Tm nghim tng qut ca mi ph ng trnh trn.  

b)  V cc  ng thng biu din tp nghim ca hai ph ng trnh trong 

cng mt h trc to ,  ri xc nh nghim chung ca chng.  

8.  Cho cc h ph ng trnh sau :  

a)  
x 2

2x y 3

=


 =
 ;      b)  

x 3y 2

2y 4

+ =


=
.  

Tr c ht,  hy on nhn s nghim ca mi h ph ng trnh trn  

(gii thch r l do).  Sau ,  tm tp nghim ca cc h  cho bng cch 

v hnh.  

9.   on nhn s nghim ca mi h ph ng trnh sau,  gii thch v sao :  

a)  
x y 2

3x 3y 2

+ =


+ =
 ;      b)  

3x 2y 1

6x 4y 0

 =

 + =

.   

10.   on nhn s nghim ca mi h ph ng trnh sau,  gii thch v sao :  

a)  
4x 4y 2

2x 2y 1

 =

 + = 

 ;      b)  
1 2
x y

3 3
x 3y 2


 =


  =

 .   

11.   Nu tm thy hai nghim phn bit ca mt h hai ph ng trnh bc nht 

hai n (ngha l hai nghim  c biu din bi hai im phn bit)  th ta 

c th ni g v s nghim ca h ph ng trnh  ?  V sao ?   
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3.  Gii  h ph ng trnh bng ph ng php th  

Phi  chng  ch l  quy v g ii  ph ng  trnh  mt n  ?  

Ni chung,  mun gii mt h ph ng trnh hai n,  ta tm cch bin i h 
ph ng trnh  cho   c mt h ph ng trnh mi t ng  ng,   
trong  mt ph ng trnh ca n ch cn mt n.  Mt trong cc cch 
gii l p dng quy tc sau gi l  quy tc th.  

1 .  Quy tc th 

Quy tc th dng  bin i mt h ph ng trnh thnh h ph ng trnh 
t ng  ng.  Quy tc th gm hai b c sau :  

B c 1 .  T mt ph ng trnh ca h  cho (coi l ph ng trnh th nht),  
ta biu din mt n theo n kia ri th vo ph ng trnh th hai    c 
mt ph ng trnh mi (ch cn mt n).  

B c 2 .  Dng ph ng trnh mi y  thay th cho ph ng trnh th hai  
trong h (ph ng trnh th nht cng th ng  c thay th bi h thc 
biu din mt n theo n kia c  c  b c 1 ).  

V d 1 .  Xt h ph ng trnh  

(I)  
x 3y 2

.
2x 5y 1

 =

 + =

  

Vic p dng quy tc th i vi h (I)  nh  sau :  

B c 1 .  T ph ng trnh u,  biu din x theo y,  ta c x = 3y + 2   (*).   
Ly kt qu ny th vo ch ca x trong ph ng trnh th hai th  c 

2(3y 2) 5y 1 + + = .  

B c 2 .  Dng ph ng trnh va c,  thay th cho ph ng trnh th hai ca 
h v dng (*)  thay th cho ph ng trnh th nht,  ta  c h ph ng trnh 

x 3y 2
.

2(3y 2) 5y 1

= +

 + + =

 

 Sau khi  p dng quy tc th,  ta thy ngay c th gii h (I)  nh  sau :  

(I)    
x 3y 2

2(3y 2) 5y 1

= +

 + + =

   
x 3y 2

y 5

= +


= 
   

x 13
.

y 5

= 


= 
 

Vy h (I)  c nghim duy nht l (13  ;  5).  

Cch gii nh  trn gi l gii h ph ng trnh bng ph ng php th.  
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2.   p  dng 

V d 2 .  Gii h ph ng trnh 

   (II)  
2x y 3

x 2y 4

 =


+ =
.  

Gii.  Ta c (biu din y theo x t ph ng trnh th nht)  

(II)      
y 2x 3

x 2(2x 3) 4

= 


+  =
      

y 2x 3

5x 6  = 4

= 



 

    
y 2x 3

x 2

= 


=
       

x 2

y 1

=


=
.  

Vy h (II)  c nghim duy nht l (2 ;  1 ).  

Gii h ph ng trnh sau bng ph ng php th (biu din y  theo x  t 
ph ng trnh th hai ca h)  

4x 5y 3
.

3x y 16

 =


 =
 

 Ch   

Nu trong qu trnh gii h ph ng trnh bng ph ng php th,  ta thy 

xut hin ph ng trnh c cc h s ca c hai n u bng 0 th h 

ph ng trnh  cho c  th c v s nghim hoc v nghim.  

V d 3.  Gii h ph ng trnh 

(III)  
4x 2y 6

.
2x y 3

 = 

 + =

 

Gii 

+ Biu din y theo x t ph ng trnh th hai,  ta  c y = 2x + 3 .  

+ Th y trong ph ng trnh u bi 2x + 3 ,  ta c  

4x   2(2x + 3)  =  6   0x = 0.  

Ph ng trnh ny nghim ng vi mi x   R.  Vy h (III)  c v s nghim.  

C th,  tp nghim ca n cng l tp nghim ca ph ng trnh bc nht 

?1  
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hai n y =  2x + 3 .  Do ,  h (III)  c cc nghim (x ;  y)  tnh bi 
cng thc 

x

y 2x 3.




= +

R
 

Bng minh ho hnh hc,  hy gii thch ti sao h (III)  c v s nghim.  
 

Cho h ph ng trnh  

(IV)  
4x y 2

.
8x 2y 1

+ =


+ =
  

Bng minh ho hnh hc v bng ph ng php th,  chng t rng h (IV)  

v nghim.  

Tm tt cch gii h ph ng trnh bng ph ng php th 

1 )  Dng quy tc th bin i h ph ng trnh  cho   c mt h 
ph ng trnh mi,  trong  c mt ph ng trnh mt n.  

2)  Gii ph ng trnh mt n va c,  ri suy ra nghim ca h  cho.  

Bi  tp 

Gii cc h ph ng trnh sau bng ph ng php th :  

12.   a)  
x y 3

3x 4y 2

 =


 =
 ;    b)  

7x 3y 5

4x y 2

 =


+ =
 ;   c)  

x 3y 2

5x 4y 11

+ = 


 =
.  

13.   a)  
3x 2y 11

4x 5y 3

 =


 =
 ;    b)  

x y
1

2 3

5x 8y 3


 =


  =

.  

14.   a)  
x y 5 0

x 5 3y 1 5

 + =


+ = 
 ;     b)  

(2 3 )x 3y 2 5 3

4x y 4 2 3

   = +


+ = 
.  

Luyn tp 

15.   Gii h ph ng trnh 
2

x 3y 1

(a 1)x 6y 2a

+ =


+ + =
 trong mi tr ng hp sau :  

a)  a = 1  ;       b)  a = 0 ;       c)  a = 1 .   

?2 

?3  
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Gii cc h ph ng trnh sau bng ph ng php th (cc bi  1 6 v  1 7)  :  

16.   a)  
3x y 5

5x 2y 23

 =


+ =
 ;   b)  

3x 5y 1

2x y 8

+ =


 = 
 ;       c)  

x 2

y 3

x y 10 0


=


 +  =

.  

17.   a)
x 2 y 3 1

x y 3 2

  =


+ =
 ;    b)  

x 2 2y 5

x 2 y 1 10

  =


+ = 
 ;   c)  

( 2 1)x y 2

x ( 2 1)y 1

   =


+ + =
.  

18.   a)  Xc nh cc h s a v b,  bit rng h ph ng trnh  

2x by 4

bx ay 5

+ = 


 = 
 

c nghim l (1  ;  2).  

b)  Cng hi nh  vy,  nu h ph ng trnh c nghim l ( 2   1  ; 2 ).  

19.   Bit rng :  a thc  P(x)  chia ht cho a thc  x    a khi v ch khi  P(a)  =  0.  

Hy tm cc gi tr ca m v n sao cho a thc sau ng thi chia ht cho 

x + 1  v x   3  :  

P(x)  = mx3  +  (m   2)x2    (3n   5)x   4n.  

4.  Gii  h ph ng trnh bng 
ph ng php cng i  s  

 

Ta  bit,  mun gii mt h ph ng trnh hai n,  ta tm cch quy v  

vic gii ph ng trnh mt n.  Mc ch  cng c th t  c bng 

cch p dng quy tc sau gi l quy tc cng i s.  

1 .   Quy tc cng i  s 

Quy tc cng i s dng  bin i mt h ph ng trnh thnh h 
ph ng trnh t ng  ng.  Quy tc cng i s gm hai b c sau :  

B c 1 .  Cng hay tr tng v hai ph ng trnh ca h ph ng trnh  

cho   c mt ph ng trnh mi.  

B c 2 .  Dng ph ng trnh mi y thay th cho mt trong hai ph ng 
trnh ca h  (v gi nguyn ph ng trnh kia).  
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V d 1 .  Xt h ph ng trnh 

    
2x y 1

(I)
x y 2

 =


+ =
.  

Ta p dng quy tc cng i s  bin i h (I)  nh  sau :  

B c 1 .  Cng tng v hai ph ng trnh ca (I),  ta  c ph ng trnh  

(2x   y)  + (x + y)  = 3  hay 3x = 3 .  

B c 2 .  Dng ph ng trnh mi  thay th cho ph ng trnh th nht,   

ta  c h 
3x 3

x y 2

=


+ =
 ;  hoc thay th cho ph ng trnh th hai,  ta  c 

h 
2x y 1

3x 3

 =


=
.  

p dng quy tc cng i s  bin i h (I),  nh ng  b c 1 ,  hy tr 
tng v hai ph ng trnh ca h (I)  v vit ra cc h ph ng trnh mi  
thu  c.  

 Sau y,  ta s tm cch s dng quy tc cng i s  gii h hai 
ph ng trnh bc nht hai n.  Cch lm  gi l gii h ph ng trnh 
bng ph ng php cng i s.  

2.   p  dng 

1)  Tr ng hp th nht 

(Cc h s ca cng mt n no  trong hai ph ng trnh bng nhau 
hoc i nhau).  

V d 2 .  Xt h ph ng trnh  

(II)  
2x y 3

.
x y 6

+ =


 =
  

Cc h s ca y  trong hai ph ng trnh ca h (II)  c c im g ?   

T c im ,  ta c th gii h (II)  nh  sau :  

Cng tng v hai ph ng trnh ca h (II),  ta  c 

3x = 9    x  = 3 .  
Do   

(II)    
3x 9

x y 6

=


 =
   

x 3

x y 6

=


 =
   

x 3
.

y 3

=


= 
 

Vy h ph ng trnh c nghim duy nht (x ;  y)  = (3  ;  3).  

?2 

?1  
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V d 3.  Xt h ph ng trnh 

(III)  
2x 2y 9

.
2x 3y 4

+ =


 =
  

a)  Nu nhn xt v cc h s ca x  trong hai ph ng trnh ca h (III).  

b)  p  dng quy tc cng i s,  hy gii h  (III)  bng cch tr tng v 

hai ph ng trnh ca (III).  

2)  Tr ng hp th hai  

(Cc h s ca cng mt n trong hai ph ng trnh khng bng nhau v 

khng i nhau).  

V d 4.  Xt h ph ng trnh  

(IV)  
3x 2y 7

.
2x 3y 3

+ =


+ =
  

Ta s tm cch bin i   a h (IV)  v tr ng hp th nht.  Mun 
vy,  nhn hai v ca ph ng trnh th nht vi 2  v hai  v ca ph ng 
trnh th hai vi 3 ,  ta c  h t ng  ng :  

(IV)       
6x 4y 14

.
6x 9y 9

+ =


+ =
  

Gii tip h (IV)  bng ph ng php  nu  tr ng hp th nht.  

Nu mt cch khc   a h ph ng trnh (IV)  v tr ng hp th nht ?   

Tm tt cch gii h ph ng trnh bng ph ng php cng i s 

1 )  Nhn hai v ca mi ph ng trnh vi mt s thch hp (nu cn)  sao 
cho cc h s ca mt n no  trong hai ph ng trnh ca h bng 
nhau hoc i nhau.  

2)  p dng quy tc cng i s   c h ph ng trnh mi,  trong  c 

mt ph ng trnh m h s ca mt trong hai n bng 0 (tc l ph ng 

trnh mt n).  

3 )  Gii ph ng trnh mt n va thu  c ri suy ra nghim ca h  
 cho.  

 

?5 

?3  

?4 
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Bi  tp 

Gii cc h ph ng trnh sau bng ph ng php cng i s :  

20.   a)  
3x y 3

2x y 7

+ =


 =
 ;    b)  

2x 5y 8

2x 3y 0

+ =


 =
 ;  c)  

4x 3y 6

2x y 4

+ =


+ =
 ;   

 d)  
2x 3y 2

3x 2y 3

+ = 


 = 
 ;             e)  

0, 3x 0, 5y 3

1, 5x 2y 1, 5

+ =


 =
.   

21.   a)  
x 2 3y 1

2x y 2 2

  =


+ = 
 ;       b)  

5x 3 y 2 2

x 6 y 2 2

 + =


 =
.  

Luyn tp  

22.  Gii cc h ph ng trnh sau bng ph ng php cng i s :  

a)  
5x 2y 4

6x 3y 7

 + =


 = 
 ;      b)  

2x 3y 11

4x 6y 5

 =

 + =

 ;     c)  
3x 2y 10

2 1
x y 3

3 3

 =



 =

.   

23.   Gii h ph ng trnh sau :  

   
(1 2 )x (1 2 )y 5

.
(1 2 )x (1 2 )y 3

 + +  =


+ + + =
   

24.   Gii cc h ph ng trnh :  

a)  
2(x y) 3(x y) 4

(x y) 2(x y) 5

+ +  =


+ +  =
 ;    b)  

2(x 2) 3(1 y) 2
.

3(x 2) 2(1 y) 3

 + + = 


  + = 
  

25.   Ta bit rng :  Mt a thc bng a thc 0  khi v ch khi tt c cc h s 
ca n bng 0.  Hy tm cc gi tr ca m v n  a thc sau (vi bin s 
x)  bng a thc 0 :  

P(x)  = (3m   5n + 1 )x + (4m   n   1 0).  

26.   Xc nh a v b   th ca hm s y = ax + b i qua hai im A v B 
trong mi tr ng hp sau :  

a)  A(2 ;  2)  v B(1  ;  3 )  ;    b)  A(4 ;  2)  v B(2 ;  1 )  ;   

c)  A(3  ;  1 )  v B(3  ;  2)  ;    d)  A( 3  ;  2)  v B(0 ;  2).  
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27.   Bng cch t n ph (theo h ng dn),   a cc h ph ng trnh sau v 

dng h hai ph ng trnh bc nht hai n ri gii :  

a)  

1 1
1

x y

3 4
5

x y


 =


 + =


.     H ng dn.   t u = 
1

x
 ,  v = 

1

y
 ;  

b)  

1 1
2

x 2 y 1

2 3
1

x 2 y 1


+ =  


  =

 

.  H ng dn.  t u = 
1

x 2
,  v = 

1 .
y 1

 

5.  Gii  bi  ton bng cch lp h ph ng trnh 

Hy nhc li cc b c gii bi ton bng cch lp ph ng trnh.  

 gii bi ton bng cch lp h ph ng trnh,  chng ta cng lm  
t ng t.  

V d 1 .  Tm s t nhin c hai ch s,  bit rng hai ln ch s hng n 

v ln hn ch s hng chc 1  n v,  v nu vit hai ch s y theo th 

t ng c li th  c mt s mi (c hai ch s)  b hn s c 27  n v.  

Cch gii 

Trong bi ton trn,  ta thy c hai i l ng ch a bit l ch s hng 
chc v ch s hng n v ca s cn tm.  Theo gi thit,  khi vit hai 

ch s y theo th t ng c li,  ta vn  c mt s c hai ch s.  iu  

chng t rng c hai ch s y u phi khc 0.  

Vy ta c th gii bi ton  cho nh  sau :  

Gi ch s hng chc ca s cn tm l x,  ch s hng n v l y.  iu 

kin ca n l :  x  v y l nhng s nguyn,  0 < x   9  v 0 < y   9.  Khi ,  

s cn tm l 1 0x + y.  Khi vit hai ch s theo th t ng c li,  ta  c s 
1 0y + x.  

Theo iu kin u,  ta c :  2y   x  = 1  hay x + 2y = 1 .   

?1  
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Theo iu kin sau,  ta c :  (1 0x + y)    (1 0y + x)  = 27    9x   9y = 27  

hay x   y  = 3 .  

T ,  ta c h ph ng trnh  

(I)  
x 2y 1

x y 3

 + =


 =
.  

Gii h ph ng trnh (I)  v tr li bi ton  cho.  

V d 2 .  Mt chic  xe ti i t TP.H Ch Minh n TP.  Cn Th,  qung 

 ng di 1 89  km.  Sau khi xe ti xut pht 1  gi,  mt chic xe khch 

bt u i t TP.  Cn Th v TP.  H Ch Minh v gp xe ti  sau khi  

i  c 1  gi 48  pht.  Tnh vn tc ca mi xe,  bit rng mi gi xe 

khch i nhanh hn xe ti 1 3  km.  

Cch gii  

T gi thit ca bi ton,  ta thy khi hai xe gp nhau th :  

  Thi gian xe khch  i l 1  gi 48  pht,  tc l 
9

5
 gi.  

  Thi gian xe ti  i l 1  gi + 
9

5
 gi = 

14

5
 gi (v xe ti khi hnh 

tr c xe khch 1  gi).  

Gi vn tc ca xe ti l x (km/h)  v vn tc ca xe khch l y (km/h).  

iu kin ca n l x v y l nhng s d ng.  

Ta tip tc gii bi ton ny bng cch thc hin cc hot ng sau :  

Lp ph ng trnh biu th gi thit :  Mi gi,  xe khch i nhanh hn xe 

ti 13  km.  

Vit cc biu thc cha n biu th qung  ng mi xe i  c,  tnh n 

khi hai xe  gp nhau.  T  suy ra ph ng trnh biu th gi thit qung 

 ng t TP.  H Ch Minh n TP.  Cn Th di  1 89  km.  

Gii h hai ph ng trnh thu  c trong       v       ri tr li bi ton.  

 

?2 

?3  

?4 

?5 ?3 ?4
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Bi  tp 

28.   Tm hai s t nhin,  bit rng tng ca chng bng 1 006 v nu ly s 

ln chia cho s nh th  c th ng l 2 v s d  l 1 24.  

29.   Gii bi ton c sau :  

Qut,  cam m i by qu t i 

em chia cho mt trm ng i cng vui.  

Chia ba mi qu qut ri 

Cn cam mi qu chia m i va xinh.  

Trm ng i,  trm ming ngt lnh.  

Qut,  cam mi loi tnh rnh l bao ?  

30.   Mt t i t A v d nh n B lc 1 2 gi tr a.  Nu xe chy vi vn tc 
35  km/h th s n B chm 2 gi so vi d nh.  Nu xe chy vi vn tc 
50 km/h th s n B sm 1  gi so vi d nh.  Tnh  di qung  ng 
AB v thi im xut pht ca t ti A.  

 

6.  Gii  bi  ton  bng cch lp h ph ng trnh  
(Tip theo)  

V d 3.  Hai i cng nhn cng lm mt on  ng trong 24 ngy th 
xong.  Mi ngy,  phn vic i A lm  c nhiu gp r i i B.  Hi nu 
lm mt mnh th mi i lm xong on  ng  trong bao lu ?  

Cch gii 

T gi thit hai i cng lm trong 24 ngy th xong c on  ng (v 

 c xem l xong 1  cng vic),  ta suy ra trong mt ngy hai i lm 

chung  c 1
24

(cng vic).  T ng t,  s phn cng vic m mi i lm 

 c trong mt ngy v s ngy cn thit  i  hon thnh cng vic 

l hai i l ng t  l nghch (trong bi ton ny,  ta hiu "s ngy"  l mt 

i l ng khng nht thit phi nguyn).  

Vy ta c th gii bi ton nh  sau :  

Gi x l s ngy  i A lm mt mnh hon thnh ton b cng vic ;   
y l s ngy  i B lm mt mnh hon thnh ton b cng vic.  iu 
kin ca n l x v y l nhng s d ng.   
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Mi ngy,  i A lm  c 1
x
 (cng vic),  i B lm  c 1

y
 (cng vic).  

Do mi ngy,  phn vic i A lm  c nhiu gp r i i B nn ta c 

ph ng trnh 1
x
 =  1 ,5 1.

y
 hay 

1
x
 =  3 .

2
1
y
       (1 )  

Hai i lm chung trong 24 ngy th xong cng vic nn mi ngy hai 

i cng lm th  c 1
24

(cng vic).  Ta c ph ng trnh 

1
x
 +  1

y
 =  1 .

24
      (2)  

T (1 )  v (2),  ta c h ph ng trnh 

(II)  

1 3 1.
x 2 y

1 1 1
x y 24

 =

 + =


.  

Gii h ph ng trnh (II)  bng cch t n ph 1 1u  ;  v = 
x y

 =
 

 ri tr 

li bi ton  cho.  

Hy gii bi ton trn bng cch khc (gi x  l s phn cng vic lm 

trong mt ngy ca i A  ;  y  l s phn cng vic lm trong mt ngy 

ca i  B).  Em c nhn xt g v cch gii ny ?  

Bi  tp 

31.   Tnh  di hai cnh gc vung ca mt tam gic vung,  bit rng nu 

tng mi cnh ln 3  cm th din tch tam gic  s tng thm 36 cm2,  

v nu mt cnh gim i 2 cm,  cnh kia gim i 4 cm th din tch ca 

tam gic gim i 26 cm2.  

32.   Hai vi n c cng chy vo mt b n c cn (khng c n c)  th sau  

4
4

5
 gi y b.  Nu lc  u ch m vi th nht v 9  gi sau mi m 

thm vi th hai th sau 
6

5
 gi na mi y b.  Hi nu ngay t u ch 

m vi th hai th sau bao lu mi y b ?  

?7  

?6 
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33.   Hai ng i th cng lm mt cng vic trong 1 6 gi th xong.  Nu ng i 

th nht lm 3  gi v ng i th hai lm 6 gi th ch hon thnh  c 

25% cng vic.  Hi nu lm ring th mi ng i hon thnh cng vic  
trong bao lu ?  

Luyn tp  

34.   Nh Lan c mt mnh v n trng rau ci bp.  V n  c nh thnh 

nhiu lung,  mi lung trng cng mt s cy ci bp.  Lan tnh rng :  

Nu tng thm 8  lung rau,  nh ng mi lung trng t i 3  cy th s cy 

ton v n t i 54 cy.  Nu gim i 4 lung,  nh ng mi lung trng tng 

thm 2 cy th s rau ton v n s tng thm 32 cy.  Hi v n nh Lan 

trng bao nhiu cy rau ci bp ?  

35.   (Bi ton c n ).  S tin mua 9  qu thanh yn v 8  qu to rng thm 

l 107 rupi.  S tin mua 7  qu thanh yn v 7  qu to rng thm l 91  rupi.  

Hi gi mi qu thanh yn v mi qu to rng thm l bao nhiu rupi ?  

36.   im s trung bnh ca mt vn ng vin bn sng sau 1 00 ln bn l 

8,69 im.  Kt qu c th  c ghi trong bng sau,  trong  c hai  b 

m khng c  c (nh du *)  :  

im s ca mi ln bn 1 0 9  8  7  6  

S ln bn 25  42 *  1 5  *  

Em hy tm li cc s trong hai  .  

37.   Hai vt chuyn ng u trn mt  ng trn  ng knh 20 cm,  xut 

pht cng mt lc,  t cng mt im.  Nu chuyn ng cng chiu th 

c 20 giy chng li gp nhau.  Nu chuyn ng ng c chiu th c  

4  giy chng li gp nhau.  Tnh vn tc ca mi vt.  

38.   Nu hai vi n c cng chy vo mt b n c cn (khng c n c)  th b 
s y trong 1  gi 20 pht.  Nu m vi th nht trong 1 0 pht v vi th 

hai trong 1 2 pht th ch  c 
2

15
 b n c.  Hi nu m ring tng vi th 

thi gian  mi vi chy y b l bao nhiu ?  
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39.   Mt ng i mua hai loi hng v phi tr tng cng 2,1 7  triu ng,  k c 

thu gi tr gia tng (VAT) vi mc 1 0% i vi loi hng th nht v 8% 

i vi loi hng th hai.  Nu thu VAT l 9%  i vi c hai loi hng 

th ng i  phi tr tng cng 2,1 8  triu ng.  Hi nu khng k thu 

VAT th ng i  phi tr bao nhiu tin cho mi loi hng ?  

n tp ch ng I I I  

Cu hi  

1.   Sau khi gii h 
x y 3

x y 1

+ =


 =
,  bn C ng kt lun rng h ph ng trnh c 

hai nghim :  x  = 2 v y =  1 .  Theo em iu  ng hay sai ?  Nu sai th 

phi pht biu th no cho ng ?  

2.   Da vo minh ho hnh hc (xt v tr t ng i ca hai  ng thng xc 

nh bi hai ph ng trnh trong h),  em hy gii thch cc kt lun sau :  

H ph ng trnh 
ax by c

a'x b'y c'

+ =


+ =
 (a,  b,  c,  a' ,  b' ,  c'  khc 0)  

 C v s nghim nu 
a
a'
 =  

b
b'
 =  

c
c '

 ;  

 V nghim nu 
a
a'
 =  

b
b'

   
c
c'
 ;  

 C mt nghim duy nht nu 
a
a'
   

b .
b'

 

3.  Khi gii mt h ph ng trnh bc nht hai n,  ta bin i h ph ng trnh 

   c mt h ph ng trnh mi t ng  ng,  trong  c mt 

ph ng trnh mt n.  C th ni g  v s nghim ca h  cho nu 

ph ng trnh mt n  :   

a)  V nghim ?  

b)  C v s nghim ?  
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Tm tt cc kin thc cn nh 

1.   Ph ng trnh bc nht hai n x v y c dng ax + by = c,  trong  a,  b 

v c  l cc s  bit vi a   0  hoc b   0.  

2.  Ph ng trnh bc nht hai n ax + by = c  lun c v s nghim.  

Trong mt phng to ,  tp nghim ca n  c biu din bi  

 ng thng ax + by = c.  

3.  Gii h hai ph ng trnh bc nht hai n bng ph ng php th :  

 a)  Dng quy tc th bin i h ph ng trnh  cho   c mt h 

ph ng trnh mi,  trong  c mt ph ng trnh mt n.  

 b)  Gii ph ng trnh mt n va c ri suy ra nghim ca h  cho.  

4.   Gii  h hai ph ng trnh bc nht hai n bng ph ng php cng  
i s :  

 a)  Nhn hai v ca mi ph ng trnh vi mt s thch hp (nu cn)  

sao cho cc h s ca cng mt n no  trong hai ph ng trnh ca 

h l bng nhau hoc i nhau.  

 b)  p dng quy tc cng i s   c mt h ph ng trnh mi,  

trong  mt ph ng trnh c h s ca mt trong hai n bng 0 (tc  

l ph ng trnh mt n).  

 c)  Gii ph ng trnh mt n va c ri suy ra nghim ca h  cho.  

5.   Gii bi ton bng cch lp h ph ng trnh.  

B c 1 .  Lp h ph ng trnh :  

  Chn hai n v t iu kin thch hp cho chng.  

  Biu din cc i l ng ch a bit theo cc n v cc i l ng  bit.  

  Lp hai ph ng trnh biu th mi quan h gia cc i l ng.  

B c 2 .  Gii h hai ph ng trnh ni trn.  

B c 3.  Tr li :  Kim tra xem trong cc nghim ca h ph ng trnh,  

      nghim no thch hp vi bi ton v kt lun.  
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Bi  tp 

40.   Gii cc h ph ng trnh sau v minh ho hnh hc kt qu tm  c :  

a)  
2x 5y 2

2
x y 1

5

+ =



+ =

 ;   b)  
0,2x 0,1y 0,3

3x y 5

+ =


+ =
 ;  c)  

3 1
x y

2 2

3x 2y 1


 =


  =

.  

41.   Gii cc h ph ng trnh sau :  

a)  
x 5 (1 3 )y 1

(1 3 )x y 5 1

  + =


 + =
  ;   b)  

2x y
2

x 1 y 1

x 3y
1

x 1 y 1


+ = + +


 + = 

+ +

.  

H ng dn cu b)  :  t n ph.  

42.   Gii h ph ng trnh 
2

2x y m

4x m y 2 2

 =


 =
 trong mi tr ng hp sau :  

a)  m = 2 ;     b)  m = 2  ;    c)  m = 1 .  

43.   Hai ng i  hai a im A v B cch nhau 3 ,6 km,  khi hnh cng mt 

lc,  i ng c chiu nhau v gp nhau  mt a im cch A l 2 km.  

Nu c hai cng gi nguyn vn tc nh  tr ng hp trn,  nh ng ng i i 

chm hn xut pht tr c ng i kia 6 pht th h s gp nhau  chnh 

gia qung  ng.  Tnh vn tc ca mi ng i.  

44.   Mt vt c khi l ng 124 g v th tch 15  cm3  l hp kim ca ng v km.  

Tnh xem trong  c bao nhiu gam ng v bao nhiu gam km,  bit 

rng c 89 g ng th c th tch l 10 cm3  v 7  g km c th tch l 1  cm3 .  

45.   Hai i xy dng lm chung mt cng vic  v d nh hon thnh trong 

1 2 ngy.  Nh ng khi lm chung  c 8  ngy th i I  c iu ng i 

lm vic khc.  Tuy ch cn mt mnh i II lm vic,  nh ng do ci tin 

cch lm,  nng sut ca i II tng gp i,  nn h  lm xong phn 

vic cn li trong 3 ,5  ngy.  Hi vi nng sut ban u,  nu mi i lm 

mt mnh th phi lm trong bao nhiu ngy mi xong cng vic trn ?  

46.   Nm ngoi,  hai n v sn xut nng nghip thu hoch  c 720 tn thc.  

Nm nay,  n v th nht lm v t mc 1 5%,  n v th hai lm v t 

mc 1 2% so vi nm ngoi.  Do  c hai n v thu hoch  c 819 tn 
thc.  Hi mi nm,  mi n v thu hoch  c bao nhiu tn thc ?  
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Ch ng  IV  hm s y =  ax2  (a   0) .  

      ph ng trnh  bc hai  mt n   

Ta  hc hm s bc nht v ph ng trnh bc nht.  Trong ch ng ny,  
ta s hc hm s y =  ax2  (a   0)  v ph ng trnh bc hai.  Qua ,  ta thy 
rng chng c nhiu ng dng trong thc tin.  

1 .  Hm s y =  ax2  (a   0)  

1 .   V d  m u  

Ti nh thp nghing 
Pi-da (Pisa),   I-ta-li-a,  
Ga-li-l (G.  Gallilei)   
th hai qu cu bng ch 
c trng l ng khc nhau 
 lm th nghim nghin 
cu chuyn ng ca 
mt vt ri t do.  ng 
khng nh rng, khi  
mt vt ri t do (khng 
k n sc cn ca 
khng kh),  vn tc ca 
n tng dn v khng 
ph thuc vo trng 
l ng ca vt.  Qung 
 ng chuyn ng s 
ca n  c biu din 
gn ng bi cng thc 

s  = 5t2,   

trong  t l thi gian tnh bng giy,  s  tnh bng mt.   

Theo cng thc ny,  mi gi tr ca t xc nh mt gi tr t ng ng duy 
nht ca s.  

s(to) = 0

s(t) = ?
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Chng hn,  bng sau y biu th vi cp gi tr t ng ng ca t v s.  

t 1  2 3  4 

s  5  20 45  80 

Cng thc s  = 5t2  biu th mt hm s c dng y = ax2  (a   0).  

By gi,  ta xt tnh cht ca cc  hm s nh  th.   

2.   Tnh  cht ca hm s y =  ax2  (a  0)  

Xt hai hm s sau :   

y  = 2x2  v y = 2x2.  

in vo nhng  trng cc gi tr t ng ng ca  y  trong hai bng sau :  

x  3  2 1  0 1  2 3  

y = 2x2 18      8   

 

x  3  2 1  0 1   2  3  

y = 2x2 18      8   

 i vi hm s y = 2x2,  nh bng cc gi tr va tnh  c,  hy cho bit :   

 Khi x  tng nh ng lun lun m th gi tr t ng ng ca y  tng hay gim.  

 Khi x  tng nh ng lun lun d ng th gi tr t ng ng ca y tng hay gim.  

Nhn xt t ng t i vi hm s y  = 2x2.  

Tng qut,  hm s y = ax2  (a   0)  xc nh vi mi gi tr ca x thuc R  

v ng i ta chng minh  c n c tnh cht sau y.  

Tnh cht 

Nu a > 0  th hm s nghch bin khi x  <  0  v ng bin khi x  > 0.  

Nu a < 0  th hm s ng bin khi x  < 0  v nghch bin khi x  > 0.  

?1  

?2  
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i vi hm s y = 2x
2,  khi x   0  gi tr ca y  d ng hay m ?  Khi x = 0 

th sao ?   

Cng hi t ng t i vi hm s y  = 2x2.  

Nhn xt 

Nu a > 0  th y > 0  vi mi  x    0  ;  y = 0  khi x = 0.  Gi tr nh nht ca 
hm s l y = 0.  

Nu  a < 0  th y < 0 vi mi  x    0  ;  y = 0  khi x = 0.  Gi tr ln nht ca 
hm s l y = 0.  

Cho hai hm s y  =  21
x

2
 v y  =  21

x
2

.  Tnh cc gi tr t ng ng ca y  

ri in vo cc  trng t ng ng  hai bng sau ;  kim nghim li nhn 
xt ni trn :  

x 3  2 1  0 1  2 3  

y = 21
x

2
 

       

 

x    3    2    1 0 1  2  3  

y =  21
x

2
 

       

Bi  tp 

1.   Din tch S ca hnh trn  c tnh bi cng thc S = R
2
,  trong  R l bn 

knh ca hnh trn.  

a)  Dng my tnh b ti,  tnh cc gi tr ca S ri in vo cc  trng 

trong bng sau (    3 ,1 4,  lm trn kt qu n ch s thp phn th hai).  

R (cm)   0,57   1 ,37   2,1 5   4,09 

S = R
2
 (cm

2
)      

 (Xem bi c thm v my tnh b ti d i y).  

?3  

?4 
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b)  Nu bn knh tng gp 3  ln th din tch tng hay gim bao nhiu ln ?   

c)  Tnh bn knh ca hnh trn,  lm trn kt qu n ch s thp phn th 

hai,  nu bit din tch ca n bng 79,5  cm
2.  

2.   Mt vt ri   cao so vi mt t l 100 m.  Qung  ng chuyn ng  

s  (mt)  ca vt ri ph thuc vo thi gian t (giy)  bi cng thc :  s  = 4t2.  

a)  Sau 1  giy,  vt ny cch mt t bao nhiu mt ?  T ng t,  sau 2 giy ?   

b)  Hi sau bao lu vt ny tip t ?   

3.   Lc F ca gi khi thi vung gc 
vo cnh bum t l thun vi 
bnh ph ng vn tc v ca gi,  tc 

l F = av2  (a l hng s).  Bit rng 

khi vn tc gi bng 2 m/s th lc 
tc ng ln cnh bum ca mt 
con thuyn bng 120 N (Niu-tn).  

a)  Tnh hng s a.  

b)  Hi khi v = 1 0 m/s  th lc F 
bng bao nhiu ?  Cng cu hi 
ny khi v = 20 m/s  ?  

c)  Bit rng cnh bum ch c th chu  c mt p lc ti a l 12 000 N, 
hi con thuyn c th i  c trong gi bo vi vn tc gi 90 km/h  
hay khng ?  

C th em ch a bit ?  

Cch y hn 400 nm,  Ga-li-l (G.  Gall i lei  1 564  1 642),  nh thin vn hc,  nh 

trit hc ng i  I -ta-li-a  lm nhng th nghim o vn tc vt ri.  Ngy 24 1 1 590,  
ng  dng  hai  qu cu  bng  ch,  qu ny nng  gp 1 0  ln  qu kia  v  cho ri  
cng  mt lc t nh  thp nghing.  Kt qu nhiu  ln  cho thy hai  qu cu  u  
chm t cng  mt lc.  ng   chng  minh  rng  vn  tc ca vt ri  khng  ph  
thuc vo trng  l ng  ca n (nu  khng  k n  sc cn  ca khng  kh) ,  qung  
 ng  chuyn  ng  ca vt ri  t do  t l thun vi bnh ph ng  ca thi  g ian.  
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Ga-l i -l   lm  ra knh  th in  vn   quan  st bu  
tri .  ng  chng  li  lun  thuyt ca Pt-l-m cho 
rng Tri  t l trung tm ca v  tr  v ng yn,  
mi  hnh  tinh  u  quay quanh  Tri  t.  ng  ng  
h quan im ca C-pc-nch coi  Mt Tri  l trung 
tm,  Tri  t v  cc hnh  tinh  khc nh  sao Mc,  
sao Th,  sao Thu,  sao Ho,  sao Kim,  u  quay 
quanh  Mt Tri .  Quan  im ny tri  vi  quan  im 
ca nh th Thin  Cha g io hi  by g i.  V  l 
,  ng   b  to n  ca gio hi  x ti .  Mc d  b  
c ng  bc phi  tuyn  b t b quan  im ca 
mnh,  nh ng  ngay sau  khi  to tuyn  pht,  ng  vn  
ku  ln  rng  :  "Nh ng  d  sao Tri  t vn  quay".  

 

B i c thm  

Dng my tnh b ti CASIO fx  -  220  
 tnh gi tr ca biu thc 

V d 1 .  Tnh gi tr ca biu thc A = 3x2    3 ,5x + 2 vi x = 4,1 3 .  

Cch 1 .  Thay x =  4,1 3  vo biu thc :   

A =  3       4    .    1    3    SHIFT   x2        3    .    5        4    .    1    3    +   2    =  

        Kt qu :  A = 38,7157.  

Cch 2 .  V s 4,1 3  c ti bn k t v  c lp li nhiu ln nn  tit 

kim thao tc,  ta c th dng  phm nh  Min   l u n li trong my v 

phm gi nh  MR  khi cn n.  Thc hin nh  sau :  

A =  4    .    1    3    Min    SHIFT   x2        3       3    .    5       MR   +   2   =   

V d 2 .  Nu phi tnh nhiu gi tr  ca mt n thc mt bin c h s 
bng s th c th l u li  php nhn vi h s ny  dng trong cc 

tr ng hp tip theo.  Chng hn,  tnh cc gi tr  ca biu thc S =  R2,  

vi  R = 0,61  ;  R = 1 ,53  ;  R = 2,49.  H s ca n thc l s  .  Ta lm 
nh  sau :   

 

 

 

 

 

 

 
 

 

G.  Gallilei 
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 SHIFT                0    .    6   1    SHIFT   x2    =   

Kt qu S =  1 ,1 68986626.  

Nh c hai du "        "  trong ln u m my  l u li tha s   v du  .  

V th,  trong hai ln tnh sau,  ch cn ln l t nhp tip cc tha s cn 
li.  C th :   

 1    .    5    3    SHIFT   x2    =     Kt qu S = 7,354154243.  

 2   .    4    9    SHIFT   x2    =      Kt qu S = 1 9,47818861 .  

2.   th  ca hm s y =  ax2  (a   0)  

Parabol    mt  ng  cong  tuyt p 

 

 
 

Ta  bit,  trn mt phng to ,   th ca hm s y =  f(x)  l tp hp 

cc im M(x ;  f(x)) .   xc nh mt im ca  th,  ta ly mt gi 

tr  ca x lm honh  cn tung  l gi tr  t ng ng ca y =  f(x).   

V d 1 .   th ca hm s y = 2x2.  

 1 ,  ta c bng ghi mt s cp gi tr t ng ng ca x v y :  

x 3  2 1  0 1  2 3  

y = 2x2 18  8   2 0 2 8  1 8  



 34 

 ?1  

Trn mt phng to , ly cc im :  

A(3  ;  1 8),  B(2 ;  8),  C(1  ;  2),  O(0 ;  0), 

C'(1  ;  2), B'(2 ;  8), A'(3  ;  18).   

 th ca hm s y = 2x2 i qua cc 
im  v c dng nh  hnh 6.  

Hy nhn xt mt vi c im ca  
th ny bng cch tr li cc cu hi sau 
(h.  6) :  

   th nm  pha trn hay pha d i 

trc honh ?  

   V tr ca cp im A, A'  i vi trc 

Oy  ?  T ng t i vi cc cp im B,  B'  

v C,  C'  ?  

   im no l im thp nht ca  th ?  

V d 2 .  V  th hm s y =  21
x

2
 .  

Bng sau cho mt s gi tr t ng ng ca x v y :   

x  4 2 1   0 1  2 4 

y = 21
x

2
  8  2 

1
2

  0  
1
2

  2 8  

Trn mt phng to  ly cc im :  

M(4 ;  8),  N(2 ;  2),  ( )1P 1 ;
2

  ,   

O (0  ;  0 ) ,  ( )1P' 1 ;
2

 ,  N ' ( 2  ;  2 ) ,  

M'(4 ;  8), r i  ln  l t  ni  chng  

  c mt  ng cong nh  hnh 7.  

Nu ly  c cng nhiu im nh  
th th cng d v chnh xc  th.  

Nhn xt mt vi  c im ca   th  

v rt ra nhng kt lun,  t ng t nh   lm i vi hm s y  =  2x2.  

Tng qut,  ta c nhn xt sau y.  

?2 

Hnh 6 

. ..

x

y

32

2

1-2-3 -1 O

A A'

B 8

1 8

B'

C C'

. .

. ..

.

.

Hnh 7 

.

. .

.

.

..

. .

..

431-4 -3 -2 -1 x

y

O

M

N

M'

N'

P P'

-2

-8

2
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Nhn xt 

 th ca hm s y = ax2  (a   0)  l mt  ng cong i qua gc to  

v nhn trc Oy  lm trc i xng.   ng cong   c gi l mt 

parabol vi nh O.  

Nu a > 0  th  th nm pha trn trc honh,  O  l im thp nht 

ca  th.  

Nu a < 0  th  th nm pha d i trc honh,  O  l im cao nht 

ca  th.  

Cho hm s y  = 
1
2
x2.   

a) Trn  th ca hm s ny,  xc nh im D  c honh  bng 3 .  Tm 
tung  ca im D  bng hai cch :  bng  th ;  bng cch tnh y  vi  
x = 3 .  So snh hai kt qu.  

b)  Trn  th ca hm s ny,  xc nh im c tung  bng 5 .  C my 
im nh  th ?  Khng lm tnh,  hy c l ng gi tr honh  ca  
mi im.  

 Ch   

1 )  V    th  y  =  ax2  (a   0)  lun i  qua gc  to   v nhn trc  Oy lm 

trc  i  xng nn khi  v    th  ca hm s ny,  ta ch  cn tm mt s 
im  bn phi  trc Oy ri  ly cc  im i xng vi  chng qua Oy.  

Chng hn,  ch cn tnh gi tr ca y ng vi x = 0,  x = 1 ,  x  = 2,  x = 3 ,  ri 

nh ng thc ax2  =  a( x)2,  ta suy ra ngay cc gi tr ca y ng vi cc 

gi tr x = 1 ,  x = 2,  x = 3 .  V d,  i vi hm s y = 
1
3
x2,  ta lp bng 

gi tr ng vi x = 0 ;  x = 1  ;  x = 2 ;  x = 3 ,  ri in vo nhng  trng 
nhng gi tr  c ch r bi cc mi tn :   

x 3  2 1  0 1  2 3  

y = 
1
3
x2     0  

1
3
 

4
3
 3  

 
 

?3  
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2)   th minh ho mt cch trc quan tnh cht ca hm s.  Chng hn :  

   th ca hm s y = 2x2  cho thy :  Khi x m v tng th  th i xung 

(t tri sang phi),  chng t hm s nghch bin.  Khi x d ng v tng th 

 th i ln (t tri sang phi),  chng t hm s ng bin.  

   th ca hm s  21
y x

2
=   cho thy :  Khi x m v tng th  th i 

ln,  chng t hm s ng bin.  Khi x d ng v tng th  th i xung,  
chng t hm s nghch bin.  

 

C th em ch a bit ? 

Trong  thc t,  ta th ng  gp nhiu  h in  t ng,  
vt th c h nh  dng  parabol .  Tia  n c t vi  
phun  ln  cao ri  ri  xung,  tri  bng  bay t 
chn  cu  th  bng    (hoc t vt ca cu  
th  ten-nt)  n  khi  ri  xung  mt t,  vch  ra 
nhng   ng  cong  c h nh  dng  parabol .  Kh i  
ta  nm mt hn  ,   ng  i  ca hn   
cng  c h nh  dng  parabol .Tr ng  i  hc 
Bch  khoa H Ni  c mt cng  nhn  ra   ng  
Gii  Phng,  n c h nh  dng  parabol  v ng i  
ta  th ng  gi  l  "Cng  parabol" .  

Bi  tp 

4.   Cho hai hm s :  y = 23
x

2
,  y =  23

x
2

.  in vo nhng  trng ca cc bng 

sau ri v hai  th trn cng mt mt phng to .  

x 2 1  0 1  2 

 y = 23
x

2
 

     

 
x  2 1  0 1  2 

 y =  23
x

2
 

     

Nhn xt v tnh i xng ca hai  th i vi trc Ox.  

Cng tr ng  
i hc Bch khoa H Ni 
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5.  Cho ba hm s :   

y = 
1
2
x2  ;  y = x2  ;  y  = 2x2.  

a)  V  th ca ba hm s ny trn cng mt mt phng to .  

b)  Tm ba im A,  B,  C c cng honh  x = 1 ,5  theo th t nm trn 
ba  th.  Xc nh tung  t ng ng ca chng.  

c)  Tm ba im A',  B',  C'  c cng honh  x = 1 ,5  theo th t nm trn 
ba  th.  Kim tra tnh i xng ca A v A',  B v B',  C v C'.  

d) Vi mi hm s trn, hy tm gi tr ca x  hm s  c gi tr nh nht.  

B i c thm  

Vi cch v parabol 

1 )  V parabol  21
y x

2
= .   

Trn trang v c k dng,  chn 
khong cch gia hai dng lm n v 
 di,  v nhng  ng trn cng tm 
F sao cho bn knh ca chng ln 
l t bng 1 ,  2,  3 , . . .  .  nh s th t 
cc  ng trn v cc dng nh  hnh 8.  
Ly bt ch nh du cc giao im 
ca dng th nht vi  ng trn c 
bn knh bng 1  ;  giao im ca dng 
th hai vi  ng trn c bn knh 
bng 2 ;  . . .  .  Ni cc giao im ny v 
trung im O ca on FI,  ta  c 
mt parabol.  

2)  V parabol y = ax2  (a   0),  bit mt 
im khc im O  ca n.   

Trong mt phng to  Oxy,  gi s 

 bit im M(x0 ;  y0)  khc im O 

thuc parabol y =  ax2.  Gi P l hnh 
chiu ca M ln Ox.  Ln l t chia cc 
on OP,  PM thnh n phn bng  nhau 
(trong  hnh 9 ,  n  =  4) .  Qua cc  im 

Hnh 8 

1
1

2

2

3

3

4

4

O

F

I

Hnh 9 

y

x
P

O-4 -3 -2 -1 1

1

2

2

3

3

4

4

M(x    y )o ;  o
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chia on OP,  k nhng  ng thng song song vi Oy.  Ni O vi cc 
im chia trn PM.  nh s th t cc  ng thng v cc on thng 
nh  trong hnh 9.  Ly giao im ca cc cp gm mt  ng thng v 
mt on thng cng th t.  Ni cc giao im ny,  ta  c mt phn ca 
parabol.  Ly thm hnh i xng ca phn ny qua trc Oy,  ta  c 

parabol y =  ax2.   

 

Luyn tp 

6.   Cho hm s y = f(x)  = x2.  

a)  V  th ca hm s .  

b)  Tnh cc gi tr f(8)  ;  f(1 ,3)  ;  f(0,75)  ;  f(1 ,5).  

c)  Dng  th  c l ng cc gi tr (0,5)2  ;  (1 ,5)2  ;  (2,5)2.  

d)  Dng  th  c l ng v tr 

cc im trn trc honh biu 

din cc s 3 ; 7 .  

7.   Trn mt phng to  (h.10),  c 
mt im M thuc  th ca hm 

s y = ax2.  

a)  Tm h s a.  

b)  im A(4 ;  4)  c thuc  th 
khng ?   

c)  Hy tm thm hai im na 
(khng k im O)   v  th.   

8.   Bit rng  ng cong trong hnh 1 1  

l mt parabol y = ax2.  

a)  Tm h s a.  

b) Tm tung  ca im thuc 

parabol c honh  x = 3.  

c)  Tm cc im thuc parabol c 

tung  y = 8 .  

Hnh 1 0

5

6

4

3

2

1

x

y

432

M

1-4 -3 -2 -1 O

.

Hnh 1 1  

5

7

8

6

4

4

3

3

2

2

1

1-2 -1 x

y

O 

.

.

-4 -3
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9.   Cho hai hm s y = 21
x

3
 v y = x + 6.  

a)  V  th ca cc hm s ny trn cng mt mt phng to .  

b)  Tm to  cc giao im ca hai  th .  

10.   Cho hm s y = 0,75x2.  Qua  th ca hm s ,  hy cho bit khi x tng 

t 2 n 4 th gi tr nh nht v gi tr ln nht ca y l bao nhiu ?   

 

C th em ch a bit ? 

Cc em  nhn thy nhng anten parabol  ;  nhng pha n t,  xe my,  n pin, . . . .  
Nu  t bng  n  ti  mt im  thch  hp trong  pha th   cc tia  sng  p vo pha 
n  ri  phn  x thnh  nhng  tia  song  song  h ng  ra  pha  tr c.  Do ,  nh  
sng  tp  trung  chiu  v pha  tr c pha lm cho n  sng  hn.  Trong  chin  
tranh  th g ii  ln  th hai ,  ng i  ta   dng  n  pha  chiu  sng  g ip lc 
l ng  phng  khng  bn  my bay ch  bay trong  m.  

T ng t,  nhng anten parabol  gip cho vic thu,  pht cc tn  hiu  c hiu qu hn.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anten parabol 
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3.  Ph ng trnh bc hai  mt n 

1 .   Bi  ton  m u   

Trn mt tha t hnh ch nht c chiu di l 32 m,  chiu rng l 24 m,  

ng i ta nh lm mt v n cy cnh c con  ng i xung quanh (xem 

hnh 1 2).  Hi b rng ca mt  ng l bao nhiu  din tch phn t 

cn li bng 560 m2.  

 gii bi ton ny,  ta gi b rng mt  ng l x(m),  0 < 2x < 24.  Phn 
t cn li l hnh ch nht c :  

Chiu di l 32   2x (m)  ;  

Chiu rng l 24   2x (m)  ;  

Din tch l (32   2x)(24   2x)  (m2).  

Theo u bi ta c ph ng trnh  

 (32   2x)(24   2x)  = 560 

hay  x2    28x + 52 = 0.  

Ph ng trnh x2    28x + 52 = 0   c gi l mt ph ng trnh bc hai 
mt n.  

2.   nh  ngha 

Ph ng trnh bc hai mt n (ni gn l ph ng trnh bc hai)  l ph ng 
trnh c dng   

ax2  +  bx + c  = 0,  

trong  x  l n ;  a,  b,  c  l nhng s cho tr c gi l cc h s v a   0.  

V d  

a)  x2  + 50x   1 5 000 = 0 l mt ph ng trnh bc hai vi cc h s a = 1 ,   

b = 50,  c  = 15 000.  

b)   2x2 + 5x = 0 l mt ph ng trnh bc hai vi cc h s a = 2, b = 5, c = 0.  

c)  2x2    8  = 0 cng l mt ph ng trnh bc hai vi cc h s a = 2,  b = 0,   
c  =  8.  

Trong cc ph ng trnh sau,  ph ng trnh no l ph ng trnh bc hai ?  
Ch r cc h s a,  b,  c  ca mi ph ng trnh y :   

?1  

Hnh 1 2  



 41  

a)  x2    4  = 0 ;     b)  x3  +  4x2    2  =  0 ;    c)  2x2  +  5x = 0 ;  

d)  4x   5  = 0 ;    e)    3x2  =  0.  

3.   Mt s v d  v gii  ph ng trnh  bc hai  

V d 1 .  Gii ph ng trnh 23x 6x 0. =  

Gii.  Ta c 23x 6x 0 =    3x(x 2) 0 =    x  = 0 hoc x   2  = 0  

  x  = 0 hoc x = 2 

Vy ph ng trnh c hai nghim :  1 2x 0, x 2.= =  

Gii ph ng trnh  2x2  +  5x = 0 bng cch t nhn t chung   a n 

v ph ng trnh tch.  

V d 2 .  Gii ph ng trnh x2    3  =  0.   

Gii.  Chuyn v 3  v i du ca n,  ta  c :  

x2  =  3 ,  

tc l x =  3 .   

Vy ph ng trnh c hai nghim :  

x1  = 3 ,  x2  =   3 .  

Gii ph ng trnh         3x2    2  = 0.  

Gii ph ng trnh  (x   2)2  =  
7

2
 bng cch in vo cc ch trng  (. . . )  

trong cc ng thc :   

(x   2)2  =  
7

2
   x 2  =  . . .  .    x  = . . .  .  

Vy ph ng trnh c hai nghim l :  1x .. .= ,  2x = .  

Gii ph ng trnh 2 7 .x 4x 4
2

 + =  

Gii ph ng trnh 2 1 .x 4x
2

 =   

Gii ph ng trnh 2x2    8x = 1 .  

?3  

?4 

?5 

?6 

?7  

?2  
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Da vo cch gii cc ph ng trnh trong      ,       ,       ,   ta c th thc hin 

y  php gii ph ng trnh trong v d 3  d i y.  

V d 3.  Gii ph ng trnh 2x2    8x + 1  = 0.   

Ta c th gii nh  sau :  

  Chuyn 1  sang v phi :  2x2    8x = 1 .  

  Chia hai v cho 2,  ta  c x2    4x = 
1 .
2

  

  Tch 4x  v tri thnh 2.x.2 v thm vo hai v cng mt s  v tri 
thnh mt bnh ph ng  

x2    2.x.2 +   .      =   
1

2
  +     .h   

           22  =  4   

Ta  c ph ng trnh  x2    2.
1

x.2 4 4
2

+ =   hay (x   2)2  =  
7 .
2

 

Suy ra  
7

x 2
2

 =   hay x = 2 
14 .
2

 

Vy ph ng trnh c hai nghim :  x1  =  
4 14 ,

2

+
 x2  =  

4 14 .
2


 

Bi  tp 

11.    a cc ph ng trnh sau v dng ax2  + bx + c = 0 v ch r cc h s a,  b,  c :   

a)  5x2  +  2x = 4   x  ;      b)  23 1
x 2x 7 3x

5 2
+  = +  ;   

c)  2x2  +  x    3 3x 1= +  ;   

d)  2x2  +  m2  =  2(m   1 )x ,  m l mt hng s.  

12.   Gii cc ph ng trnh sau :   

a)  x2    8  = 0 ;     b)  5x2    20 = 0 ;         c)  0,4x2  +  1  = 0 ;  

d)  2x2  +  2x  =  0 ;    e)  0,4x2  +  1 ,2x = 0.  

?5 ?6 ?7
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13.   Cho cc ph ng trnh :   

a)  x2  +  8x = 2 ;      b)  x2  +  2x = 
1 .
3

 

Hy cng vo hai v ca mi ph ng trnh cng mt s thch hp   c 
mt ph ng trnh m v tri thnh mt bnh ph ng.  

14.   Hy gii ph ng trnh 

2x2  +  5x + 2 = 0 

theo cc b c nh  v d 3  trong bi hc.  

4.  Cng thc nghim ca ph ng trnh bc hai  

 

Trong mc ny,  ta s xt xem khi  no ph ng trnh bc  hai  c  nghim 

v tm cng thc  nghim khi  ph ng trnh c  nghim.  

1 .  Cng  thc nghim 

Bin i ph ng trnh tng qut  

ax2  +  bx + c  =  0 (a   0)       (1 )  

 theo cc b c nh  khi gii ph ng trnh 2x2    8x + 1  =  0  v d 3  ( 3).  

  Chuyn hng t t do sang v phi :  ax2  +  bx = c.  

  V a   0,  chia hai v cho h s a,  ta c x2  +  
b c .x
a a

=   

  Tch hng t 
b
x

a
 thnh 2. x .

b

2a
 v thm vo hai v cng mt biu thc 

 v tri thnh bnh ph ng ca mt biu thc :   

x2  +  
b. .2 x
2a

 +   .    =  
c

a
  +    . j  ,  

           
2

b

2a
 
 
 

 

ta  c   x2  +  
2 2

b b b c. .2 x
2a 2a 2a a

   
+ =    
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hay     
2 2

2

b b 4ac .x
2a 4a

 
+ = 

 
      (2)  

Ng i ta k hiu       =  b2    4ac  

v gi n l bit thc  ca ph ng trnh (  l mt ch ci Hi Lp, c l 

"enta").  

By gi dng ph ng trnh (2),  ta xt mi tr ng hp c th xy ra i vi   

 suy ra khi no th ph ng trnh c nghim v vit nghim nu c.  

Hy in nhng biu thc thch hp vo cc ch trng  ( )  d i y  :  

a)  Nu    >  0 th t ph ng trnh  (2)  suy ra  
b

x
2a

+ =      

Do ,  ph ng trnh (1 )  c hai nghim :  1x .. .= ,   2x .. .=  

b)  Nu    =  0  th t ph ng trnh  (2)  suy ra  
 

+ = 
 

2
b

x .. .
2a

 

Do ,  ph ng trnh (1 )  c nghim kp  x  =   

Hy gii thch v sao khi   < 0  th ph ng trnh v nghim.  

Tm li,  ta c kt lun chung sau y.  

 

i vi ph ng trnh  ax2  + bx + c = 0 (a   0)  v bit thc    =  b2    4ac :   

 Nu   >  0 th ph ng trnh c hai nghim phn bit :   

x1  =  
b

2a

 + 
,  x2  =  

b

2a

  
 ;  

 Nu    =  0 th ph ng trnh c nghim kp  1 2
b

x x
2a

= =   ;  

 Nu    <  0 th ph ng trnh v nghim.   
 

2.  p dng 

V d.  Gii ph ng trnh 3x2  +  5x   1  =  0.  

?1  

?2  



 45  

Gii  

 Tnh   = b2    4ac.   

Ph ng trnh c cc h s l a = 3,  b = 5,  c = 1 .  

  =  52    4  .  3 . (1 )  = 25  + 1 2 = 37.  

 Do   >  0,  p dng cng thc nghim,  ph ng trnh c hai nghim  
phn bit :  

x1  =  
5 37 ,

6

 +
   x2  =  

5 37 .
6

 
 

p dng cng thc nghim  gii cc ph ng trnh :  

a)  5x2    x  + 2 = 0 ;      b)  4x2    4x + 1  =  0 ;   

c)  3x2  +  x + 5  = 0.  

  Ch .  Nu ph ng trnh ax2  +  bx + c  =  0 (a   0)  c a v c  tri du,  

tc l ac < 0 th   =  2b    4ac > 0.  Khi ,  ph ng trnh c hai nghim  
phn bit.   

Bi  tp 

15.   Khng gii ph ng trnh,  hy xc nh cc h s a,  b,  c,  tnh bit thc   

v xc nh s nghim ca mi ph ng trnh sau :   

a)  7x2    2x + 3  =  0 ;     b)  5x2  +  2 10 x + 2 = 0 ;  

c)  
1

2
x2  +  7x + 

2

3
 =  0 ;    d)  1 ,7x2    1 ,2x   2,1  =  0.  

16.   Dng cng thc nghim ca ph ng trnh bc hai  gii cc ph ng  

trnh sau :   

a)  2x2    7x + 3  =  0 ;     b)  6x2  +  x + 5  = 0 ;   

c)  6x2  +  x    5  = 0 ;     d)  3x2  +  5x + 2 =  0 ;  

e)  y2    8y + 1 6 = 0 ;     f)  1 6z2  +  24z + 9  = 0.  

?3  
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C th em ch a bit ? 

Vo thin  nin  k th hai  tr c Cng 
nguyn,  ng i  Ba-bi-lon   bit cch  gii  
ph ng trnh  bc hai.  Cc nh ton  hc 
c Hi  Lp  gii  ph ng trnh  ny bng 
hnh  hc.  Nhiu  bi  ton  dn ti  ph ng 
trnh  bc hai   c ni  n trong mt s 
ti  l iu  ton  hc thi  c.  V d,  trong  mt 
ti  l iu  Ton ca Trung Quc,  vo khong 
th k th hai  tr c Cng nguyn,  c mt 
bi  ton nh  sau  :   

"Mt thnh lu xy trn  mt khonh t 
hnh  vung m khng bit  di  ca 

cnh (h. 1 3).    chnh gia mi  cnh c mt 

cng.    ngoi  thnh ph,  t cng pha 
bc nhn  thng ra chng 20 b (1  b 
 1 ,6 m)  c mt ct bng .  Nu  i  
thng t cng pha nam ra ngoi  1 4 b 
ri  r sang pha ty i  tip 1 775 b th c 
th nhn  thy ct.  Hi   di  mi  cnh 
ca khonh t l bao nhiu  ?" 

S dng  cc tam g ic ng  dng,  bi  ton  s dn  ti  mt ph ng  trnh  bc hai .   

Cng thc nghim ca ph ng trnh  bc hai  ln  u tin  c nh ton  hc n    
Bra-ma-gup-ta th it lp.  Sau  ,  vo th k IX,  nh bc hc An  Kh-va-ri-zmi  (Al  
  Khwarizmi)   thnh  Bt-a (Baghdad    Th   n c I -rc ngy nay)  cng  
tm   c cng  thc ny bng  ph ng  php tch  ra  mt bnh  ph ng  nh mt 

minh  ho h nh  hc.  Chng  hn   g ii  ph ng  trnh  x2  +  1 0x =  39,  ng   bin  
v tri  thnh  mt bnh  ph ng  nh  minh  ho trn  h nh  1 4.  H nh  v  ny cho 

thy,  nu  cng  
 
 
 

2
5

4
2

 vo hai  v ca ph ng  trnh  th   v tri  bng  
 

+ 
 

2
5.x 2
2

 

hay (x +  5)2  v  l  d in  tch  ca h nh  vung  c cnh  bng  x +  5,  cn  v phi  
bng  39 +  25 =  64.  Tnh  cnh  l  x +  5,  ta  s  tm   c x.  

 

 

Hnh 1 4  

(   )5
2

2

25
2

(   )5
2

2

(   )5
2

2

(   )5
2

2

x 5
2

x

5
2

x

5
2

x

x

Hnh 1 3  

20

1 4

1 775
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B i c thm 

Gii ph ng trnh bc hai bng my tnh b ti 
Casio fx-220  

 Tnh 2b 4ac =  .  Nu   <  0 th ph ng trnh v nghim.  

 Nu   >  0,  ta tm nghim.  V    c dng hai ln nn ta dng phm 

nh  Min   l u n li trong my ri tm cc nghim.   

V d.  Gii ph ng trnh 3x2    4x   7  =  0.  

 Tnh   

 4   + /     SHIFT   x2        4       3         7   +/     =   

(My cho kt qu l 1 00,  v 1 00 > 0 nn ta thc hin tip vic tm nghim).  

 Tm nghim 

    Min     +   4   =        2       3    =  

Kt qu    x1    2,333333333.  

 tnh x2  =  
4

2 . 3

 
,  ta dng phm  MR   gi  .  C th :   

 4       MR   =       6   =   

Kt qu x2  =  1 .   
 

5.  Cng thc nghim thu gn 
 

1 .   Cng  thc nghim thu  gn  

i vi ph ng trnh 2ax bx c 0+ + =  (a   0),  trong nhiu tr ng hp nu 
t b =  2b'  th vic tnh ton  gii ph ng trnh s n gin hn.  

Tr c ht,  nu t 

b = 2b'  
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th 

 = (2b')
2
   4ac = 4b'

2
   4ac = 4(b'

2
   ac).  

K hiu  

'  =  b'
2
   ac,  

ta c 

  =  4' .    

T bng kt lun ca bi tr c hy dng cc ng thc b = 2b'  v    =  4'  

 suy ra nhng kt lun sau :  

i vi ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 (a   0)  v b = 2 b' ,  2' b' ac =  :  

 Nu '  >  0  th ph ng trnh c hai nghim phn bit 

x1  =  
b' '

;
a

 + 
 2

b' '
.x

a

  
=  

 Nu '  =  0  th ph ng trnh c nghim kp x1  =  x2  = 
b'

.
a

  

 Nu '  <  0  th ph ng trnh v nghim.  

 

Cng thc nghim va vit trn y  c gi l cng thc nghim thu gn.  

2.   p  dng  

Gii ph ng trnh  5x2
 +  4x   1  =  0 bng cch in vo nhng ch trng :   

 a = . . .   ;    b'  =  . . .   ;      c  = . . .   ;   

'  = . . .   ;    ' = . . .  .  

Nghim ca ph ng trnh :   

x1  =  . . .  ;  x2  =  . . .  .  

?1  

?2  
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Xc nh  a,  b',  c ri dng cng thc nghim thu gn gii cc ph ng trnh :   

a)  3x2  +  8x + 4 =  0 ;      b)  7x2    6 2 x + 2 =  0.  

 

Bi  tp 

17.   Xc nh a,  b',  c ri dng cng thc nghim thu gn gii cc ph ng trnh :   

 a)  4x2  +  4x + 1  = 0 ;      b)  1 3852x2    1 4x + 1  =  0 ;   

 c)  5x2    6x + 1  = 0 ;      d)    3x2  +  4 6 x + 4 = 0.  

18.    a cc ph ng trnh sau v dng ax2  + 2b'x + c = 0 v gii chng.  Sau ,  

dng bng s hoc my tnh  vit gn ng nghim tm  c (lm trn kt 
qu n ch s thp phn th hai) :   

a)  3x2    2x = x2  +  3  ;      b)  (2x  2 )2    1  =  (x + 1 )(x   1 )  ;   

c)  3x2  +  3  = 2(x + 1 )  ;     d)  0,5x(x + 1 )  = (x   1 )2.   

19.   .   em bit v sao khi a > 0 v ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 v nghim 

th ax2  + bx + c > 0 vi mi gi tr ca x ?   

Luyn tp 

20.   Gii cc ph ng trnh :  

a)  25x2    1 6 = 0 ;      b)  2x2  +  3  =  0 ;   

c)  4,2x2  +  5 ,46x = 0 ;     d)  4x2    2 3 x = 1    3 .  

21.   Gii vi ph ng trnh ca An Kh-va-ri-zmi (Xem Ton 7,  Tp 2,  tr.26) :  

a)  x2  =  1 2x + 288  ;      b)  21 7
x x 19.

12 12
+ =  

22.   Khng gii ph ng trnh, hy cho bit mi ph ng trnh sau c bao nhiu 
nghim :   

a)  1 5x2  +  4x   2005  = 0 ;     b) 219
x 7x 1890 0.

5
  + =   

?3  
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23.   Raa ca mt my bay trc 
thng theo di chuyn ng ca 
mt t trong 10 pht,  pht  
hin rng vn tc v ca t thay 
i ph thuc vo thi gian bi 
cng thc :   

v = 3t2    30t + 1 35,  

(t tnh bng pht,  v tnh bng 
km/h).  

a)  Tnh vn tc ca t khi 
t = 5  pht.  

b)  Tnh gi tr ca t khi vn tc 
t bng 1 20 km/h (lm trn 
kt qu n ch s thp phn th hai).  

24.   Cho ph ng trnh (n x)   x2    2(m   1 )x + m2  = 0.   

a)  Tnh ' .  

b)  Vi gi tr no ca m th ph ng trnh c hai nghim phn bit ?  C 
nghim kp ?  V nghim ?   

6.  H thc Vi-t v ng dng 

Nghim v h s ca ph ng trnh  c mi  l in  quan k d iu  

1 .   H thc Vi-t 

Tr c ht ch  rng,  nu ph ng trnh bc hai ax2  + bx + c = 0 c nghim 

th d  l hai nghim phn bit hay nghim kp,  ta u c th vit cc 

nghim  d i dng :   

x1  =  
b ,
2a

 + 
   x2  =  

b .
2a

  
 

Hy tnh  x1  +  x2,  x1x2.  ?1  
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Nh  vy,  ta  thy  c mt mi lin h gia cc nghim vi cc h s 
ca ph ng trnh bc hai m Vi-t,  nh ton hc ng i Php  pht hin 

vo u th k th XVII v ngy nay n  c pht biu thnh mt nh l 

mang tn ng.  

nh l  Vi-t  

Nu x1 ,  x2  l hai nghim ca ph ng trnh ax2  +  bx + c  = 0 (a   0)  th 

1 2

1 2

b
x x

a

c .x x
a


+ = 


 =


 

p dng.  Nh nh l Vi-t,  nu  bit mt nghim ca ph ng trnh bc 
hai th c th suy ra nghim kia.  Ta xt ring hai tr ng hp c bit sau :  

Cho ph ng trnh 2x2    5x + 3  =  0.  

a)  Xc nh cc h s a,  b,  c  ri tnh a + b + c.  

b)  Chng t rng x1  =  1  l mt nghim ca ph ng trnh.  

c)  Dng nh l Vi-t  tm x2.  

Tng qut  

Nu ph ng trnh  ax2  +  bx + c  = 0 (a   0)  c  a +  b + c  = 0 th ph ng 

trnh c mt nghim l x1  =  1 ,  cn nghim kia l x2  =  
c .
a

 

Cho ph ng trnh  3x2  + 7x + 4 =  0.  

a)  Ch r cc h s a,  b,  c  ca ph ng trnh v tnh a   b  + c.  

b)  Chng t x1  =  1  l mt nghim ca ph ng trnh.  

c)  Tm nghim x2.  

Tng qut  

Nu ph ng trnh ax2  +  bx + c  = 0 (a   0)  c  a   b  + c  = 0 th ph ng 

trnh c mt nghim l x1  =  1 ,  cn nghim kia l x2 = 
c .
a

  

?2 

?3  
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Tnh nhm nghim ca cc ph ng trnh :    

a)    5x2  +  3x + 2 = 0 ;    b )  2004x2  +  2005x + 1  = 0.  

2.   Tm hai  s bit tng  v tch  ca chng 

Gi s hai s cn tm c tng bng S v tch bng P.  Gi mt s l x th s 
kia l S   x.  Theo gi thit ta c ph ng trnh 

   x(S   x)  = P hay 2x Sx P 0. + =       (1 )  

Nu   =  2S 4P    0  th ph ng trnh (1 )  c nghim.  Cc nghim ny 
chnh l hai s cn tm.  

Vy :  

Nu hai s c tng bng S v  tch bng P th hai s  l hai nghim ca 
ph ng trnh 

x2    Sx + P = 0.  

iu kin  c hai s  l S2    4P   0.  

p dng :  

V d 1 .  Tm hai s,  bit tng ca chng bng 27,  tch ca chng bng 180.  

Gii.  Hai s cn tm l hai nghim ca ph ng trnh x2    27x + 1 80 = 0.   

 Ta c :    =  272    4.1 .1 80 = 729   720 = 9  ;   9 3 = =  ;   

x1  =  
27 3

15,
2

+
=   2x =  

27 3
12.

2


=  

Vy hai s cn tm l 1 5  v 1 2.  

Tm hai s bit tng ca chng bng 1 ,  tch ca chng bng 5.  

V d 2 .  Tnh nhm nghim ca ph ng trnh x2    5x + 6 = 0.   

Gii.  V 2 + 3  = 5  ;  2.3  = 6 nn x1  =  2,  x2  =  3  l hai nghim ca ph ng 
trnh  cho.  

Bi  tp 

25.   i vi mi ph ng trnh sau,  k hiu x1  v x2  l hai nghim (nu c).  

Khng gii ph ng trnh, hy in vo nhng ch trng (. . .)  :   

a)  2x2    1 7x + 1  = 0,      =  . . .  ,   x1  +  x2  =  . . .  ,   x1x2  =  . . .  ;   

b)  5x2    x    35  = 0,      =  . . .  ,   x1  +  x2  =  . . .  ,   x1x2  =  . . .  ;   

?4 

?5 
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c)  8x
2   x  +  1  = 0,      =  . . .  ,   x1  +  x2  =  . . .  ,   x1x2  =  . . .  ;   

d)  25x2  +  1 0x + 1  = 0,     =  . . .  ,   x1  +  x2  =  . . .  ,   x1x2  =  . . .  .  

26.   Dng iu kin a + b + c = 0 hoc a  b + c = 0  tnh nhm nghim ca 

mi ph ng trnh sau :   

a)  35x2   37x + 2 =  0 ;     b)  7x2 + 500x  507  = 0 ;    

c)  x2   49x  50 = 0 ;      d)  4321x2  +  21x  4300 = 0.  

27.   Dng h thc Vi-t  tnh nhm cc nghim ca ph ng trnh.  

a)  x2   7x + 1 2 = 0 ;      b)  x2  +  7x + 1 2 = 0.  

28.   Tm hai s u v v trong mi tr ng hp sau :   

a)  u + v = 32,  uv = 231  ;     b)  u + v = 8,  uv = 1 05  ;   

c)  u + v = 2,  uv = 9.  

C th em ch a bit ? 

Phrng-xoa Vi-t (F. Vite)  sinh  nm 1 540 ti  Php.  ng  l  mt nh ton  hc 
ni  ting.  Chnh  ng  l  ng i  u  tin  dng  ch  k h iu  cc n  v c cc h  
s ca ph ng  trnh,  ng  thi  dng  chng  trong  vic bin  i  v  g ii  ph ng  
trnh.  Nh cch  dng  ch  k h iu  m i  s  pht trin  mnh  m.   

ng    pht h in  mi  l in  h g ia cc nghim v  cc 
h s ca ph ng  trnh  m ta  va hc.  ng  cn  ni  
ting  trong  vic g ii  mt m.  Trong  cuc chin  tranh  
g ia Php v Ty Ban  Nha hi  cui  th k XVI ,  vua 
Hen-ri  IV  mi  ng  g ii  nhng  bn  mt m ly  c 
ca qun  Ty Ban  Nha.  Nh  m qun  Php  
ph  c nhiu  m m u  ca i  ph ng.  Vua Ty 
Ban  Nha Phi-l ip  I I    tuyn  n  th iu  sng  ng  trn  
dn  la.  Tuy nh in,  h khng  bt  c ng.  

Ngoi  vic lm  ton,  Vi-t cn  l  mt lut s  v  mt 
chnh  tr  g ia  ni  ting.  ng  mt nm 1 603.  F.  Vite 
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Luyn tp 

29.   Khng gii ph ng trnh,  hy tnh tng v tch cc nghim (nu c)  ca 

mi ph ng trnh sau :  

a)  4x2  +  2x   5  =  0 ;      b)  9x2    1 2x + 4 = 0 ;      

c)  5x2  +  x + 2 = 0 ;     d)  1 59x2    2x   1  =  0.  

30.   Tm gi tr ca m  ph ng trnh c nghim, ri tnh tng v tch cc 

nghim theo m.  

a)  x2    2x + m = 0 ;      b)  x2  +  2(m   1 )x + m2  =  0.   

31.   Tnh nhm nghim ca cc ph ng trnh :  

a)  1 ,5x2    1 ,6x + 0,1  = 0 ;     b) 23x (1 3 )x 1 0   =  ;   

c)  ( ) ( ) +  + =22 3 x 2 3x 2 3 0  ;   

d) (m  1)x2  (2m + 3)x + m + 4 = 0 vi m 1 .  

32.   Tm hai s u v v trong mi tr ng hp sau :   

a)  u + v = 42,  uv = 441  ;     b)  u + v = 42,  uv = 400 ;  

c)  u   v =  5 ,  uv = 24.  

33.   Chng t rng nu ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 c nghim l x1  v x2  th 

tam thc ax2  + bx + c phn tch  c thnh nhn t nh  sau :  

ax2  +  bx + c  = a(x   x1 )(x   x2).  

p dng.  Phn tch a thc thnh nhn t.  

a)  2x2    5x + 3  ;      b)  3x2  +  8x + 2.  

7.  Ph ng trnh quy v ph ng trnh  bc hai  

1 .   Ph ng  trnh  trng  ph ng 

Ph ng trnh trng ph ng  l ph ng trnh c dng 

     ax4  +  bx2  +  c  = 0 (a   0).  
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Nhn xt.  Ph ng trnh trn khng phi l ph ng trnh bc hai,  song c 

th  a n v ph ng trnh bc hai bng cch t n ph.  Chng hn,  nu 

t x2  =  t th ta  c ph ng trnh bc hai at2  +  bt + c  = 0.  

V d 1 .  Gii ph ng trnh :  x4    1 3x2  +  36 = 0.       (1 )  

Gii  

  t x2  = t.  iu kin l t   0.  Ta  c mt ph ng trnh bc hai i vi 
n t  

t2    1 3t + 36 = 0.        (2)  

  Gii ph ng trnh (2)  :    =  1 69   1 44 = 25,   = 5,  t1  =  
13 5

4
2


=  v 

t2  =  
13 5

9.
2
+

=  C hai gi tr 4 v 9  u tho mn iu kin t   0.   

 Vi t = t1  =  4,  ta c x
2  =  4.  Suy ra x1  =  2,  x2  =  2.  

 Vi t = t2  =  9,  ta c x
2  =  9.  Suy ra x3  =  3,  x4  =  3 .  

Vy ph ng trnh (1 )  c bn nghim :  x1  =  2,  x2  =  2,  x3  =  3,  x4  =  3 .  

Gii cc ph ng trnh trng ph ng :  

a)  4x4  +  x2    5  =  0 ;    b)  3x4  +  4x2  +  1  = 0.  

2.   Ph ng  trnh  cha n   mu  thc 

 lp 8  ta  bit,  khi gii ph ng trnh cha n  mu thc, ta lm nh  sau :   

B c 1 .  Tm iu kin xc nh ca ph ng trnh ;   

B c 2 .  Quy ng mu thc hai v ri kh mu thc ;   
B c 3 .  Gii ph ng trnh va nhn  c ;   

B c 4 .  Trong cc gi tr tm  c ca n,  loi cc  gi tr khng tho mn 
iu kin xc nh,  cc gi tr tho mn iu kin xc nh l nghim ca 
ph ng trnh  cho.  

Gii ph ng trnh   
2

2

x 3x 6 1
x 3x 9

 +
=



       (3)   

bng cch in vo cc ch trng  (. . . )  v tr li cc cu hi.  

  iu kin :  x    . . .  .  

  Kh mu v bin i,  ta  c :  x2    3x + 6 = . . .    x2    4x + 3  = 0.  

?2 

?1  
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  Nghim ca ph ng trnh   + =
2x 4x 3 0  l :  x1  =  . . .  ;  x2  =  . . .  .  

Hi x1  c tho mn iu kin ni trn khng ?  T ng t,  i vi x2  ?   

Vy nghim ca ph ng trnh  cho l :  . . .  .  

3.   Ph ng  trnh  tch  

V d 2 .  Gii ph ng trnh :  + +  =
2(x 1)(x 2x 3) 0.      (4)  

Gii.  (x + 1 )(x
2
 +  2x   3 )  = 0   x  + 1  = 0 hoc x

2
 +  2x   3  =  0.  

Gii hai ph ng trnh ny,  ta  c cc nghim ca ph ng trnh :  

1x 1=  ,  2x 1,=  3x 3.=   

Gii ph ng trnh sau bng cch  a v ph ng trnh tch  

x
3
 +  3x

2
 +  2x = 0.  

Bi  tp 

34.   Gii cc ph ng trnh trng ph ng :   

a)  x
4
   5x

2
 +  4  = 0 ;     b)  2x

4
   3x

2
   2  =  0 ;   c)  3x

4
 +  1 0x

2
 +  3  = 0.  

35.   Gii cc ph ng trnh :  

a)  
(x 3)(x 3)

2 x(1 x)
3

+ 
+ =   ;    b)  

x 2 6
3

x 5 2 x

+
+ =

 

 ;  

c)  
24 x x 2

.
x 1 (x 1)(x 2)

  +
=

+ + +
 

36.   Gii cc ph ng trnh :  

a)  (3x
2
   5x + 1 )(x

2
   4)  = 0 ;    b)  (2x

2
 +  x   4)

2
   (2x   1 )

2
 =  0.   

Luyn tp 

37.   Gii ph ng trnh trng ph ng.  

a)  9x
4
   1 0x

2
 +  1  =  0 ;     b)  5x

4
 +  2x

2
   1 6 = 1 0   x

2
 ;    

c)  0,3x
4
 +  1 ,8x

2
 +  1 ,5  = 0 ;     d)  2x

2
 +  1  = 

2

1

x
   4.  

38.   Gii cc ph ng trnh :   

a)  (x   3)
2
 + (x + 4)

2
 = 23    3x ;        

b)  x
3
 + 2x

2
   (x   3)

2
 = (x   1 )(x

2
   2)  ;  

?3  
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c)  (x   1 )3  + 0,5x2 =  x(x2  +  1 ,5)  ;   d)  
x(x 7) x x 4

1
3 2 3
 

 =   ;   

e)  
2

14 1
1

3 xx 9
= 



 ;      f)  
22x x x 8 .

x 1 (x 1)(x 4)
 +

=

+ + 

 

39.   Gii ph ng trnh bng cch  a v ph ng trnh tch.   

a)  (3x2    7x   1 0)[2x2  +  (1   5 )x + 5    3 ]  = 0 ;  

b)  x3  +  3x2    2x   6  = 0 ;     c)  (x2    1 )(0,6x + 1 )  = 0,6x2  + x ;  

d)  (x2  +  2x   5)2  =  (x2    x  +  5)2.   

40.   Gii ph ng trnh bng cch t n ph.  

a)  3(x2  + x)2    2(x2  +  x)    1  =  0 ;   b) (x2    4x + 2)2  + x2    4x   4 = 0 ;  

c)  x x 5 x 7 = +  ;    d)  
x x 1

10. 3.
x 1 x

+
 =

+

 

H ng dn.  a)  t t =  x2  +  x,  ta c ph ng trnh 3t2    2t   1  =  0.  Gii 

ph ng trnh ny,  ta tm  c hai gi tr  ca t.  Thay mi gi tr ca t va 

tm  c vo ng thc t = x2  +  x,  ta  c mt ph ng trnh ca n x.  
Gii mi ph ng trnh ny s tm  c gi tr ca x.   

d)  t 
x 1
x
+

 =  t hoc 
x

t.
x 1

=

+

 

8.  Gii  bi  ton bng cch lp ph ng trnh 

V d.  Mt x ng may phi may xong 3000 o trong mt thi gian quy 

nh.   hon thnh sm k hoch,  mi ngy x ng  may  c nhiu 

hn 6 o so vi s o phi may trong mt ngy theo k hoch.  V th  

5  ngy tr c khi ht thi hn,  x ng  may  c 2650 o.  Hi theo k 

hoch,  mi ngy x ng phi may xong bao nhiu o ?   

Gii.  Gi s o phi may trong 1  ngy theo k hoch l x (x   N,  x  > 0) .  

Thi gian quy nh may xong 3000 o l 
3000
x

 (ngy).  

S o thc t may  c trong 1  ngy l x + 6 (o).  
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Thi gian may xong 2650 o l 
2650

x 6+
(ngy).  

V x ng may xong 2650 o tr c khi ht hn 5  ngy nn ta c ph ng trnh  

3000

x
   5  = 

2650 .
x 6+

 

Gii ph ng trnh trn :  

3000(x + 6)    5x(x + 6)  = 2650x hay x2    64x   3600 = 0,  

 '  =  322  +  3600 = 4624,  ' = 68,  

x1  =  32 + 68  = 1 00,   x2  =  32   68  = 36,  

x2  =  36 khng tho mn iu kin ca n.   

Tr li.  Theo k hoch,  mi ngy x ng phi may xong 1 00 o.  

Mt mnh t hnh ch nht c chiu rng b hn chiu di 4 m  v din 

tch bng 320 m2.  Tnh chiu di v chiu rng ca mnh t.   

 

Bi  tp 

41.   Trong lc hc nhm, bn Hng yu cu bn Minh v bn Lan mi ng i 
chn mt s sao cho hai s ny hn km nhau l 5  v tch ca chng phi 
bng 150.  Vy hai bn Minh v Lan phi chn nhng s no ?   

42.   Bc Thi vay 2 000 000 ng ca ngn hng  lm kinh t gia nh trong 
thi hn mt nm.  L ra cui nm bc phi tr c vn ln li.  Song bc  
 c ngn hng cho ko di thi hn thm mt nm na, s li ca nm u 
 c gp vo vi vn  tnh li nm sau v li sut vn nh  c.  Ht hai nm 
bc phi tr tt c l 2 420 000 ng.  Hi li sut cho vay l bao nhiu phn 
trm trong mt nm ?  

43.   Mt xung du lch i t thnh ph C Mau n t Mi theo mt  ng 

sng di 120 km.  Trn  ng i,  xung c ngh li 1  gi  th trn Nm Cn.  

Khi v,  xung i theo  ng khc di hn  ng lc i 5  km v vi vn tc 

nh hn vn tc lc i l 5  km/h.  Tnh vn tc ca xung lc i,  bit rng 

thi gian v bng thi gian i.  

44.   .   em tm  c mt s m mt na ca n tr i mt na n v ri 
nhn vi mt na ca n bng mt na n v.  

?1  
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5 dm

5 dm

5 dm 5 dm

Luyn tp 

45.   Tch ca hai s t nhin lin tip ln hn tng ca chng l 109.  Tm hai  
s .  

46.   Mt mnh t hnh ch nht c din tch 240 m2.  Nu tng chiu rng  
3  m v gim chiu di 4 m th din tch mnh t khng i.  Tnh kch th c 
ca mnh t.  

47.   Bc Hip v c Lin i xe p t lng ln tnh trn qung  ng di 30 km, 
khi hnh cng mt lc.  Vn tc xe ca bc Hip ln hn vn tc xe ca c 
Lin l 3  km/h nn bc Hip  n tnh tr c c Lin na gi.  Tnh vn tc 
xe ca mi ng i.  

48.   T mt ming tn hnh ch nht ng i ta ct  bn gc bn hnh vung c 
cnh bng 5  dm  lm thnh mt ci thng hnh hp ch nht khng np c 
dung tch 1500  dm3  (h.  1 5).  Hy  tnh kch th c ca ming tn lc u, bit 
rng chiu di ca n gp i chiu rng.   

 

 

 

 

Hnh 1 5 

49.   Hai i th qut sn mt ngi nh.  Nu h cng lm th trong 4 ngy xong 
vic.  Nu h lm ring th i I hon thnh cng vic nhanh hn i II l  
6 ngy.  Hi nu lm ring th mi i phi lm trong bao nhiu ngy  
xong vic ?   

50.   Ming kim loi th nht nng 880 g,  ming kim loi th hai nng 858  g.   

Th tch ca ming th nht nh hn th tch ca ming th hai l 10  cm3 ,  

nh ng khi l ng ring ca ming th nht ln hn khi l ng ring ca 

ming th hai l 1  g/cm3.  Tm khi l ng ring ca mi ming kim loi.   

51.   Ng i ta  thm 200 g n c vo mt dung dch cha 40 g mui th nng  
ca dung dch gim i 10%.  Hi tr c khi  thm n c th dung dch cha 
bao nhiu n c ?   
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52.   Khong cch gia hai bn sng A v B l 30 km.  Mt can i t bn A n 
bn B,  ngh 40 pht  bn B ri quay li bn A.  K t lc khi hnh n khi 
v ti bn A ht tt c 6 gi.  Hy tm vn tc ca can trong n c yn lng, 
bit rng vn tc ca n c chy l 3  km/h.  

53.   T s vng.   em chia  c on AB cho tr c thnh hai on sao cho t s 
gia on ln vi on AB bng t s gia on nh vi on ln (h.  16).  
Hy tm t s y.  

 chnh l bi ton m -clt  a ra t th k III tr c Cng nguyn.   
T s ni trong bi ton  c gi l t s vng,  cn php chia ni trn 
 c gi l php chia vng hay php chia hong kim.   

    A      M    B 

 
 Hnh 1 6 

H ng dn.  Gi s M l im chia v AM > MB.  Gi t s cn tm l x.  

n tp ch ng IV 

Cu hi  

1.  Hy v  th ca cc hm s y = 2x2,  y = 2x2.  Da vo  th  tr li 
cc cu hi sau :   

a)  Nu a > 0 th hm s y = ax2  ng bin khi no ?  Nghch bin khi no ?   

Vi gi tr no ca x th hm s t gi tr nh nht ?  C gi tr  no ca x 
 hm s t gi tr ln nht khng ?   

Nu a < 0 th hm s ng bin khi no ?  Nghch bin khi no ?  Vi gi 
tr no ca x th hm s t gi tr ln nht ?  C gi tr no ca x  hm 
s t gi tr nh nht khng ?   

b)   th ca hm s y = ax2  c nhng c im g (tr ng hp a > 0,  
tr ng hp a < 0)  ?   

2.   i vi ph ng trnh bc hai ax2  + bx + c = 0 (a   0),  hy vit cng thc 

tnh ,  '.   
Khi no th ph ng trnh v nghim ?   

Khi no ph ng trnh c hai nghim phn bit ?  Vit cng thc nghim.   

Khi no ph ng trnh c nghim kp ?  Vit cng thc nghim.  

V sao khi a v c  tri du th ph ng trnh c hai nghim phn bit ?   
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3.   Vit h thc Vi-t i vi cc nghim ca ph ng trnh bc hai 

ax2  +  bx + c  = 0 (a   0) .  

Nu iu kin  ph ng trnh ax2  +  bx + c  = 0 (a   0)  c mt nghim 

bng 1 .  Khi ,  vit cng thc nghim th hai.  p dng :  nhm nghim 

ca ph ng trnh 

1 954x2  +  21x   1 975  = 0.  

Nu iu kin  ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 (a   0)  c mt nghim bng 

1 .  Khi ,  vit cng thc nghim th hai.  p dng :  nhm nghim ca 

ph ng trnh 

2005x2  +  1 04x   1 901  = 0.  

4.   Nu cch tm hai s,  bit tng S v tch P ca chng.   

Tm hai s u v v trong mi tr ng hp sau :   

a)  
u v 3

uv 8

+ =


= 
 ;      b)

u v 5

uv 10

+ = 


=
.  

5.   Nu cch gii ph ng trnh trng ph ng ax4  + bx2  + c = 0 (a   0).  

Tm tt cc kin thc cn nh 

 

 
    a > 0     a < 0 

 

 

 

 
 
 

   

  Hm s nghch bin khi x < 0,  
ng bin khi  x  >  0.  

 y = 0 l gi tr nh nht ca 
 hm s,  t  c khi x = 0.  

 Hm s ng bin khi x < 0,   
 nghch bin khi x > 0.  

 y = 0 l gi tr ln nht ca  
hm s, t  c khi x = 0.  

O

y

x O

y

x

Hm s y =  ax
2
 (a  0)  
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  = b2    4ac 

   > 0 :  ph ng trnh c 

          hai nghim phn bit 

x1  =  
b

2a

 + 
 ;  x2  =  

b .
2a

  
 

   =  0 :  ph ng trnh c  

          nghim kp 

x1  =  x2  =  
b .
2a

  

   < 0 :  ph ng trnh v nghim.  

 

'  =  b'
2    ac    (b = 2b')  

 '  > 0 :  ph ng trnh c 

           hai nghim phn bit 

x1  = 
b' '

a

 + 
 ;  x2  =  

b' ' .
a

  
 

 '  =  0 :  ph ng trnh c  

          nghim kp 

x1  =  x2  =  
b ' .
a

  

 '  < 0 :  ph ng trnh v nghim.  

 

  

 

 Nu x1 ,  x2  l hai nghim ca ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 (a   0)  th 

  
1 2

1 2

b
x x

a

c
x x

a


+ = 


 =


.  

 Mun tm hai s u v v,  bit u + v = S,  uv = P,  ta gii ph ng trnh  

x2    Sx + P = 0.  

(iu kin  c u v v l S2    4P   0).  

 Nu a + b + c = 0 th ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 (a   0)  c hai nghim 

x1  =  1 ,  x2  =  
c .
a

 

 Nu a   b + c = 0 th ph ng trnh ax2  + bx + c = 0 (a   0)  c hai nghim 

x1  =  1 ,  x2  =  
c .
a

  

Ph ng trnh bc hai ax
2
 +  bx +  c =  0 (a  0)  

H thc Vi-t v ng dng  
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Bi  tp 

54.  V  th ca hai hm s y = 21
x

4
 v y =  21

x
4

 trn cng mt h trc 
to .  

a)  Qua im B (0 ;  4)  k  ng thng song song vi trc ox.  N ct  th 

ca hm s y = 21
x

4
 ti hai im M v M'.  Tm honh  ca M v M'.   

b)  Tm trn  th ca hm s y =  21
x

4
 im N c cng honh  vi 

M,  im N'  c cng honh  vi M'.   ng thng NN'  c song song vi 

ox khng ?  V sao ?  Tm tung  ca N v N'  bng hai cch :   

  c  l ng trn hnh v ;   

  Tnh ton theo cng thc.  

55.   Cho ph ng trnh  x2    x    2  =  0.  

a)  Gii ph ng trnh.  

b)  V hai  th y = x2  v y = x + 2 trn cng mt h trc to .   

c)  Chng t rng hai nghim tm  c trong cu a)  l honh  giao im 
ca hai  th.  

56.   Gii cc ph ng trnh :   

a)  3x4    1 2x2  +  9  = 0 ;   b)  2x4  +  3x2    2  = 0 ;        c)  x4  +  5x2  + 1  = 0.  

57.  Gii cc ph ng trnh :   

a)  5x2   3x + 1  = 2x + 1 1  ;     b)  
2x 2x x 5
5 3 6

+
 =  ;  

c)  
2

x 10 2x
x 2 x 2x


=

 
 ;     d)  

2

x 0,5 7x 2
3x 1 9x 1

+ +
=

+ 
 ;   

e)  22 3x x 1 3 (x 1)+ + = +  ;    f)  2x 2 2x 4 3(x 2 )+ + = + .  

58.   Gii cc ph ng trnh :  

a)  1 ,2x3    x2    0,2x = 0 ;     b)  5x3    x2    5x + 1  = 0.  

59.   Gii ph ng trnh bng cch t n ph :   

a)  2(x2    2x)2  +  3(x2    2x)  + 1  = 0 ;   b)
2

1 1
x 4 x 3 0

x x
   

+  + + =   
   

.  



 64 

60.   Vi mi ph ng trnh sau,   bit mt nghim (ghi km theo),  hy tm 

nghim kia :  

a)  212x 8x 1 0, + =  1
1

x
2

=  ;   b)  22x 7x 39 0,  =  1x 3=   ;  

c)  2x x 2 2 0,+  + =  1x 2=   ;  d)  2x 2mx m 1 0, +  =  1x 2.=  

61.   Tm hai s u v v trong mi tr ng hp sau :   

a)  u + v = 1 2,  uv = 28  v u > v ;   b)  u + v = 3 ,  uv = 6.  

62.   Cho ph ng trnh 7x2  + 2(m   1 )x   m2  = 0.   

a)  Vi gi tr no ca m th ph ng trnh c nghim ?   

b)  Trong tr ng hp ph ng trnh c nghim,  dng h thc Vi-t,  hy 
tnh tng cc bnh ph ng hai nghim ca ph ng trnh theo m.   

63.   Sau hai nm, s dn ca mt thnh ph tng t 2 000 000 ng i ln 2 020 050 

ng i.  Hi trung bnh mi nm dn s ca thnh ph  tng bao nhiu  

phn trm ?  

64.   Bi ton yu cu tm tch ca mt s d ng vi mt s ln hn n 2 n v,  

nh ng bn Qun nhm u bi li tnh tch ca mt s d ng vi mt s b 

hn n 2 n v.  Kt qu ca bn Qun l 120.  Hi nu lm ng u bi  

cho th kt qu phi l bao nhiu ?   

65.   Mt xe la i  t H Ni vo Bnh Sn (Qung Ngi).  Sau  1  gi,  mt 
xe la khc i t Bnh Sn ra H Ni vi vn tc ln hn vn tc ca xe la 

th nht l 5  km/h.  Hai xe gp nhau ti mt ga  chnh gia qung  ng.  

Tm vn tc ca mi xe,  gi thit rng qung  ng H Ni   Bnh Sn 

di 900 km.  

66.   Cho tam gic ABC c BC = 16 cm,  ng 

cao AH = 1 2 cm.  Mt hnh ch nht 

MNPQ c nh M thuc cnh AB, nh N 

thuc cnh AC cn hai nh P v Q thuc 

cnh BC (h.  17).  Xc nh v tr ca im M 

trn cnh AB sao cho din tch ca hnh ch 

nht  bng 36 cm2.  Hnh 1 7 

A

B Q H P C

NM

K
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Ch ng  I I I  -  Gc vi   ng trn  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n ng sao 

1 .  Gc  tm.  S o cung 

Gc AOB c quan  h g   

vi  cung  AB ?  

1 .   Gc  tm 

nh ngha 

Gc c nh trng vi tm  ng trn  c gi l gc  tm.  

 Hai cnh ca gc  tm ct  ng trn ti hai im,  do  chia  ng 

trn thnh hai cung.  Vi cc gc   (0o  <    <  1 80o)  th cung nm bn 

trong gc  c gi l "cung nh"  v cung nm bn ngoi gc  c gi l 

"cung ln" .  

O

BA
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Cung AB  c k hiu l AB .   phn bit hai cung c chung cc mt l 

A v B nh   hnh 1 a),  ta k hiu :   AmB, AnB.  

AmB  l cung nh v AnB  l cung ln.  

Vi   =  1 80o  th mi cung l mt na  ng trn (h . 1 b).  

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1   

 Cung nm bn trong gc gi l cung b chn.    hnh 1 a),  AmB  l cung 

b chn bi gc  AOB, ta cn ni gc AOB chn  cung nh AmB.     

hnh 1b),  ta cng ni gc bt COD chn  na  ng trn.  

2.   S o cung 

nh ngha  

 S o ca cung nh bng s o ca gc  tm chn cung .  

 S o ca cung ln bng hiu gia 360o  v s o ca cung nh  (c 
chung hai mt vi cung ln) .  

 S o ca na  ng trn bng 1 80o.  

S o ca cung AB  c k hiu l s AB .   

V d.    hnh 2,  cung nh AmB c s o l 1 00o,  cung ln AnB c  

s o l 

sAnB  = 360o    1 00o  =  260o.  

  Ch   

  Cung nh c s o nh hn 1 80o  ;  

  Cung ln c s o ln hn 1 80o  ;  

  Khi hai mt ca cung trng nhau, ta c "cung khng" 

vi s o 0o  v cung c  ng trn c s o 360o.  

a)  0
o
 <    <  1 80

o
    b)    =  1 80

o
 

Hnh 2  

A
B

O

C

D

O

m

n

x  
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A
C

B

O

A

C

B

O
.

.

.

.

3.   So snh  hai  cung 

Ta ch so snh hai cung trong mt  ng trn hay trong hai  ng trn 
bng nhau.  Khi  :  

 Hai cung  c gi l bng nhau nu chng c s o bng nhau ;  

 Trong hai cung,  cung no c s o ln hn  c gi l cung ln hn.  

Hai cung AB v CD bng nhau  c k hiu l AB CD.=  

Cung EF nh hn cung GH  c k hiu l EF GH.<  Trong tr ng hp 

ny ta cng ni cung GH ln hn cung EF v k hiu l >GH EF.  

Hy v mt  ng trn ri v hai cung bng nhau.  

4.   Khi  no th  s AB  = s AC  + sCB  ? 

Cho C l mt im nm trn cung AB,  khi  ta ni :  im C chia  cung 
AB thnh hai cung AC v CB.  

 

 

 

 

 
 

nh l  

Nu C l mt im nm trn cung AB th :  

s AB  = s AC  + s CB .  

Hy chng minh ng thc s AB  =  s AC  +  s CB  trong tr ng hp 
im  C  nm trn cung nh AB (h.  3).  

Gi  :  Chuyn s o cung sang s o ca gc  tm chn cung .  

Bi  tp 

1.  Kim gi v kim pht ca ng h to thnh mt gc  tm c s o l 
bao nhiu  vo nhng thi im sau :  

a)  3  gi ;    b)  5  gi ;     c)  6  gi ;       d)  1 2 gi ;   e)  20 gi ?  

?1  

?2  

Hnh 4.  im C  nm trn cung ln AB  Hnh 3 .  im C  nm trn cung nh AB  
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2.   Cho hai  ng thng xy v st ct nhau ti O,  trong cc gc to thnh c  

gc 40o.  V mt  ng trn tm O.  Tnh s o ca cc gc  tm xc nh 
bi hai trong bn tia gc O.  

3.   Trn cc hnh 5,  6,  hy dng dng c o gc  tm s o cung AmB.  

T ,  tnh s o cung AnB t ng ng.  

 

 

 

 

 

 

Luyn tp  

4.   Xem hnh 7.  Tnh s o ca gc  tm AOB 
v s o cung ln AB.  

5.   Hai tip tuyn ca  ng trn (O) ti A v B 

ct nhau ti M.  Bit AMB  = 35o.  

a)  Tnh s o ca gc  tm to bi hai 
bn knh OA,  OB.  

b)  Tnh s o mi cung AB (cung ln v 
cung nh).  

6.   Cho tam gic u ABC.  Gi O l tm ca 
 ng trn i qua ba nh A, B,  C.  

a)  Tnh s o cc gc  tm to bi hai 
trong ba bn knh OA,  OB,  OC.  

b) Tnh s o cc cung to bi hai trong ba 
im A, B, C.  

7.   Cho hai  ng trn cng tm O vi bn knh 

khc nhau.  Hai  ng thng i qua O ct hai 

 ng trn  ti cc im A, B,  C,  D,  M, 

N, P,  Q (h.  8).  

Hnh 5 Hnh 6

.

n

m

A
B

O

.
.

.

A

B

O

m

n

.

.

Hnh 7 

A

TO

B

x

x

Hnh 8 

M

N

C
D

Q
P

O

B
A
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a)  Em c nhn xt g v s o ca cc cung nh AM, CP,  BN,  DQ ?  

b)  Hy nu tn cc cung nh bng nhau.  

c)  Hy nu tn hai cung ln bng nhau.  

8.   Mi khng nh sau y ng hay sai ?  V sao ? 

a)  Hai cung bng nhau th c s o bng nhau.  

b)  Hai cung c s o bng nhau th bng nhau.  

c)  Trong hai cung,  cung no c s o ln hn l cung ln hn.  

d)  Trong hai cung trn mt  ng trn,  cung no c s o nh hn th 
nh hn.  

9.   Trn  ng trn tm O ly ba im A, B,  C sao cho AOB  = 100o,  

s oAC 45= .  Tnh s o ca cung nh BC v cung ln BC.  (Xt c hai 
tr ng hp :  im C nm trn cung nh AB, im C nm trn cung ln AB).  

2.  Lin h gia cung v dy 

Chuyn  vic so snh  hai  cung  sang  vic 
so snh  hai  dy v ng c li  

 

Ng i ta dng cm t "cung cng dy"  hoc 

"dy cng cung"   ch mi lin h gia cung 

v dy c chung hai mt.  

Trong mt  ng trn,  mi dy cng hai 

cung phn bit.  Vi hai nh l d i y,  ta 

ch xt nhng cung nh.  

 

Hnh 9.  Dy AB  cng hai 
cung AmB  v AnB.  

.O
A

Bm

n
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1 .   nh  l  1   

Vi hai cung nh trong mt  ng trn hay trong hai  ng trn 
bng nhau :  

a)  Hai cung bng nhau cng hai dy bng nhau.  

b)  Hai dy bng nhau cng hai cung bng nhau.  

C th,  vi hnh 10,  ta c gi thit v kt lun ca nh l 1  nh  sau :  

a)  AB  = CD   AB = CD ;  

b)  AB = CD  AB  = CD .  

Hy chng minh nh l trn.  

H ng dn.  Chng minh hai tam gic OAB v 
OCD bng nhau (h.  1 0).  

2.   nh  l  2  

Vi hai cung nh trong mt  ng trn hay trong hai  ng trn 
bng nhau :  

a)  Cung ln hn cng dy ln hn.  

b)  Dy ln hn cng cung ln hn.  

Xem hnh 1 1 .  

Hy vit gi thit v kt lun ca nh l.  

(Khng yu cu hc sinh chng minh nh l ny).  

Bi  tp 

10.   a)  V  ng trn tm O, bn knh R = 2 cm.  

Nu cch v cung AB c s o bng 60o.  Hi 

dy AB di bao nhiu xentimt ?  

b)  Lm th no  chia  c  ng trn 

thnh su cung bng nhau nh  trn hnh 1 2.  

 ?1  

?2  

Hnh 1 2  

.

A

B

O

x

x

x

x

x

x

Hnh 1 1  

A B

C

D

O

Hnh 1 0 

D

C

B
A

O
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11.   Cho hai  ng trn bng nhau (O) v (O')  ct nhau ti hai im A v B.  K 

cc  ng knh AOC, AO'D.  Gi E l giao im th hai ca AC vi  ng 

trn (O').  

a)  So snh cc cung nh BC,  BD.  
b)  Chng minh rng B l im chnh gia  ca cung EBD (tc l im B 

chia cung EBD thnh hai cung bng nhau :  BE BD).=  

12.   Cho tam gic ABC.  Trn tia i ca tia AB ly mt im D sao cho AD = AC.  
V  ng trn tm O ngoi tip tam gic DBC.  T O ln l t h cc  ng 

vung gc OH, OK vi BC v BD (H   BC, K   BD).  

a)  Chng minh rng OH > OK.       

b)  So snh hai cung nh BD v BC.  

13.   Chng minh rng trong mt  ng trn,  hai cung b chn gia hai dy  
song song th bng nhau.  

14.   a)  Chng minh rng  ng knh i qua im chnh gia ca mt cung th i 

qua trung im ca dy cng cung y.  Mnh  o c ng khng ?  Hy 

nu thm iu kin  mnh  o ng.  

b)  Chng minh rng  ng knh i qua im chnh gia ca mt cung th 

vung gc vi dy cng cung y v ng c li.  

3.  Gc ni  tip 

S o ca gc BAC c quan  h g   

vi  s o ca cung  BC ?  

1 .   nh  ngha 

Gc ni tip l gc c nh nm trn  ng trn v hai cnh cha hai 
dy cung ca  ng trn .  

Cung nm bn trong gc  c gi l cung b chn.  

C 

A

B

O
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 hnh 1 3a)  cung b chn l cung nh BC ;   hnh 1 3b)  cung b chn l 

cung ln BC.  

 

 

 

 

 

 

 

V sao cc gc  hnh 14 v hnh 15 khng phi l gc ni tip ?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Bng dng c,  hy so snh s o ca gc ni tip BAC  vi s o ca 

cung b chn BC  trong mi hnh 1 6,  1 7,  1 8 d i y.  

2.   nh  l  

Trong mt  ng trn,  s o ca gc ni tip bng na s o 
ca cung b chn.  

?1  

?2  

Hnh 1 3.  BAC  l gc ni tip.  

. .

A

B C

O

A

B

C

O

   

a)
b)

Hnh 1 5

..O
O

a) b)

Hnh 1 4

O

O
. .

O

a) b) c)

.
O

d)
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Chng minh.  Ta phn bit ba tr ng hp :  

  Tm  ng trn nm trn mt cnh ca gc.  

  Tm  ng trn nm bn trong gc.  

  Tm  ng trn nm bn ngoi gc.  

a)  Tm O  nm trn mt cnh ca gc  BAC (h.  1 6).  

p dng nh l v gc ngoi ca tam gic vo tam 
gic cn OAC,  ta c 

     
1

BAC BOC
2

= ,  

nh ng gc  tm BOC  chn cung nh BC.  Vy 

1
BAC

2
=  sBC .  

b)  Tm O  nm bn trong gc  BAC (h.  1 7).  

Ta v  ng knh AD v  a v tr ng hp a).  

V O nm bn trong gc BAC nn tia AO nm gia 
hai tia AB v AC,  im D nm trn cung BC,  ta c 
cc h thc 

BAD DAC BAC,+ =  

     sBD sDC sBC.+ =  

Theo tr ng hp a)  v cn c vo hai h thc trn,  
ta  c 

1
BAD sBD

2
=  

1
DAC sDC

2
=  


=

1
BAC sBC.

2
 

c)  Tm O  nm bn ngoi gc BAC (h.  1 8).  

Hc sinh t chng minh,  xem nh  bi tp.  

3.   H qu 

Trong mt  ng trn :  

a)  Cc gc ni tip bng nhau chn cc cung bng nhau.  

+

Hnh 1 6 

B

O

C
A

Hnh 1 8 

B

C

O

A

.

Hnh 1 7 

A

OB

D

C
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b)  Cc gc ni tip cng chn mt cung hoc chn cc cung bng nhau 
th bng nhau.  

c)  Gc ni tip (nh hn hoc bng 90o)  c s o bng na s o ca gc 
 tm cng chn mt cung.  

d)  Gc ni tip chn na  ng trn l gc vung.  

Hy v hnh minh ho cc tnh cht trn.  

Bi  tp 

15.  Cc khng nh sau y ng hay sai ?  

a)  Trong mt  ng trn, cc gc ni tip 
cng chn mt cung th bng nhau.  

b)  Trong mt  ng trn, cc gc ni tip 
bng nhau th cng chn mt cung.  

16.   Xem hnh 19 (hai  ng trn c tm l  
B,  C v im B nm trn  ng trn  
tm C).  

a)  Bit oMAN 30 ,=  tnh PCQ.  

b)  Nu oPCQ 136=  th MAN  c s o 

l bao nhiu ?  

17.   Mun xc nh tm ca mt  ng trn 
m ch dng ke th phi lm nh  th no ? 

18.   Mt hun luyn vin cho cu th tp st 
bng vo cu mn PQ.  Bng  c t  
cc v tr A, B, C trn mt cung trn nh  
hnh 20.  

Hy so snh cc gc PAQ,  PBQ,  PCQ .  

Luyn tp 

19.   Cho  ng trn tm O,  ng knh AB v S l mt im nm bn ngoi 

 ng trn.  SA v SB ln l t ct  ng trn ti M, N.  Gi H l giao im 

ca BM v AN.  Chng minh rng SH vung gc vi AB.  

?3  

Hnh 1 9 

A

M

P

C

Q

N

B

Hnh 20 

CB

A

P Q



 76 

20.   Cho hai  ng trn (O)  v (O')  ct nhau ti A v B.  V cc  ng knh  

AC v AD ca hai  ng trn.  Chng minh rng ba im C,  B,  D  

thng hng.  

21.   Cho hai  ng trn bng nhau (O) v (O')  ct nhau ti A v B.  V  ng 

thng qua A ct (O)  ti M v ct (O')  ti  N (A nm gia M v N).  Hi 

MBN l tam gic g ?  Ti sao ?  

22.   Trn  ng trn (O)  ng knh AB, ly im M (khc A v B).  V tip 

tuyn ca (O) ti A.   ng thng BM ct tip tuyn  ti C.  Chng minh 

rng ta lun c :  

MA2  =  MB .  MC.  

23.   Cho  ng trn (O) v mt im M c nh khng nm trn  ng trn.  

Qua M k hai  ng thng.   ng thng th nht ct (O) ti A v B.   ng 

thng th hai ct (O)  ti C v D.  Chng minh MA.MB = MC.MD.  

H ng dn.  Xt c hai tr ng hp im M nm bn trong v bn ngoi 

 ng trn.  Trong mi tr ng hp,  xt hai tam gic ng dng.  

24.   Mt chic cu  c thit k nh  

hnh 21  c  di AB = 40 m, chiu 

cao MK = 3  m.  Hy tnh bn knh 

ca  ng trn cha cung AMB.  

25.   Dng mt tam gic vung, bit 

cnh huyn di 4 cm v mt cnh 

gc vung di 2,5  cm.  

26.   Cho AB, BC, CA l ba dy ca 

 ng trn (O).  T im chnh 

gia M ca cung AB v dy MN song song vi dy BC.  Gi giao im ca 

MN v AC l S.  Chng minh SM = SC v SN = SA.  

 

 

Hnh 21
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4.  Gc to bi  tia  tip tuyn v dy cung 

S o ca gc BAx c quan  h g   vi  

s o ca cung  AmB ?  

1 .   Khi  nim gc to bi  tia tip tuyn  
v dy cung 

  hnh 22,  xy l tip tuyn ca  ng trn 
(O)  ti A,  tip im A l gc chung ca hai 
tia i nhau.  Mi tia  l mt tia tip 
tuyn.  Gc BAx c nh A nm trn  ng 
trn,  cnh Ax l mt tia tip tuyn cn cnh 
kia cha dy cung AB.  

Ta gi mt gc nh  vy l gc to bi tia 
tip tuyn v dy cung.  

 Dy AB cng hai cung.  Cung nm bn trong gc l cung b chn.   hnh 22,  

gc BAx c cung b chn l cung nh AB,  gc BAy c cung b chn l 

cung ln AB.  

Hy gii thch v sao cc gc  cc hnh 23,  24,  25,  26 khng phi l gc 
to bi tia tip tuyn v dy cung.  

 

 

 

 

       Hnh 23        Hnh 24     Hnh 25   Hnh 26        

a) Hy v gc BAx to bi tia tip tuyn v dy cung trong ba tr ng hp sau : 

oBAx 30= ,  oBAx 90 ,=  oBAx 120 .=  

b)  Trong mi tr ng hp  cu a),  hy cho bit s o ca cung b chn.  

?1  

?2  

Hnh 22 .  BAx  (hoc BAy )  l  

gc to bi tia tip tuyn 
v dy cung 

O

A
B

y 

x

.

O

.

O
.

O
.

O

x 

A O

B m
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2.   nh  l  

S o ca gc to bi tia tip tuyn v dy cung bng na s o 
ca cung b chn.  

Chng minh 

 chng minh nh l ny ta xt ba tr ng hp :  

  Tm  ng trn nm trn cnh cha dy cung.  

  Tm  ng trn nm bn ngoi gc.  

  Tm  ng trn nm bn trong gc.  

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 27 

a)  Tm O  nm trn cnh cha dy cung  AB (h.  27a).  

Ta c :      oBAx 90 ,=  

    s oAB 180 .=  

    Vy  1
BAx sAB.

2
=  

b)  Tm  O nm bn ngoi BAx  (h.  27b).  

V  ng cao OH ca tam gic cn OAB,  ta c :  


1BAx O= (hai gc ny cng ph vi OAB ).  

Nh ng 
1

1
O AOB

2
=  (OH l tia phn gic  ca AOB ) ,  

suy ra  1BAx AOB
2

= .  Mt khc AOB  =  sAmB ,  

vy BAx  =  
1

2
sAmB .  

c)  Tm  O nm bn trong BAx  (h.  27c).  

Hc sinh t chng minh,  coi nh  bi tp.  

..

B

A

O

C

O 

1 B

A

B
O

Ax x x

a) b) c)

H m 
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Hy so snh s o ca  BAx ,  ACB  vi s o 

ca cung  AmB (h.  28).  

3.   H qu  

Trong mt  ng trn,  gc to bi tia tip 

tuyn v dy cung v gc ni tip cng chn 

mt cung th bng nhau.  

Bi  tp 

27.   Cho  ng trn tm O,  ng knh AB.  Ly im P khc A v B trn  
 ng trn.  Gi T l giao im ca AP vi tip tuyn ti B ca  ng trn.  
Chng minh 

    APO PBT= .  

28.   Cho hai  ng trn (O) v (O')  ct nhau ti A v B.  Tip tuyn ti A ca 
 ng trn (O')  ct  ng trn (O) ti im th hai P.  Tia PB ct  ng trn 
(O')  ti Q.  Chng minh  ng thng AQ song song vi tip tuyn ti P ca 
 ng trn (O).  

29.   Cho hai  ng trn (O) v (O')  ct nhau ti A v B.  Tip tuyn k t A i 
vi  ng trn (O')  ct (O) ti C v i vi  ng trn (O) ct (O')  ti D.  

Chng minh CBA DBA= .  

30.   Chng minh nh l o ca nh l v gc to bi 
tia tip tuyn v dy cung, c th l :  

Nu gc BAx (vi nh A nm trn  ng trn, mt 

cnh cha dy cung AB), c s o bng na s o 

ca cung AB cng dy  v cung ny nm bn 

trong gc  th cnh Ax l mt tia tip tuyn ca 

 ng trn (h.  29).  

Gi .  C th chng minh trc tip hoc chng minh bng phn chng.  

Luyn tp 

31.   Cho  ng trn (O ;  R) v dy cung BC = R.  Hai tip tuyn ca  ng trn 

(O) ti B,  C ct nhau  A.  Tnh ABC, BAC .  

?3  

Hnh 28 

A

C

B

xy

m

O

Hnh 29 

BO.

A x
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32.   Cho  ng trn tm O  ng knh AB.  Mt tip tuyn ca  ng trn ti P 
ct  ng thng AB ti T (im B nm gia O v T).  

Chng minh oBTP 2.TPB 90+ = .  

33.   Cho A, B,  C l ba im trn mt  ng trn.  At l tip tuyn ca  ng  
trn ti A.   ng thng song song vi At ct AB ti M v ct AC ti N.  
Chng minh AB .  AM = AC .  AN.  

34.   Cho  ng trn (O) v im M nm bn ngoi  ng trn .  Qua im M 
k tip tuyn MT v ct tuyn MAB.  

Chng minh MT2  =  MA .  MB.  

35.   Trn b bin c mt ngn hi ng cao 40 m. Vi 
khong cch bao nhiu kilmt th ng i quan st trn 
tu bt u trng thy ngn n ny, bit rng mt 
ng i quan st   cao 10 m so vi mc n c bin v 
bn knh Tri t gn bng 6 400 km (h.  30) ? 

H ng dn.  p dng kt qu ca bi tp 34.  

5.  Gc c nh  bn trong  ng trn.  
Gc c nh  bn ngoi   ng trn 

S o ca gc E  v s o 
ca gc DFB c quan  h g   
vi  s o ca cc cung  AmC 
v BnD ?  

 

1 .   Gc c nh   bn  trong  ng trn  

Trong hnh 31 ,  gc BEC c nh E nm bn trong 
 ng trn (O)   c gi l gc c nh  bn trong 
 ng trn.  

Ta quy c rng mi gc c nh  bn trong  ng 
trn chn hai cung,  mt cung nm bn trong gc v 
cung kia nm bn trong gc i nh ca n.  Trn 

hnh 31 , hai cung b chn ca gc BEC l BnC  v AmD .  

Hnh 30 

Hnh 31  

.

B C

O

E

A

D
m

n

E

A

C
O 

D

B

F

m

n
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nh l  

S o ca gc c nh  bn trong  ng trn bng na tng s 

o hai cung b chn.  

Hy chng minh nh l trn.  

Gi .  Xem hnh 32.  S dng gc ngoi 
ca tam gic,  chng minh :  

   BEC  
 

+
=

sBnC sAmD .
2

 

 

2.   Gc c nh   bn  ngoi   ng trn  

Cc gc trn cc hnh 33 ,  34,  35  c c im chung l :  nh nm ngoi 

 ng trn,  cc cnh u c im chung vi  ng trn.  Mi gc  

 c gi l gc c nh  bn ngoi  ng trn.  Mi gc c nh  bn 

ngoi  ng trn c hai cung b chn.   l hai cung nm bn trong gc.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

nh l  

S o ca gc c nh  bn ngoi  ng trn bng na hiu s 
o hai cung b chn.  

Hnh 33.  Gc BEC  c   

hai cnh ct  ng trn,  

hai cung b chn l  hai cung 

nh AD  v BC.  

Hnh 34.  Gc BEC  c  mt cnh

l tip tuyn ti C  v cnh kia 

l ct tuyn,  hai cung b chn 

l hai cung nh AC  v CB  

Hnh 35.  Gc BEC c hai 

cnh l hai tip tuyn 

ti B  v C,  hai cung 

b chn l cung nh BC  

v cung ln BC  

.

C
E

B

O

.O

C

E

A

B

.

E
D

A
O

C

B

?1  

Hnh 32  

.

B

C

D
Am

n

E

O
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Hy chng minh nh l trn.  

Gi .  S dng gc ngoi ca tam gic trong ba tr ng hp  hnh 36,  37,  
38  (cc cung nu ra d i hnh l nhng cung b chn).  

 

 

 

 

 

 

Bi  tp 

36.   Cho  ng trn (O) v hai dy AB, AC.  Gi M, N ln l t l im chnh 

gia ca AB v AC .   ng thng MN ct dy AB ti E v ct dy AC  

ti H.  Chng minh tam gic AEH l tam gic cn.  

37.   Cho  ng trn (O) v hai dy AB, AC bng nhau.  Trn cung nh AC ly 

mt im M.  Gi S l giao im ca AM v BC.  Chng minh ASC MCA= .  

38.   Trn mt  ng trn,  ly lin tip ba cung AC,  CD,  DB sao cho  

sAC= sCD = sDB = 60o.  Hai  ng thng AC v BD ct nhau ti E.   

Hai tip tuyn ca  ng trn ti B v C ct nhau ti T.  Chng minh rng :  

a)  AEB BTC=  ;  

b)  CD l tia phn gic caBCT .  

Hnh 36 

 BEC
 s BC sAD

2



=  

Hnh 37 

 s BC sCA
BEC

2



=  

Hnh 38 

 s AmC sAnC
AEC

2



=  

?2 

.

A

O

C

E
m

n.

EA

D

B
O  

C

.B
O

A
E

C
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B

M

N

P

A    

Luyn tp 

39.  Cho AB v CD l hai  ng knh vung gc ca  ng trn (O).  Trn cung 
nh BD ly mt im M.  Tip tuyn ti M ct tia AB  E,  on thng CM 
ct AB  S.  Chng minh ES = EM.  

40.  Qua im S nm bn ngoi  ng trn (O),  v tip tuyn SA v ct  
tuyn SBC ca  ng trn.  Tia phn gic ca gc BAC ct dy BC ti D.  

Chng minh SA = SD.  

41.  Qua im A nm bn ngoi  ng trn (O) v hai ct tuyn ABC v AMN 
sao cho hai  ng thng BN v CM ct nhau ti mt im S nm bn trong 
 ng trn.   

Chng minh  

    A BSM 2.CMN+ = .  

42.  Cho tam gic ABC ni tip  ng trn.  P,  Q,  R theo th t l cc im chnh 
gia ca cc cung b chn BC, CA, AB bi cc gc A, B,  C.  

a)  Chng minh AP   QR.  
b)  AP ct CR ti I.  Chng minh tam gic CPI l tam gic cn.  

43.  Cho  ng trn (O) v hai dy cung song song AB, CD (A v C nm trong 
cng mt na mt phng b BD) ;  AD ct BC ti I.   

Chng minh  AOC AIC.=  

6.  Cung cha gc 

 

 

 

 
 

1 .   Bi  ton  qu tch  "cung  cha gc" 

1)  Bi ton.  Cho on thng AB v gc  (0o  <    <  1 80o).  Tm qu tch 

(tp hp)  cc im M tho mn AMB =  .  (Ta cng ni qu tch cc 
im M nhn on thng AB cho tr c d i gc ).  

Liu  ba im M,  N,  P c cng 
thuc mt cung  trn   cng dy 
AB hay khng  ?  
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Cho on thng CD.  

a)  V ba  im 1 2 3N , N , N  sao cho  o
1 2 3CN D CN D CN D 90 .= = =  

b)  Chng minh rng cc im 1 2 3N , N , N  nm 

trn  ng trn  ng knh  CD.  

V mt gc trn ba cng (chng hn, gc 75o).  Ct 
ra,  ta  c mt mu hnh nh  phn gch cho   
hnh 39.  ng hai chic inh A, B cch nhau 3 cm 
trn mt tm g phng.  

Dch chuyn tm ba trong khe h sao cho hai cnh 

ca gc lun dnh st vo hai chic inh A,  B.  

nh du cc v tr M1 ,  M2,  M3 ,  . . . ,  M10  ca 

nh gc  ( 1 2 10
. . .AM B AM B AM B= = =  =  75o).  

Qua thc hnh,  hy d on qu o chuyn ng ca im  M.  

Theo d on trn,  ta s chng minh qu tch cn tm l hai cung trn.  

Chng minh  

a)  Phn thun (h.  40).  

Tr c ht,  ta hy xt mt na mt phng c b l  ng thng AB.  

Gi s M l im tho mn AMB =   v nm trong na mt phng ang 

xt.  Xt cung AmB i qua ba im A,  M,  B.   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ta s chng minh tm O ca  ng trn cha cung  l mt im c 

nh (khng ph thuc M).  Thc vy,  trong na mt phng b AB khng 

cha M,  k tia tip tuyn Ax ca  ng trn i qua ba im A,  M,  B th 

gc to bi Ax v AB bng ,  do  tia Ax c nh.  Tm O phi nm 

?1  

?2  

Hnh 39 

M

A B

2

M4

M3

M1 0

M1

M8

75
o

.

.

.

.

.

.

a)  b)

Hnh 40 

m





. O

A B

M

x

d

y

H





.O

A B

M

x

d
y

m
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trn  ng thng Ay vung gc vi Ax ti A.  Mt khc,  O phi nm 

trn  ng trung trc d ca on AB.  T  giao im O ca d v Ay l 

im c nh,  khng ph thuc M (v 0o  <    <  1 80o  nn Ay khng 

vung gc vi AB v do  Ay lun ct d ti  ng mt im).  Vy M 

thuc cung trn AmB c nh.  

b)  Phn o.  Ly M'  l mt im thuc cung AmB (h.  41 ),  ta phi 

chng minhAM ' B =  .  Tht vy, v AM ' B l gc ni tip, xAB l gc to 

bi tia tip tuyn v dy cung,  hai gc ny cng chn cung AnB nn 

AM ' B  =  xAB =  .  

 
 

 

 

 

 

 

 

 Hnh 41        Hnh 42  

T ng t,  trn na mt phng i ca na mt phng ang xt,  ta cn c 
cung Am'B i xng vi cung AmB qua AB cng c tnh cht nh   
AmB  (h.  42).  

Mi cung trn  c gi l mt cung cha gc   dng trn on thng 

AB,  tc l cung m vi mi im M thuc cung ,  ta u c AMB =  .  

c)  Kt lun.  Vi on thng AB v gc   (0o  <    <  1 80o)  cho tr c th 

qu tch cc im  M tho mn  AMB  =    l hai cung cha gc   dng 
trn on AB.  

 Ch   

 Hai cung cha gc   ni trn l hai cung trn i xng vi nhau qua AB.  

 Hai im A,  B  c coi l thuc qu tch.  

 Khi   =  90o  th hai cung AmB v Am'B l hai na  ng trn  ng 
knh AB.  Nh  vy ta c :  Qu tch cc im nhn on thng AB  cho 
tr c d i mt gc vung l  ng trn   ng knh  AB.  

.

m

O

A B

M'

x

n

.

.

m
M

m'

B

M'

A

O

O'
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 Trong hnh 41 ,  AmB  l cung cha gc   th AnB  l cung cha gc 

1 80o    .  

2)  Cch v cung cha gc  (Xem hnh 40a,  b).  

  V  ng trung trc d ca on thng AB.  

  V tia Ax to vi AB gc .  

  V  ng thng  Ay vung gc vi Ax.  Gi O l giao im ca Ay vi d.  

  V cung AmB,  tm O,  bn knh OA sao cho cung ny nm  na mt 

phng b AB khng cha tia Ax.   

AmB   c v nh  trn l mt cung cha gc .  

2.   Cch  gii  bi  ton  qu tch  

Mun chng minh  qu tch (tp hp)  cc im M tho mn tnh cht T l 

mt hnh H  no ,  ta phi chng minh hai phn :  

Phn thun :  Mi im c tnh cht T u thuc hnh H.  

Phn o :  Mi im thuc hnh H  u c tnh cht T.  

Kt lun :  Qu tch (hay tp hp)  cc im M c tnh cht T l hnh H.  

(Thng th ng vi bi ton "Tm qu tch. . . "  ta nn d on hnh H  tr c 
khi chng minh).  

Bi  tp 

44.  Cho tam gic ABC vung  A, c cnh BC c nh.  Gi I l giao im ca 

ba  ng phn gic trong.  Tm qu tch im I khi A thay i.  

45.  Cho cc hnh thoi ABCD c cnh AB c nh.  Tm qu tch giao im O ca 

hai  ng cho ca cc hnh thoi .  

46.  Dng mt cung cha gc 55o  trn on thng AB = 3  cm.  

47.  Gi cung cha gc 55o   bi tp 46 lAmB . Ly im M1  nm bn trong v 

im M2  nm bn ngoi  ng trn cha cung ny sao cho M1 ,  M2  v cung 

AmB nm cng mt pha i vi  ng thng AB.  Chng minh rng :  

a)  o
1AM B 55>  ;    b) o

2AM B 55< .  
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Luyn tp 

48.  Cho hai im A, B c nh.  T A v cc tip tuyn vi cc  ng trn tm B 
c bn knh khng ln hn AB.  Tm qu tch cc tip im.  

49.  Dng tam gic ABC, bit BC = 6 cm, oA 40= v  ng cao AH = 4 cm.  

50.  Cho  ng trn  ng knh AB c nh, M l mt im chy trn  ng trn.  
Trn tia i ca tia MA ly im I sao cho MI = 2MB.  

a)  Chng minh AIB  khng i.         

b)  Tm tp hp cc im I ni trn.  

51.  Cho I,  O ln l t l tm  ng trn ni tip,  tm  ng trn ngoi tip tam 

gic ABC vi oA 60= .  Gi H l giao im ca cc  ng cao BB' v CC'.  

Chng minh cc im B,  C,  O,  H,  I cng thuc mt  ng trn.  

52.  "Gc st"  ca qu pht n 1 1  mt l bao nhiu  ?  Bit rng chiu rng 
cu mn l 7,32 m.  Hy ch ra hai v tr khc trn sn c cng "gc st"  nh  
qu pht n 1 1  mt.  

7.  T gic ni  tip 

Ta lun  v  c mt  ng  trn  i  qua cc nh  ca mt 
tam g ic.  Phi  chng  ta cng  lm  c nh  vy i  vi  
mt t g ic ?  

1 .   Khi  nim t gic ni  tip 

a)  V mt  ng trn tm  O  ri v mt t gic c tt c cc nh nm 
trn  ng trn .  

b)  V mt  ng trn tm I  ri v mt t gic c ba nh nm trn  ng 
trn  cn nh th t  th khng.  

nh ngha.  Mt t gic c bn nh nm trn mt  ng trn  c 
gi l t gic ni tip  ng trn (gi tt l t gic ni tip).  

V d.  T gic ABCD l t gic ni tip (h.  43).  T gic MNPQ khng l 
t gic ni tip (h.  44).  

?1  
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 hnh 44,  khng th c mt  ng trn no i qua c bn nh M, N, P,  Q.  

 

 

 

 

 
 
 

 

2.   nh  l  

Trong mt t gic ni tip,  tng s o hai gc i nhau bng 180o.  

Xem hnh 45.  Hy chng minh nh l trn.  

H ng dn.  Cng s o ca hai cung cng cng 

mt dy.  

3.   nh  l  o  

Nu mt t gic c tng s o hai gc i nhau bng  1 80o  th t 
gic  ni tip  c  ng trn.  

Chng minh  

Gi s t gic ABCD c oB D 180 .+ =  

Ta v  ng trn tm O qua A, B,  C (bao gi cng 
v  c  ng trn nh  vy v ba im A, B,  C 
khng thng hng).  Hai im A v C chia  ng 
trn (O) thnh hai cung ABC v AmC, trong  
AmC  l cung cha gc ( o180 B )  dng trn on 
thng AC.  Mt khc,  t gi thit suy ra 

oD 180 B=  .  Vy im D nm trn cung AmC 
ni trn.  Tc l t gic ABCD c c bn nh nm 
trn  ng trn (O) (h.  46).  

?2 

Hnh 46 

.

B

A

O
C

D

m

Hnh 43          Hnh 44   

.

B

A O

C

D

..

M

Q

P

I I

N

M

a) b)

Q

P

N

Hnh 45 

A

O
B

D

C

.
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Bi  tp 

53.  Bit ABCD l t gic ni tip. Hy in vo  trng trong bng sau (nu c th) :  

Tr ng hp 

     Gc 
1 )  2)  3)  4)  5)  6)  

A  80
o   60o    95o 

B  70
o    40o  65o   

C   1 05
o    74o   

D   75
o     98o  

54.  T gic ABCD c   oABC ADC 180+ = .  Chng minh rng cc  ng 

trung trc ca AC, BD, AB cng i qua mt im.  

55.  Cho ABCD l mt t gic ni tip  ng trn tm M, bit  oDAB 80= ,  


=

oDAM 30 , oBMC 70= .  

Hy tnh s o cc gc MAB,BCM,AMB,DMC,AMD,MCD  v BCD.  

Luyn tp 

56.  Xem hnh 47.  Hy tm s o cc gc ca t gic ABCD.  

 
 

 

 

 

 

 

 

Hnh 47 

57.  Trong cc hnh sau, hnh no ni tip  c trong mt  ng trn :  

Hnh bnh hnh,  hnh ch nht,  hnh vung,  hnh thang,  hnh thang 
vung,  hnh thang cn ?  V sao ?  

20
o

40
o

E  

B

A

O

C

D

F

.
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58.  Cho tam gic u ABC.  Trn na mt phng b BC khng cha nh A, ly 

im D sao cho DB = DC v 
1

DCB ACB
2

= .  

a)  Chng minh ABDC l t gic ni tip.  

b)  Xc nh tm ca  ng trn i qua 

bn im A,  B,  D,  C.  

59.  Cho hnh bnh hnh ABCD.   ng trn 

i qua ba nh A, B,  C ct  ng thng 

CD ti P khc C.  Chng minh AP = AD.  

60.  Xem hnh 48.  Chng minh QR // ST.  

H ng dn.  Xt cp gc so le trong 

PST, SRQ .  

 

 

8.   ng trn ngoi  tip.  

  ng trn  ni  tip 

Ta  bit,  vi  bt k tam gic no cng  c mt  ng  

trn  ngoi  tip v mt  ng  trn  ni  tip.  

Cn  vi  a g ic th sao ?  

1 .   nh  ngha 

Xem hnh 49.  Ta ni  ng trn (O ;  R)  

l  ng trn ngoi tip hnh vung 

ABCD v ABCD l hnh vung ni tip 

 ng trn (O ;  R).  

 ng trn (O ;  r)  l  ng trn ni 

tip hnh vung ABCD v ABCD l 

hnh vung ngoi tip  ng trn (O ;  r).  

Hnh 49.  Hai  ng trn ng tm 

(O ;  R)  v  (O ;  r)  vi 
R 2 .r
2

=  

A B

CD

O
R

r

Hnh 48 

Q

S

T
P

I
R
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nh ngha 

1 )   ng trn i qua tt c cc nh ca mt a gic  c gi l 

 ng trn  ngoi tip  a gic v a gic  c gi l a gic ni 

tip   ng trn.  

2 )   ng trn tip xc vi tt c cc cnh ca mt a gic  c gi 

l  ng trn  ni tip  a gic v a gic  c gi l a gic  ngoi 

tip   ng trn.  

 

a) V  ng trn tm O  bn knh R = 2 cm.  

b)  V mt lc gic u ABCDEF c tt c cc nh nm trn  ng trn (O).  

c)  V sao tm O  cch u cc cnh ca lc gic u ?  Gi khong cch 

ny l  r.  

d)  V  ng trn (O ;  r) .  

2.   nh  l  

Bt k a gic u no cng c mt v ch mt  ng trn ngoi 

tip,  c mt v ch mt  ng trn ni tip.  

(Khng yu cu hc sinh chng minh nh l ny).  

Trong a gic u,  tm ca  ng trn ngoi tip trng vi tm ca 

 ng trn ni tip v  c gi l tm ca a gic u.  

 

Bi  tp 

61.  a) V  ng trn tm O, bn knh 2 cm.  

b)  V hnh vung ni tip  ng trn (O)   cu a).  

c) Tnh bn knh r ca  ng trn ni tip hnh vung  cu b) ri v  ng 
trn (O ;  r).  

62.  a) V tam gic u ABC cnh a = 3  cm.  

b)  V tip  ng trn (O ;  R)  ngoi tip tam gic u ABC.  Tnh R.  

c)  V tip  ng trn (O ;  r)  ni tip tam gic u ABC.  Tnh r.  

d)  V tip tam gic u IJK ngoi tip  ng trn (O ;  R).  

? 
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63.  V hnh lc gic u,  hnh vung,  tam gic u cng ni tip  ng trn 
(O ;  R) ri tnh cnh ca cc hnh  theo R.  

64.  Trn  ng trn bn knh R ln l t t theo cng mt chiu, k t im A, 

ba cung AB, BC, CD sao cho s oAB 60 ,= s oBC 90=  v s oCD 120= .  

a)  T gic ABCD l hnh g ?  

b)  Chng minh rng hai  ng cho ca t gic ABCD vung gc vi nhau.  

c)  Tnh  di cc cnh ca t gic ABCD theo R.  

9.   di   ng trn,  cung trn  

Ni  :  " di   ng  trn  bng  ba ln   ng  knh  
ca n"  th   ng  hay sai  ?  

1 .   Cng thc tnh   di   ng  trn  

" di  ng trn"  (cn gi l "chu vi hnh trn")  c k hiu l C.  

 di C ca mt  ng trn bn knh R (h.  50)  c tnh theo cng thc 

C = 2R.  

Nu gi d l  ng knh  ng trn (d = 2R) th  

C = d.  

  (c l "pi")  l k hiu ca mt s v t m gi 

tr gn ng th ng  c ly l     3 ,14.  

Em hy tm li s   bng cch sau :  

Vt liu :  Tm ba,  ko,  compa,  th c c chia 
khong,  si ch.  

a)  V trn ba nm  ng trn tm  1 2 3 4 5O , O , O , O , O  c bn knh  

khc nhau.  

b)  Ct ra thnh nm hnh trn.  

c)  o chu vi nm hnh trn  bng si ch (cng chnh xc cng tt).  

?1  

Hnh 50 

O

R

d

.
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d)  in vo bng sau (n v  di :  cm)  :  

 ng trn 1(O ) 2(O ) 3(O ) 4(O )  5(O )  

 ng knh  d      

 di C ca  ng trn       

C

d
      

e)  Nu nhn xt.  

2.   Cng  thc tnh   di  cung  trn  

Hy in biu thc thch hp vo cc ch trng (. . . )  
trong dy lp lun sau :  

 ng trn bn knh R  (ng vi cung o
360 )  c   

di l . . . .  

Vy cung o
1 ,  bn knh R  c  di l 

2 R
...

360



= .  

Suy ra cung o
n ,  bn knh R  c  di l . . .  

 Trn  ng trn bn knh R,   di l ca mt cung o
n  (h.51 )   c tnh 

theo cng thc :  

     
Rn .

180



=l  

 
 

C th em ch a bit ? 

 

?2 

Hnh 51  

l

O
R

n
o

Ai  Cp 
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 S 

  T my nghn  nm tr c Cng  nguyn,  con  ng i   thy rng  g ia  di  
 ng  trn  v  ng  knh  ca n c mt ci  g    rng  buc,  khng  i  v qua 
nhiu  ln  kim nghim trong  thc t,  ng i  x a  thy  ng  trn  di  gp 
khong  ba ln   ng  knh  ca n.  

Nm 1 736,  -le  dng     biu  th   t s g ia  di   ng  trn  C v  ng   
knh  d  ca n :  

C

d
=  .  

  Tri  qua nhiu  nm trong  l ch  s,  ng i  ta   mt nh iu  cng  sc  tnh  g i  
tr  gn  ng  ca .  Sau  y l  mt s v d .  

Ng i  Ai  Cp c i  cho rng      3, 1 6.  

Ng i  La  M ly     3 , 1 2.  

Ng i  Ba-bi-lon  ly    

1 .3 3,1 25
8

 

c-si -mt tnh   c   

1 .3
7

 

Tr ng  Hnh,  ng i  Trung  Quc  th k I I  ly  1 0 3,1 62.  Vo th k V,  

T Xung  Chi  ly     3 , 1 41 5926.  

  Vit Nam,  cc c  ta  dng  quy tc "qun  bt,  pht tam,  tn  ng,  qun  nh",  

theo      =

1 6
3, 2.

5
 

Vo th k XVI ,  nh  ton  hc c Ru-n-ph tnh   c s   vi  35  ch s thp 
phn  v ng   ngh  khc g i  tr  ny ln  m ca ng.  

Nm 1 767,  Lm-be (nh ton  hc c)  chng  minh   c   l   s v t.  

Nm 1 882,  Lin--man  (nh ton  hc c)  chng  minh   c   l   s siu  vit,  
ngha l  n khng  phi  l  ngh im ca mt a  thc khc khng  vi  h  s hu  t.  

Nm 1 973,   Php,  bng  my tnh  in  t,  ng i  ta    tnh  gn  ng  s   vi  
mt triu  ch s thp phn.  Nm 1 989,  cng  bng  my tnh  in  t,  ng i  ta   
tnh   c g i  tr  gn  ng  ca   vi  4  t ch s thp phn.  

Bi  tp 

65.  Ly gi tr gn ng ca   l 3,14, hy in vo cc  trng trong bng sau  

 (n v  di :  cm, lm trn kt qu n ch s thp phn th hai)  :  

Bn knh R ca  ng trn 10  3     

 ng knh d ca  ng trn  1 0  3    

 di C ca  ng trn     20 25,12 
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66.  a) Tnh  di cung o60  ca mt  ng trn c bn knh 2 dm.  

b)  Tnh chu vi vnh xe p c  ng knh 650 mm.  

67.  Ly gi tr gn ng ca  l 3,14,  hy in vo  trng trong bng sau (lm 

trn kt qu n ch s thp phn th nht v n ) :  

Bn knh R ca  ng trn 10 cm  21  cm 6,2 cm  

S o no  ca cung trn o90  o50   o41  o25  

 di l  ca cung trn  35,6 cm 20,8  cm  9,2 cm 

68.  Cho ba im A, B, C thng hng sao cho B nm 

gia A v C.  Chng minh rng  di ca na 

 ng trn  ng knh AC bng tng cc  di 

ca hai na  ng trn  ng knh AB v BC.  

69.  My ko nng nghip c hai bnh sau to hn hai 

bnh tr c.  Khi bm cng, bnh xe sau c  ng 

knh l 1 ,672 m v bnh xe tr c c  ng knh l 88 cm.  Hi khi bnh xe sau 

ln  c 10 vng th bnh xe tr c ln  c my vng ? 

 

Luyn tp 

70.  V li ba hnh (to bi cc cung trn) d i y v tnh chu vi mi hnh (c 
gch cho) :  

 
 

 

 

 

 

 

       Hnh 52               Hnh 53             Hnh 54  
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71.  V li hnh to bi cc cung trn d i y vi tm ln l t l B,  C,  D,  A theo 

ng kch th c  cho (cnh hnh vung ABCD di 1  cm).  Nu cch v 

 ng xon AEFGH.  Tnh  di  ng xon .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

72.  Bnh xe ca mt rng rc c chu vi l 
540 mm.  Dy cua-roa bao bnh xe theo 
cung AB c  di 200 mm.  Tnh gc 
AOB (h.  56).  

73.   ng trn ln ca Tri t di 

khong 40 000 km.  Tnh bn knh  

Tri t.  

74.  V  ca H Ni l o20 01 ' .  Mi vng kinh tuyn ca Tri t di khong  

40 000 km.  Tnh  di cung kinh tuyn t H Ni n xch o.  

75.  Cho  ng trn (O),  bn knh OM.  V  ng trn tm O',  

 ng knh OM.  Mt bn knh OA ca  ng trn (O) ct 

 ng trn (O')   B.  

Chng minh MA  v MB  c  di bng nhau.  

76.  Xem hnh 57 v so snh  di ca cung AmB vi  di  ng 

gp khc AOB. 

 

 Hnh 56 

A B

O

Hnh 55

H A B

E

D
C

F

G

Hnh 57 

A

B

O1 20

m

o



 97  

1 0.  Din tch hnh trn,  hnh qut trn 

Khi  bn knh tng gp i  th d in  tch  hnh  trn  
 c tng gp i  khng ? 

1 .  Cng thc tnh  din  tch  hnh  trn  

Din tch S ca mt hnh trn bn knh 
R (h.  58)   c tnh theo cng thc  

 

S = 2R .  

 

2.  Cch  tnh  din  tch  hnh  qut trn  

Hnh qut trn l mt phn hnh trn 

gii hn bi mt cung trn v hai bn 

knh i qua hai mt ca cung .  

 hnh 59,  ta c hnh qut trn OAB,  

tm O,  bn knh R,  cung no.  

 

Hy in biu thc thch hp vo cc ch trng  ( . . . )  trong dy lp  
lun sau :  

Hnh trn bn knh  R (ng vi cung o360 )  c din tch l  . . .  .  

Vy hnh qut trn  bn knh R, cung 1 o  c din tch l . . .  .  

Hnh qut trn bn knh  R,  cung no  c din tch S =  . . .  .  

Biu thc 
2R n

360



 cn c th vit l 
Rn R. ,
180 2



 nh ng 
Rn

180



 chnh l  

di l  ca cung no  ca hnh qut trn.  Vy 
R

S .
2

=

l
 

? 

Hnh 59 

o

O

R

n

Hnh 58 

R

S = R

O

2
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Nh  vy,  din tch hnh qut trn bn knh R,  cung on   c tnh theo 
cng thc  

2R n
S

360


=  hay S = 
R
2
l

 

(l  l  di cung on  ca hnh qut trn).  

Bi  tp 

77.  Tnh din tch hnh trn ni tip mt hnh vung c cnh l 4 cm.  

78.  Chn mt ng ct  trn mt nn phng nm ngang l mt hnh trn  
c  chu vi 1 2 m.  Hi chn ng ct  chim mt din tch l bao nhiu 
mt vung ?  

79.  Tnh din tch mt hnh qut trn c bn knh 6 cm, s o cung l o36 .  

80.  Mt v n c hnh ch nht ABCD c AB = 40 m, AD = 30 m.  

Ng i ta mun buc hai con d  hai gc v n A,  B.  C hai cch buc :  

 Mi dy thng di 20 m.  

 Mt dy thng di 30 m v dy thng kia di 1 0 m.  

Hi vi cch buc no th din tch c m c hai con d c th n  c s 
ln hn (h.  60)?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 60

A
B

CD
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81.  Din tch hnh trn s thay 

i th no nu :   

a)  Bn knh tng gp i ?  

b)  Bn knh tng gp ba ?  

c)  Bn knh tng k ln (k > 1 )  ?  

 
 

82.  in vo  trng trong bng sau (lm trn kt qu n ch s thp phn  

th nht) :  

Bn knh 

 ng trn

(R) 

 di 

 ng trn 

(C) 

Din tch 

hnh trn 

(S) 

S o ca 

cung trn 
o(n )  

Din tch 

hnh qut trn 

cung on  

 1 3 ,2 cm  o47,5   

2,5  cm    1 2,50 2cm  

  37,80 2cm   1 0,60 2cm  

Luyn tp 

83.  a) V hnh 62 (to bi cc cung trn) 

vi HI = 10 cm v HO = BI = 2 cm. 

Nu cch v.  

b)  Tnh din tch hnh HOABINH 
(min gch sc).  

c) Chng t rng hnh trn  ng 

knh NA c cng din tch vi hnh  
HOABINH .  
 

84.  a) V li hnh to bi cc cung trn 
xut pht t nh C ca tam gic 
u ABC cnh 1  cm.  Nu cch v 
(h.  63).  

b)  Tnh din tch min gch sc.  

Hnh 61

S = ?

k.
R

R

S = R

.

.
.

a) b)

2

IBO

A

H

N

Hnh 62  

Hnh 63  
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85.  Hnh vin phn  l phn hnh trn gii hn bi mt cung v dy cng cung 

y.  Hy tnh din tch hnh vin phn AmB, bit gc  tm oAOB 60=  v 

bn knh  ng trn l 5,1  cm (h.  64).  

 

 

 

 

 

 
Hnh 64       Hnh 65  

86.  Hnh vnh khn  l phn hnh trn nm gia hai  ng trn ng tm (h.  65).  
a)  Tnh din tch S ca hnh vnh khn theo 1R  v 2R  (gi s 1 2R R> ).  

b)  Tnh din tch hnh vnh khn khi 1R  = 1 0,5  cm,  2R 7,8 cm.=  

87.  Ly cnh BC ca mt tam gic u lm  ng knh, v mt na  ng trn 

v cng mt pha vi tam gic y i vi  ng thng BC.  Cho bit cnh  

BC = a,  hy tnh din tch ca hai hnh vin phn  c to thnh.  

n tp ch ng I I I  

Cu hi  

1.   Gc  tm l g ?  

2.   Gc ni tip l g ?  

3.   Gc to bi tia tip tuyn v dy cung l g ?  

4.   T gic ni tip l g ?  

5.   Vi ba im A,  B,  C thuc mt  ng trn,  khi no th  

      sAB sAC sCB= +  ?  

6.   Pht biu cc nh l v mi quan h gia cung nh v dy cng cung   
trong mt  ng trn.  

7.   Pht biu nh l v h qu v cc gc ni tip cng chn mt cung.  

8.  Pht biu nh l v gc to bi tia tip tuyn v dy cung.  

9.   Pht biu qu tch cung cha gc.  

10.   Pht biu iu kin  mt t gic ni tip  c  ng trn.  

o

B

A m

O

60
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11.   Pht biu mt s du hiu nhn bit t gic ni tip.  

12.   Pht biu nh l v  ng trn ngoi tip v  ng trn ni tip ca a 
gic u.  

13.   Nu cch tnh s o cung nh,  cung ln.  

14.   Nu cch tnh s o ca gc ni tip theo s o ca cung b chn.  

15.   Nu cch tnh s o ca gc to bi tia tip tuyn v dy cung theo s o 
ca cung b chn.  

16.   Nu cch tnh s o ca gc c nh  bn trong  ng trn theo s o 
ca cc cung b chn.  

17.   Nu cch tnh s o ca gc c nh  bn ngoi  ng trn theo s o 
ca cc cung b chn.  

18.   Nu cch tnh  di cung no  ca hnh qut trn bn knh R.  

19.   Nu cch tnh din tch hnh qut trn bn knh R,  cung no.  

Tm tt cc kin thc cn nh 

Cc nh ngha 

1.   Gc  tm l gc c nh trng vi tm  ng trn.  

2.   a)  S o ca cung nh bng s o ca gc  tm chn cung .  

 b)  S o ca cung ln bng hiu gia o360  v s o ca cung nh  
(c chung hai mt vi cung ln).  

 c)  S o ca na  ng trn bng o180 .  

3.   Gc ni tip l gc c nh nm trn  ng trn v hai cnh cha hai 
dy cung ca  ng trn .  

4.   Gc to bi tia tip tuyn v dy cung l gc c nh ti tip im,  
mt cnh l tia tip tuyn v cnh kia cha dy cung.  

5.   T gic  ni  tip  ng trn l t gic  c  bn nh nm trn mt 
 ng trn.  

6.   ng trn i  qua tt c cc  nh ca mt a gic   c  gi  l 
 ng trn ngoi tip a gic  v a gic   c  gi  l a gic  ni 
tip  ng trn.  

7.    ng trn tip xc  vi  tt c cc  cnh ca mt a gic   c  gi 
l  ng trn ni tip a gic  v a gic   c  gi  l a gic  ngoi 
tip  ng trn.  
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Cc nh l 

1.   Nu C l im nm trn cung AB th sAB  = sAC  + sCB .  

2.   Vi hai cung nh trong mt  ng trn,  hai cung bng nhau cng hai 

dy bng nhau v ng c li.  

3.   Vi hai cung nh trong mt  ng trn,  cung ln hn cng dy ln 

hn v ng c li.  

4.   Trong mt  ng trn,  hai cung b chn gia hai dy song song th 

bng nhau.  

5.   Trong mt  ng trn,   ng knh i qua im chnh gia ca mt 

cung th i qua trung im ca dy cng cung y.  

6.   Trong mt  ng trn,   ng knh i qua trung im ca mt dy 

cung (khng phi l  ng knh)  th chia cung cng dy y thnh hai 

cung bng nhau.  

7.  Trong mt  ng trn,   ng knh i qua im chnh gia ca mt 

cung th vung gc vi dy cng cung y v ng c li.  

8.   S o ca gc ni tip bng na s o ca cung b chn.  

9.   S o ca gc to bi tia tip tuyn v dy cung bng na s o ca 

cung b chn.  

10.   Trong mt  ng trn :  

 a)  Cc gc ni tip bng nhau chn cc cung bng nhau.  

 b)  Cc gc ni tip cng chn mt cung th bng nhau.  

 c)  Cc gc ni tip chn cc cung bng nhau th bng nhau.  

 d)  Gc ni tip nh hn hoc bng 90o  c s o bng na s o ca 

gc  tm cng chn mt cung.  

 e)  Gc ni tip chn na  ng trn l gc vung v ng c li,  gc 

vung ni tip th chn na  ng trn.  

 g)  Gc to bi tia tip tuyn v dy cung v gc ni tip cng chn 

mt cung th bng nhau.  

11.   S o ca gc c nh  bn trong  ng trn bng na tng s o 

hai cung b chn.  

12.   S o ca gc c nh  bn ngoi  ng trn bng na hiu s o 

hai cung b chn.  
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13.  Qu tch (tp hp)  cc im nhn mt on thng cho tr c d i mt 
gc   khng i l hai cung cha gc   dng trn on thng  

o o(0 180 )<  < .  

14.   Mt t gic c tng s o hai gc i nhau bng 1 80o  th ni tip 
 c  ng trn v ng c li.  

15.   Du hiu nhn bit t gic ni tip :  

 a)  T gic c tng hai gc i nhau bng 1 80o.  

b)  T gic c gc ngoi ti mt nh bng gc trong ti nh i ca 
nh .  

c)  T gic c bn nh cch u mt im (m ta c th xc nh 
 c).  im  l tm ca  ng trn ngoi tip t gic.  

d)  T gic c hai nh k nhau cng nhn cnh cha hai nh cn li 
d i mt gc .  

16.  Hnh thang ni tip  c  ng trn l hnh thang cn v ng c li.  

17.  Bt k a gic u no cng c mt v ch mt  ng trn ngoi tip,  
c mt v ch mt  ng trn ni tip.  

18.   Trn  ng trn bn knh R,   di l  ca mt cung no   c tnh theo 
cng thc 

Rn .
180


=l  

19.   Din tch hnh qut trn bn knh R, cung no   c tnh theo cng thc  
2R n

S
360


=  hay 
R

S
2

=
l

 

(l  l  di cung no  ca hnh qut trn).  

Bi  tp 

88.  Hy nu tn mi gc trong cc hnh d i y :  

(V d.  Gc trn hnh 66b)  l gc ni tip).  

 

 

 

 

 
Hnh 66 

O
O O

O
O. . . .

a) b) c) d) e)     
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89.  Trong hnh 67,  cung AmB c s o l 60o.  Hy :  

a)  V gc  tm chn cung AmB.  Tnh gc AOB.  

b)  V gc ni tip nh C chn cung AmB.   

Tnh gc ACB.  

c)  V gc to bi tia tip tuyn Bt v dy cung BA.  

Tnh gc ABt.  

d)  V gc ADB c nh D  bn trong  ng trn.  So snh ADB  vi ACB .  

e)  V gc AEB c nh E  bn ngoi  ng trn (E v C cng pha i vi 

AB).  So snh AEB  vi ACB .  

90.  a) V hnh vung cnh 4 cm.  

b)  V  ng trn ngoi tip hnh vung .  Tnh bn knh R ca  ng 
trn ny.  

c)  V  ng trn ni tip hnh vung .  Tnh bn knh r ca  ng  
trn ny.  

91.  Trong hnh 68,  ng trn tm O c bn knh R = 2 cm.  

AOB  = 75o.  

a)  Tnh sApB .  

b)  Tnh  di hai cung AqB v ApB.  

c)  Tnh din tch hnh qut trn OAqB.  

92.  Hy tnh din tch min gch sc trong cc hnh 69,  70,  
71  (n v  di :  cm).  

 

 

 

 

 

 

   Hnh 69      Hnh 70     Hnh 71  

93.  C ba bnh xe rng c a A, B, C cng chuyn ng n khp vi nhau.   

Khi mt bnh xe quay th hai bnh xe cn li cng quay theo.  Bnh xe A c  

60 rng, bnh xe B c 40 rng, bnh xe C c 20 rng.  Bit bn knh bnh xe 

C l 1  cm.  Hi :  

Hnh 67 

O.

A B
m

Hnh 68 

p
2cm

75
q

oO
A

B

1 ,5

1 ,5

1 ,5

1 ,5

r =1

R
 =
1
,5 80o
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a)  Khi bnh xe C quay 60 vng th bnh xe B quay my vng ?  

b)  Khi bnh xe A quay 80 vng th bnh xe B quay my vng ?  

c)  Bn knh ca cc bnh xe A v B l bao nhiu ?  

94.  Hy xem biu  hnh qut biu din s phn phi hc sinh ca mt  

tr ng THCS theo din ngoi tr,  bn tr,   

ni tr (h.  72).  Hy tr li cc cu hi sau :  

a)  C phi 
1
2
 s hc sinh l hc sinh ngoi 

tr khng ?  

b)  C phi 
1
3
 s hc sinh l hc sinh bn 

tr khng ? 
c)  S hc sinh ni tr chim bao nhiu phn trm ?  

d)  Tnh s hc sinh mi loi,  bit tng s hc sinh l 1 800 em.  

95.  Cc  ng cao h t A v B ca tam gic ABC ct nhau ti H (gc C khc 

90o)  v ct  ng trn ngoi tip tam gic ABC ln l t ti D v E.  Chng 
minh rng :  

a)  CD = CE ;    b)  BHD cn ;    c)  CD = CH.  

96.  Cho tam gic ABC ni tip  ng trn (O) v tia phn gic ca gc A ct 

 ng trn ti M.  V  ng cao AH.  Chng minh rng :  

a)  OM i qua trung im ca dy BC ;  

b)  AM l tia phn gic ca gc OAH.  

97.  Cho tam gic ABC vung  A.  Trn AC ly mt im M v v  ng trn 
 ng knh MC.  K BM ct  ng trn ti D.   ng thng DA ct  ng 
trn ti S.  Chng minh rng :  

a)  ABCD l mt t gic ni tip ;    b)  ABD ACD=  ;  

c)  CA l tia phn gic ca gc SCB.  

98.  Cho  ng trn (O) v mt im A c nh trn  ng trn.  Tm qu tch 
cc trung im M ca dy AB khi im B di ng trn  ng trn .  

99.  Dng ABC, bit BC = 6 cm, oBAC 80= ,   ng cao AH c  di l 2 cm.  

Hnh 72  

ban

ngoai

noi

.

.tru

tru

tru

^

30o
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Ch ng  IV  Hnh  tr   h nh  nn   h nh  cu  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x'

x

x

x
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1 .  Hnh tr  Din tch xung quanh v th tch ca hnh tr 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Thp trn  mt lu i c cho ta hnh nh hnh tr.  

1 .   H nh  tr   

Khi quay hnh ch nht ABCD mt vng 
quanh cnh CD c nh,  ta  c mt hnh 
tr (h.  73).  Khi  :  

 DA v CB qut nn hai y ca hnh 
tr,  l hai hnh trn bng nhau nm trong 
hai mt phng song song,  c tm D v C.  

 Cnh AB qut nn mt xung quanh  ca 
hnh tr,  mi v tr ca AB  c gi l 
mt  ng sinh.  Chng hn EF l mt 
 ng sinh.  

 Cc  ng sinh ca hnh tr vung gc 
vi hai mt phng y.   di  ng sinh 
l chiu cao  ca hnh tr.  

 DC gi l trc  ca hnh tr.  

L gm  hnh 74  c dng mt hnh tr.  

Quan st hnh v cho bit u l y,  

u l mt xung quanh,  u l  ng 

sinh ca hnh tr  ?  

?1  

Hnh 73  

A

B C

D

C

B

D A E

F

Hnh 74  
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2.   Ct hnh  tr  bi  mt mt phng  

 Khi ct hnh tr bi mt mt phng song song vi y,  th phn mt 
phng nm trong hnh tr (mt ct)  l mt hnh trn bng hnh trn y 
(h.  75a).  

 Khi ct hnh tr bi mt mt phng song song vi trc DC th mt ct l 

mt  hnh ch nht (h.  75b).  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Chic cc thu tinh  v ng nghim u c dng hnh tr (h.  76),  phi 
chng mt n c trong cc v mt n c trong ng nghim l nhng  
hnh trn ?  

3.   Din  tch  xung quanh  ca hnh  tr  

T mt hnh tr,  ct ri hai y v ct dc theo  ng sinh AB ca mt 
xung quanh ri tri phng ra,  ta  c hnh khai trin mt xung quanh ca 
hnh tr l mt hnh ch nht c mt cnh bng chu vi hnh trn y,  
cnh cn li bng chiu cao ca hnh tr.  

 

 

 

 

 

 

Hnh 77 

?2 

Hnh 75

a)

b)

D

C

1 0 cm
1 0 cm

5 cm

5 cm

5 cm

A

B B

A

2 x  x 5 (cm)

Hnh 76 
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Quan st hnh 77 v in s thch hp vo cc  trng :  

  Chiu di ca hnh ch nht bng chu vi ca y hnh tr v bng :   (cm).  

  Din tch hnh ch nht  

 .   =   (cm2).  

  Din tch mt y ca hnh tr   

 .  5  .  5  =  (cm2).  

  Tng din tch hnh ch nht v din tch hai hnh trn y (din tch 
ton phn)  ca hnh tr  

 +   .  2 =  (cm2).  

Tng qut,  vi hnh tr bn knh y r v chiu cao h,  ta c :  

 Din tch xung quanh  

Sxq= 2rh.

 Din tch ton phn  

Stp  =  2rh + 2r
2.  

 
4.   Th tch  hnh  tr  

 lp d i,  ta  bit cng thc tnh th tch hnh tr :  

V = Sh = r2h.  

(S l din tch y,  h l chiu cao).  

V d.  Cc kch th c ca mt vng bi cho trn hnh 78.  Hy tnh " th 
tch"  ca vng bi (phn gia hai hnh tr).  

Gii.  Th tch cn phi tnh bng hiu cc th 

tch V2,  V1  ca hai hnh tr c cng chiu cao 

h v bn knh cc  ng trn y t ng ng 

l a,  b.  Ta c  

  V = V2    V1  =  a
2h   b2h 

       =  (a2    b2)h.  

?3  

Hnh 78 



 1 1 0 

SSSaa

Bi  tp 

1.  Hy in thm cc tn gi vo du " . . ."  

 

 

 

 

 

 

Hnh 79 

2.  Ly mt bng giy hnh ch nht ABCD (h.  80).  Bit AB = 1 0 cm,   
BC = 4 cm ;  dn bng giy nh  hnh v (B st vi A v C st vi D,  khng 
 c xon).  

C th dn bng giy  to nn mt xung quanh ca hnh tr  c khng ?  

 

 

 

 

 

 

 
Hnh 80 

3.  Quan st ba hnh d i y v ch ra chiu cao,  bn knh y ca mi hnh.  

 

 

 

 

a)      b)      c)  

Hnh 81  

4.  Mt hnh tr c bn knh y l 7  cm, din tch xung quanh bng 352 cm2.  

Khi ,  chiu cao ca hnh tr l :  

1  cm 3  m

7  m
1 1  cm

8  cm

1 0  cm
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(A)  3 ,2 cm ;     (B)  4,6 cm ;    (C)  1 ,8  cm ;   

(D)  2,1  cm ;     (E)  Mt kt qu khc.  

Hy chn kt qu ng.  

5.  in  cc kt qu vo nhng  trng ca bng sau :  

Hnh 
Bn knh 

y (cm)

Chiu cao 

(cm)  

Chu vi 

y (cm)  

Din tch 

y (cm
2
)

Din tch 

xung quanh 

(cm
2
)  

Th tch 

(cm
3
)  

1  1 0     

5  4       

 

 

 
 8  4     

6.  Chiu cao ca mt hnh tr bng bn knh  ng trn y.  Din tch xung 

quanh ca hnh tr l 314 cm2.  

Hy tnh bn knh  ng trn y v th tch hnh tr (lm trn kt qu 
n ch s thp phn th hai).  

7.  Mt bng n hunh quang di 1 ,2 m,  
 ng knh ca  ng trn y l 4 cm, 
 c t kht vo mt ng giy cng 
dng hnh hp (h.  82).  Tnh din tch 
phn giy cng dng  lm mt hp.  

(Hp h hai u, khng tnh l v mp dn).  

 Luyn tp 

8.  Cho hnh ch nht ABCD (AB = 2a,  BC = a).  Quay hnh ch nht  quanh 

AB th  c hnh tr c th tch V1  ;  quanh BC th  c hnh tr c th tch 

V2  .  Trong cc ng thc d i y, hy chn ng thc ng :  

(A) V1  =  V2  ;      (B)  V1  =  2V2  ;   (C)  V2  =  2V1  ;  

(D)  V2  =  3V1  ;      (E)  V1  =  3V2.  

Hnh 82  



 1 1 2 

1 2cm 1 2cm

1 0cm

1 0cm

1 0cm

9.  Hnh 83  l mt hnh tr cng vi hnh khai trin ca n km theo kch th c.  

 

 

 

 

 
 

Hnh 83  

Hy in vo cc ch . . .  v cc  trng nhng cm t hoc cc s cn thit.  

.  .  .  :     .   .  1 0 =  (cm2)  ;  

.  .  .  :    (2 .   .  1 0)  .   =   (cm2)  ;  

.  .  .  :     .  2 +  =  (cm2).  

10.  Hy tnh :   

 a)  Din tch xung quanh ca mt hnh tr c 

chu vi hnh trn y l 13  cm v chiu cao l 3  cm.  

 b)  Th tch ca hnh tr c bn knh  ng trn 

y l 5  mm v chiu cao l 8  mm.  

11.  Ng i ta nhn chm hon ton mt t ng  nh 

vo mt l thu tinh c n c dng hnh tr (h.  84).  

Din tch y l thu tinh l 12,8 cm2.  N c trong 

l dng ln thm 8,5  mm.  Hi th tch ca t ng 

 l bao nhiu ?  

12.  in  cc kt qu vo nhng  trng ca bng sau :  

Hnh 
Bn knh 

y 
 ng knh

y 
Chiu 
cao 

Chu vi 
y 

Din 
tch 
y

Din tch 
xung 
quanh 

Th 
tch 

25  mm  7  cm     

 6  cm 1  m     

 
5  cm      1  l  

Hnh 84  
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13.  Mt tm kim loi  c khoan thng bn l nh  hnh 85  (l khoan dng  

hnh tr),  tm kim loi dy 2 cm, y ca n l hnh vung c cnh l 5  cm.  

 ng knh ca mi khoan l 8  mm.  Hi th tch phn cn li ca tm kim 

loi l bao nhiu ? 

 

 
 

 

 

 

Hnh 85       Hnh 86 

14.   ng ng ni hai b c trong mt thu cung  min nam n c Php c 

dng mt hnh tr,  di ca  ng ng l 30 m (h.  86).  Dung tch ca 

 ng ng ni trn l 1 800 000 lt.  

Tnh din tch y ca  ng ng.  

 

2.  Hnh nn  Hnh nn ct  Din tch  xung quanh 
v th tch  ca hnh  nn,  hnh nn ct 

 

 

 

 

 

 
 

 

     Ci qut     Hoa tai   Gi ta u (ca gh trn   t)  

 

30 m

3
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1 .   H nh  nn  

Khi quay tam gic vung 
AOC mt vng quanh cnh 
gc vung OA c nh th 
 c mt hnh nn (h.  87).  
Khi  :  

 Cnh OC qut nn y 
ca hnh nn,  l mt hnh 
trn tm O.  

 Cnh AC qut nn mt xung 
quanh  ca hnh nn,  mi v 
tr ca AC  c gi l mt 
 ng sinh.  Chng hn AD 
l mt  ng sinh.  

 A gi l nh  v AO gi l 
 ng cao ca hnh nn.  

Chic nn (h.  88) c dng mt 
xung quanh ca mt hnh 
nn.  Quan st hnh v cho 
bit,  u l  ng trn y,  
u l mt xung quanh,  u 
l  ng sinh ca hnh nn.  

2.   Din  tch  xung quanh  hnh  nn   

Ct mt xung quanh ca mt hnh nn dc theo mt  ng sinh ca n 
ri tri phng ra,  ta  c hnh khai trin l mt hnh qut trn c tm l 
nh hnh nn,  bn knh bng  di  ng sinh v  di cung bng  
di  ng trn y ca hnh nn.  Din tch xung quanh ca hnh nn 
bng din tch ca hnh qut trn khai trin (h.  89).  

Gi bn knh y ca hnh 
nn l r,   ng sinh l l.  

Theo cng thc tnh  di 
cung,  ta c :  

 di ca cung hnh qut 
trn l 

n .
180
l

 

?1  

Hnh 88

Hnh 87

ng cao

Hnh 89

A A'O

S

A

S

A

l     

n
2 r ox

A'
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 di  ng trn y ca hnh nn l 2r.  

T  ta c   
n

180

 l
 =  2r.  

Suy ra    
n

r
360

=
l

.  

Din tch xung quanh ca hnh nn bng din tch hnh qut trn khai 
trin nn 

Sxq  =  
2n n.

360 360


= 

l l
l  =  rl.  

T cc kt qu trn ta c :  

 Din tch xung quanh ca hnh nn l 

Sxq  =  rl.  

 Din tch ton phn ca hnh nn (tng din tch xung quanh v din 
tch y)  l 

Stp= rl + r
2.  

V d.  Tnh din tch xung quanh ca mt hnh nn c chiu cao h = 16 cm v 
bn knh  ng trn y r = 1 2 cm.  

Gii  

 di  ng sinh ca hnh nn :  

l  =  2 2h r 400+ =  =  20 (cm).  

Din tch xung quanh ca hnh nn :  

Sxq  =  rl =   . 1 2 . 20 = 240  (cm
2).  

         p s :  240  cm2.  

3.   Th tch  hnh  nn  

C hai dng c,  mt hnh 
tr v mt hnh nn c 
y l hai hnh trn bng 
nhau.  Chiu cao ca hnh 
nn bng chiu cao ca 
hnh tr (h.  90).  

Nu ta dng dng c c 
dng nh  hnh nn ni 

Hnh 90
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trn, mc y n c ri  ht vo dng c hnh tr th thy chiu cao ca ct 

n c ny ch bng 
1
3
 chiu cao ca hnh tr.  

Qua thc nghim,  ta thy  Vnn  =  
1
3
.Vtr.  

Ta c th tch hnh nn l     V = 21
r h.

3
  

4.   Hnh  nn  ct 

Khi ct hnh nn bi mt mt 

phng song song vi y  th  

phn mt phng nm trong hnh 

nn l mt hnh trn.  Phn hnh 

nn nm gia mt phng ni trn 

v mt y  c gi l mt hnh 

nn ct (h.  92) .  

 

 
 
 

5.  Din  tch  xung quanh  v th tch  hnh  nn  ct 

Cho hnh nn ct c 1r ,  2r  l cc bn knh y,   

l  l  di  ng sinh, h l chiu cao (h.  92).  

K hiu xqS  l din tch xung quanh v V l th 

tch hnh nn ct.   

Quan st hnh 92,  ta nhn thy xqS  l hiu 

din tch xung quanh ca hnh nn ln v hnh 
nn nh,  V cng l hiu th tch ca hnh nn 
ln v hnh nn nh.  

Ta c cc cng thc sau :  

xq 1 2S r r ) .= ( + l  

2 2
1 2 1 2

1
V h(r r r r ).

3
=  + +  

Hnh 92  

Hnh 91 .  n treo  trn nh khi
bt sng s to nn mt "ct sng" 

c dng  mt hnh nn ct 
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Bi  tp 

15.  Mt hnh nn  c t vo bn trong mt hnh  
lp ph ng nh  hnh v (cnh ca hnh lp ph ng 
bng 1 )  (h.  93).  Hy tnh :  

a)  Bn knh y ca hnh nn.  

b)   di  ng sinh.  

16.  Ct mt xung quanh ca mt hnh nn theo mt 

 ng sinh v tri phng ra thnh mt hnh qut.  

Bit bn knh hnh qut trn bng  di  ng sinh 

v  di cung bng chu vi y.  

Quan st hnh 94 v tnh s o cung ca hnh qut trn.  

 

 

 

 
 

 

Hnh 94  

17.  Khi quay tam gic vung  to ra mt hnh nn nh   hnh 87 th gc CAO 
gi l na gc  nh ca hnh nn.  Bit na gc  nh ca mt hnh nn l 

30o,   di  ng sinh l a.  Tnh s o cung ca hnh qut khi khai trin mt 
xung quanh ca hnh nn.  

18.  Hnh ABCD (h.  95) khi quay quanh BC th to ra :  

(A)  Mt hnh tr ;    

(B)  Mt hnh nn ;  

(C)  Mt hnh nn ct ;    

(D)  Hai hnh nn ;  

(E)  Hai hnh tr.  

Hy chn cu tr li ng.       

A B

C D

Hnh 95  

6 cm

x

2 cm

2 x  x 2  (cm)2 cm

6 cm

o

Hnh 93  
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19.  Hnh khai trin ca mt xung quanh ca mt hnh nn l mt hnh qut.  Nu 

bn knh hnh qut l 16 cm, s o cung l 120o  th  di  ng sinh ca 
hnh nn l :  

(A)  1 6 cm ;   (B)  8  cm ;   (C)  
16

3
cm ;    

(D)  4 cm ;    (E)  
16

5
 cm.  

Hy chn kt qu ng.  

20.  Hy in  vo cc  trng  bng sau (xem hnh 96) :  

Bn knh y
r (cm)  

 ng knh y
d (cm)  

Chiu cao
h (cm)   

 di  ng sinh 
l  (cm)  

Th tch 

V (cm3)  

1 0  1 0   

 1 0 1 0   

  1 0  1 000 

10    1 000 

 1 0   1 000 

 

 

 

 

 

 

 
 

21.  Ci m ca ch h vi cc kch th c 
cho theo hnh v (h.  97).  Hy tnh tng 

din tch vi cn c  lm nn ci m 
(khng k rim,  mp,  phn tha).  

22.  Hnh 98 cho ta hnh nh ca mt ci 
ng h ct vi cc kch th c km theo 
(AO = OB).  

Hy so snh tng cc th tch ca hai hnh nn v th tch ca hnh tr.  

Hnh 96

d

r

h
l

Hnh 98 

Hnh 97
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Luyn tp 

23.  Vit cng thc tnh na gc  nh  ca 
mt hnh nn (gc   ca tam gic vung 
AOS  hnh 99)  sao cho din tch mt khai 
trin ca mt nn bng mt phn t  din 
tch ca hnh trn (bn knh SA).  

24.  Hnh khai trin ca mt xung quanh ca 
mt hnh nn l mt hnh qut,  bn knh 

hnh qut  l 16 cm, s o cung l 120o.  
Tang ca na gc  nh ca hnh nn l :  

(A)  
2

4
 ;    (B)  

2

2
 ;   (C)  2  ;    (D)  2 2 .  

Hy chn kt qu ng.  

25.  Hy tnh din tch xung quanh ca hnh nn ct bit hai bn knh y l a,  b 
(a < b)  v  di  ng sinh l l  (a,  b,  l  c cng n v o).  

26.  Hy in  vo cc  trng cho  bng sau (n v  di :  cm) :  

Hnh 
Bn knh
y (r)  

 ng knh
y (d)  

Chiu cao
(h)  

 di 
 ng sinh (l)  

Th tch 
(V)  

5   1 2   

 1 6 1 5    

7    25   

  40  29  

27.  Mt dng c gm mt phn c dng hnh tr, 

phn cn li c dng hnh nn.  Cc kch th c 

cho trn hnh 100.  Hy tnh :  

a)  Th tch ca dng c ny ;  

b)  Din tch mt ngoi ca dng c (khng 
tnh np y).  

Hnh 99 

A
B

B

S

O

l

Hnh 1 00 



 1 20 

28.  Mt ci x bng inc c dng hnh nn ct 

ng ho cht,  c  cc kch th c cho   

hnh  101  (n v :  cm).  

a)  Hy tnh din tch xung quanh ca x.  

b)  Khi x cha y ho cht th dung tch 
ca n l bao nhiu ?  

29.  Ci xay gi ca n-ki-h-t (t tc phm ca 
Xc-van-tc (Cervants))  

Phn trn ca ci xay gi c dng mt hnh 

nn (h.  102).  Chiu cao ca hnh nn l 42 cm 

v th tch ca n l 1 7  600 cm3 .  

Em hy gip chng n-ki-h-t tnh bn knh y ca hnh nn (lm trn 

kt qu n ch s thp phn th hai).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Hnh 1 02

Hnh 1 01  
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3.  Hnh cu.  
Din tch mt cu v th tch hnh cu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 .   H nh  cu  

Khi quay na hnh trn tm O,  bn 
knh R mt vng quanh  ng knh AB 
c nh th  c mt hnh cu (h.  1 03).  

 Na  ng trn trong php quay ni 
trn to nn mt cu.  

 im O  c gi l tm,  R l bn 
knh  ca hnh cu hay mt cu .  

2.   Ct hnh cu bi  mt mt phng 

Khi ct hnh cu bi mt mt phng 
th phn mt phng nm trong hnh 
 (mt ct)  l mt hnh trn.  

Ct mt hnh tr hoc mt hnh cu 
bi mt phng vung gc vi trc,  ta 
 c hnh g ?  Hy in vo bng 
(ch vi cc t "c",  "khng") (h.  104).  

?1  

Hnh 1 03  

Hnh 1 04  

R

a) b)

O R
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      Hnh 

Mt ct  
Hnh tr Hnh cu 

Hnh ch nht   

Hnh trn bn knh R   

Hnh trn bn knh nh hn R   

Quan st hnh 1 04,  ta thy :  

 Khi ct hnh cu bn knh R bi mt 

mt phng,  ta  c mt hnh trn.  

 Khi ct mt cu bn knh R bi mt 

mt phng,  ta  c mt  ng trn :  

   ng trn  c bn knh R nu 

mt phng i qua tm (gi l  ng 

trn ln).  

   ng trn  c bn knh b hn R 

nu mt phng khng i qua tm.  

V d.  Tri t  c xem nh  mt hnh cu (h.  1 05),  xch o l mt 
 ng trn ln.  

3.   Din  tch  mt cu  

 lp d i,  ta  bit cng thc tnh din tch mt cu  

S = 4R2  hay S = d2  

(R l bn knh,  d l  ng knh ca mt cu).  

V d.  Din tch mt mt cu l 36 cm2.  Tnh  ng knh ca mt mt 

cu th hai c din tch gp ba ln din tch mt cu ny.  

Gii.  Gi d l  di  ng knh ca mt cu th hai,  ta c 

Cc Bc

Xch ao

Hnh 1 05 
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   2d  =  3 .36 = 1 08.  Suy ra   2d    
108

3, 14
   34,39.  

 Vy d   5 ,86 cm.  

4.   Th tch  hnh  cu  

Mt hnh cu c bn knh R v mt cc thu tinh dng hnh tr c cc 
kch th c nh  hnh 1 06.  

 hnh 1 06a,  hnh cu nm kht trong hnh tr c y n c.  Ta nhc nh 
hnh cu ra khi cc.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1 06 

o  cao ct n c cn li  hnh 106b, ta thy  cao ny ch bng 
1

3
 

chiu cao ca hnh tr.  Do , th tch hnh cu bng 
2

3
 th tch hnh tr, hay 

   V = 3 32 4
. 2 R R .

3 3
 =    

Ta c cng thc tnh th tch hnh cu bn knh R l 

         V = 34
R

3
 .  

a) b)
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V d.  Cn phi c t nht bao nhiu lt 
n c  thay n c  lin nui c cnh 
(xem hnh 107)  ?  Lin  c xem nh  mt 
phn mt cu.  L ng n c  vo lin 

chim 
2

3
 th tch ca hnh cu.  

Gii.  Th tch hnh cu  c tnh theo 
cng thc  

V = 34
R

3
 hay V = 31

d
6

 (d l  ng knh).  

(22 cm = 2,2 dm).  

L ng n c t nht cn phi c l 

32 . . (2, 2)
3 6

   3 ,71  (dm3)  = 3 ,71  (lt).  

Bi  tp 

30.  Nu th tch ca mt hnh cu l 
1

113
7
 cm3  th trong cc kt qu sau y,  

kt qu no l bn knh ca n 
22

ly   
7

 
 

 
 ?  

 (A)  2 cm ;   (B)  3  cm ;   (C)  5  cm ;   (D)  6 cm ;   

 (E)  Mt kt qu khc.  

31.  Hy in vo cc  trng  bng sau :  

Bn knh hnh cu 0,3  mm 6,21  dm 0,283  m 100 km  6 hm 50 dam 

Din tch mt cu       

Th tch hnh cu       

Hnh 1 07 
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32.  Mt khi g dng hnh tr,  bn knh  ng 

trn y l r,  chiu cao 2r (n v :  cm).  

Ng i ta khot rng hai na hnh cu nh  

hnh 108.  Hy tnh din tch b mt ca 

khi g cn li (din tch c ngoi ln trong).  

 
33.  Dng c th thao  

Cc loi bng cho trong bng u c dng 
hnh cu.  Hy in vo cc  trng  bng 
sau (lm trn kt qu n ch s thp 
phn th hai)  :  

Loi bng 
Qu 

bng gn 
Qu khc
cn cu

Qu 
ten-nt

Qu 
bng bn 

Qu 
bi-a 

 ng knh 42,7  mm  6,5  cm 40 mm 61  mm 

 di  ng trn ln  23  cm    

Din tch      

Th tch      

34.  Khinh kh cu ca nh Mng-gn-fi- (Montgolfier) 

Ngy 4  6  1 783,  anh em nh Mng-gn-fi- 

(ng i Php) pht minh ra khinh kh cu dng 

khng kh nng.  Coi khinh kh cu ny l 

hnh cu c  ng knh 1 1  m.  Hy tnh din 

tch mt khinh kh cu  (lm trn kt qu 

n ch s thp phn th hai).  

 

Hnh 1 09 

Hnh 1 08 
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 Luyn tp 

35.  Mt ci bn cha xng gm hai na hnh 

cu v mt hnh tr (h.  1 10).  

Hy tnh th tch ca bn cha theo cc 
kch th c cho trn hnh v.  

36.  Mt chi tit my gm mt hnh tr v hai 

na hnh cu vi cc kch th c  cho trn 

hnh 1 11  (n v :  cm).  

a)  Tm mt h thc gia x v h khi AA'  c 
 di khng i v bng 2a.  

b)  Vi iu kin  a),  hy tnh din tch b 
mt v th tch ca chi tit my theo x v a.  

37.  Cho na  ng trn tm O,   ng knh  

AB = 2R, Ax v By l hai tip tuyn vi na 

 ng trn ti A v B.  Ly trn tia Ax im 

M ri v tip tuyn MP ct By ti N.  

a)  Chng minh rng MON v APB l hai tam gic vung ng dng.  

b)  Chng minh AM.BN = R2.  

c)  Tnh t s MON

APB

S

S
 khi AM = 

R .
2

 

d)  Tnh th tch ca hnh do na hnh trn APB quay quanh AB sinh ra.  

 
 

B i c thm  

V tr ca mt im trn mt cu  To  a l
 
Quan st hnh 1 1 2,  1 1 3 .  

 Mi  ng trn l giao ca mt cu v mt phng vung gc vi  ng 

thng NB gi l mt  v tuyn.  

1 ,80 m

3,62 m

Hnh 1 1 0 

Hnh 1 1 1  

h 2x

A

O'

O

A'

.

.

.

.
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 Xch o l v tuyn ln nht chia b mt Tri t (a cu)  ra hai 
na bng nhau.  Na cu c cc bc (B)  l bn cu Bc,  na cu c cc 
nam (N)  l bn cu Nam.   

 Mi  ng trn ln c  ng knh NB gi l mt  vng  kinh tuyn.  Mi 

na vng kinh tuyn ni hai mt N,  B gi l mt kinh tuyn.  

 Theo quy c quc t,  ng i ta chn kinh 

tuyn i qua i thin vn Grin-uych 

(Greenwich) (ngoi  Lun n  n c Anh)  

lm kinh  tuyn gc.  

Xch o  c ly lm v tuyn gc.  

Mt phng qua kinh tuyn gc chia Tri t 

thnh hai na bng nhau.  Mt na l bn cu 

ng,  na kia l bn cu Ty.  

Kinh tuyn gc ct xch o  G'.  

Nu P l mt im ca b mt a cu th v tuyn qua P ct kinh tuyn 

gc  G,  kinh tuyn qua P ct xch o  im P'.  Khi  :  

S o gc G'OP'  gi l kinh   ca P,  s o gc G'OG gi l v   ca P.  

Tu theo v tr ca P  pha ng hay pha ty i vi kinh tuyn gc,   
pha bc hay pha nam i vi xch o m ta cn ch r thm :  kinh  
ng hay kinh  ty,  v  bc hay v  nam.  

Theo quy c,  ta vit to  a l ca 

mt im,  chng hn H Ni,  nh  sau :  
 

To  a l ca H Ni   
o

o

105  48'  ng

  20  01 '  Bc





.  

(kinh  vit trn,  v  vit d i).  

Hnh 1 1 3  

Hnh 1 1 2  
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n tp ch ng IV 

Cu hi  

1.   Hy pht biu bng li :  

 a)   Cng thc tnh din tch xung quanh ca hnh tr.  

 b)   Cng thc tnh th tch ca hnh tr.  

 c)   Cng thc tnh din tch xung quanh ca hnh nn.  

 d)   Cng thc tnh th tch ca hnh nn.  

 e)   Cng thc tnh din tch ca mt cu.  

 g)   Cng thc tnh th tch ca hnh cu.  

2.   Hy nu cch tnh din tch xung quanh v th tch ca hnh nn ct.  

Tm tt cc kin thc cn nh 

 

Hnh Hnh v Din tch xung quanh Th tch 

Hnh tr 

 

  

 

 

 

Sxq  =  2 rh V = r2h 

Hnh nn 

 

 

 

 

Sxq  =  rl  V = 21
r h

3
 

Hnh cu 

 

 

 

 

 

S = 4 R2  V = 34
R

3
 

h

r

l

. R

h

r
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Bi  tp 

38.  Hy tnh th tch,  din tch b mt 

mt chi tit my theo kch th c  

cho trn hnh 1 14.  

 

 

 

 

39.  Mt hnh ch nht ABCD c AB > AD,  din tch v chu vi ca n theo 

th t l 2a2  v 6a.  Cho hnh v quay xung quanh cnh AB,  ta  c mt 
hnh tr.  

Tnh din tch xung quanh v th tch ca hnh tr ny.  

40.  Hy tnh din tch ton phn ca cc 

hnh t ng ng theo cc kch th c  

cho trn hnh 1 15.  

41.  Cho ba im A, O,  B thng hng theo  
th t ,  OA = a,  OB = b (a,  b cng  
n v :  cm).  

Qua A v B v theo th t cc tia Ax v 
By cng vung gc vi AB v cng 
pha vi AB.  Qua O v hai tia vung 
gc vi nhau v ct Ax  C,  By  D 
(xem hnh 1 16).  

a)  Chng minh AOC v BDO l hai  

tam gic ng dng ;  t  suy ra tch 

AC. BD khng i.  

b)  Tnh din tch hnh thang ABDC khi 

COA  =  60o.  

c)  Vi COA  =  60o  cho hnh v quay xung quanh AB.  Hy tnh t s th 

tch cc hnh do cc tam gic AOC v BOD to thnh.  

Hnh 1 1 4  

7 cm

  cm

1 1  cm

2 cm

6

Hnh 1 1 5  

a) b)

5,6 m

3,6 m

4,8 m2,5 m

Hnh 1 1 6 

A

C

D

O B

a

x

y

b
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4
,0

4
,0

2
,0

c)
a) b)

1 2,6 

6,9 

8
,4

2
0
,0

O

a) b)

1 4 cm

7,6cm

3,8cm

5
,8
c
m

8
,1
c
m

8
,2
c
m

8
,2
c
m

A D

B

O C

42.  Hy tnh th tch cc hnh d i y theo kch th c  cho (h.  1 17).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1 17 

43.  Hy tnh th tch cc hnh d i y theo kch th c  cho (h.  1 1 8)   
(n v :  cm).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1 1 8 

44.  Cho hnh vung ABCD ni tip  ng trn tm O, 

bn knh R v GEF l tam gic u ni tip  

 ng trn ,  EF l dy song song vi AB  

(h.  1 19).  Cho hnh  quay xung quanh trc GO.  

Chng minh rng :  

a)  Bnh ph ng th tch ca hnh tr sinh ra bi  

hnh vung bng tch ca th tch hnh cu sinh 

ra bi hnh trn v th tch hnh nn do tam gic 

u sinh ra.  

Hnh 1 1 9 

A

G

B

O

E

D C

F

.
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b)  Bnh ph ng din tch ton phn ca hnh tr bng tch ca din tch 

hnh cu v din tch ton phn ca hnh nn.  

45.  Hnh 120 m t mt hnh cu  c t kht vo 

trong mt hnh tr, cc kch th c cho trn hnh v.  

Hy tnh :  

a)  Th tch hnh cu ;  

b)  Th tch hnh tr ;  

c)  Hiu gia th tch hnh tr v th tch hnh cu ;  

d)  Th tch ca mt hnh nn c bn knh  ng 

trn y l r cm v chiu cao 2r cm ;  

e)  T cc kt qu a),  b),  c),  d),  hy tm mi lin h gia chng.   

 
 

Bi  tp n cui  nm 

A  Phn  i  s 

1.       Xt cc mnh  sau :  

I.  ( 4).( 25) 4. 25  =    ;   II.  ( 4).( 25) 100  =  ;  

III.  100 10=  ;      IV.  100 = 10.  

Nhng mnh  no l sai ?   

Hy chn cu tr li ng trong cc cu A,  B,  C,  D d i y :  

(A)  Ch c mnh  I  sai;    (B)  Ch c mnh  II sai ;  

(C)  Cc mnh  I v IV sai ;   (D)  Khng c mnh  no sai.  

2.      Rt gn cc biu thc :  

M = 3 2 2 6 4 2  +  ;  

N = 2 3 2 3+ +  .  

Hnh 1 20 

O

r cm
.

.

.
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3.  Gi tr ca biu thc 
2( 2 6 )

3 2 3

+

+
 bng :  

(A)  
2 2
3

 ;    (B)  
2 3
3

 ;    (C)  1  ;    (D)  
4 .
3

 

Hy chn cu tr li ng.  

4.   Nu 2 x+  = 3  th x bng :  

(A)  1  ;     (B)  7  ;    (C)  7  ;    (D)  49.  

Hy chn cu tr li ng.  

5.  Chng minh rng gi tr ca biu thc sau khng ph thuc vo bin :  

2 x x 2 x x x x 1. .
x 1x 2 x 1 x

 +  +  
  + + 

 

6.  Cho hm s y = ax + b.  Tm a v b,  bit rng  th ca hm s  cho tho 
mn mt trong cc iu kin sau :  

a)  i qua hai im A (1  ;  3 )  v B (1  ;  1 )  ;  

b)  Song song vi  ng thng y = x + 5  v i qua im C (1  ;  2) .  

7.   Cho hai  ng thng :  

     y  =  (m + 1 )x + 5 ,    (d1 )  

     y  = 2x + n.     (d2)  

Vi gi tr no ca m v n th :  

a)  d1  trng vi d2  ?  

b)  d1  ct d2  ?  

c)  d1  song song vi d2  ?  

8.   Chng minh rng khi k thay i,  cc  ng thng (k + 1 )x  2y = 1  lun i 
qua mt im c nh.  Tm im c nh .  
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9.  Gii cc h ph ng trnh :  

a)  
2x 3 y 13

3x y 3

 + =


 =
;      b)  

3 x 2 y 2

2 x y 1

  = 


+ =
.  

10. Gii cc h ph ng trnh :  

a)
2 x 1 y 1 1

x 1 y 1 2

    =


 +  =
 ;     b)  

( )

( )

2

2

x 1 2y 2

3 x 1 3y 1

   =

  + =

.  

11.   Hai gi sch c 450 cun.  Nu chuyn 50 cun t gi th nht sang gi th 

hai th s sch  gi th hai s bng 
4

5
 s sch  gi th nht.  Tnh s sch 

lc u trong mi gi.  

12.   Qung  ng AB gm mt on ln dc di 4 km v mt on xung dc 
di 5  km.  Mt ng i i xe p t A n B ht 40 pht v i t B v A ht  
41  pht (vn tc ln dc,  xung dc lc i v v nh  nhau).  Tnh vn tc lc 
ln dc v lc xung dc.  

13.   Xc nh h s a ca hm s y =  ax2,  bit rng  th ca n i qua 

im A(2 ;  1 ) .  V  th ca hm s .  

14.   Gi x1 ,  x2  l hai nghim ca ph ng trnh 3x2    ax   b = 0.  Tng x1  + x2  
bng :  

(A)  
a

3
  ;   (B)  

a

3
 ;    (C)  

b

3
 ;   (D)  

b .
3

  

Hy chn cu tr li ng.  

15.   Hai ph ng trnh x2  + ax + 1  = 0 v x2    x   a = 0  
c mt nghim thc chung khi a bng :  
(A)  0 ;     (B)  1  ;     (C)  2 ;    (D)  3 .  
Hy chn cu tr li ng.  

16.   Gii cc ph ng trnh :  

a)  2x3    x2  +  3x + 6 = 0 ;   b)  x(x + 1 )(x + 4)(x + 5)  = 1 2.  

17.   Mt lp hc c 40 hc sinh  c sp xp ngi u nhau trn cc gh bng.  
Nu ta bt i 2 gh bng th mi gh cn li phi xp thm 1  hc sinh.  Tnh 
s gh bng lc u.  

18. Cnh huyn ca mt tam gic vung bng 10 cm.  Hai cnh gc vung c  
 di hn km nhau 2 cm.  Tnh  di cc cnh gc vung ca tam gic 
vung .  



 1 34 

B  Phn  Hnh  hc 

1.  Chu vi hnh ch nht ABCD l 20 cm.  Hy tm gi tr nh nht ca  di 
 ng cho AC.  

2.  Tam gic ABC c B  = 45o,  C  = 30o.  Nu AC = 8  th AB bng :  

(A)  4 ;    (B)  4 2  ;    (C)  4 3  ;    (D)  4 6 .  

Hy chn cu tr li ng.  

3.  Cho tam gic ABC vung  C c  ng trung tuyn BN vung gc vi 
 ng trung tuyn CM, cnh BC = a.  Tnh  di  ng trung tuyn BN.  

4.  Nu tam gic ABC vung ti C v c sinA = 
2

3
 th tgB bng :  

(A)  
3

5
 ;    (B)  

5

3
 ;    (C)  

2

5
 ;    (D)  

5 .
2

 

Hy chn cu tr li ng.  

5.  Tam gic ABC vung ti C c AC = 1 5  cm.   ng cao CH chia AB thnh 
hai on AH v HB.  Bit HB = 1 6 cm.  Tnh din tch tam gic ABC.  

6.  Mt hnh ch nht ct  ng trn nh  hnh 1 21 ,  bit AB = 4,  BC = 5 ,   
DE = 3  (vi cng n v o).  

 di EF bng :  

(A)  6 ;  (B)  7  ;      (C)  
20

3
 ;      (D)  8 .  

Hy chn cu tr li ng.  

7.  Cho tam gic u ABC,  O l trung 
im ca BC.  Trn cc cnh AB,  AC 
ln l t ly cc im di ng D v E 

sao cho DOE  =  60o.  

a)  Chng minh tch BD.CE khng i.  

b)  Chng minh BOD  OED.  T  suy ra tia DO l tia phn gic  

ca BDE.  

c)  V  ng trn tm O tip xc vi AB.  Chng minh rng  ng trn 
ny lun tip xc vi DE.  

8.  Cho hai  ng trn (O ;  R)  v (O'  ;  r)  tip xc ngoi (R > r).  Hai tip 
tuyn chung AB v A'B'  ca hai  ng trn (O),  (O')  ct nhau ti P (A v A'  
thuc  ng trn (O'),  B v B'  thuc  ng trn (O)).  Bit PA = AB = 4 cm.  
Tnh din tch hnh trn (O') .  

Hnh 1 21  

D

A 4

3

B

E F

C5



 1 35  

9.  Cho tam gic ABC ni tip  ng trn (O')  v ngoi tip  ng trn (O).  
Tia AO ct  ng trn (O')  ti D.  Ta c :  

(A)  CD = BD = O'D ;     (B)  AO = CO = OD ;  

(C)  CD = CO = BD ;      (D)  CD = OD = BD.  

Hy chn cu tr li ng.  

10.  Cho tam gic nhn ABC ni tip  ng trn (O).  Cc cung nh AB,  BC,  

CA c s o ln l t l x + 75o,  2x + 25o,  3x  22o.  Mt gc ca tam gic 
ABC c s o l :  

(A)  57o5  ;   (B)  59o ;   (C)  61 o ;   (D)  60o.  

Hy chn cu tr li ng.  

11.  T mt im P  ngoi  ng trn (O),  k hai ct tuyn PAB v PCD ti 
 ng trn.  Gi Q l mt im nm trn cung nh BD (khng cha A v C) 

sao cho sBQ  = 42o  v sQD  = 38o.  Tnh tng BPD  + AQC .  

12.  Mt hnh vung v mt hnh trn c chu vi bng nhau.  Hi hnh no c 
din tch ln hn ?  

13.  Cho  ng trn (O),  cung BC c s o bng 1 20o,  im A di chuyn trn 
cung ln BC.  Trn tia i ca tia AB ly im D sao cho AD = AC.  Hi 
im D di chuyn trn  ng no ?  

14.  Dng tam gic ABC,  bit BC = 4 cm,  A = 60o,  bn knh  ng trn ni 
tip tam gic bng 1  cm.  

15.  Tam gic ABC cn ti A c cnh y nh hn cnh bn,  ni tip  ng 
trn (O).  Tip tuyn ti B v C ca  ng trn ln l t ct tia AC v tia 
AB  D v E.  Chng minh :  

a)  BD2  =  AD.CD ;  

b)  T gic BCDE l t gic ni tip ;  

c)  BC song song vi DE.  

16.  Mt mt phng cha trc OO'  ca mt hnh tr ;  phn mt phng nm 
trong hnh tr l mt hnh ch nht c chiu di 3  cm,  chiu rng 
2 cm.  Tnh din tch xung quanh v th tch hnh tr .  

17.  Khi quay tam gic ABC vung  A mt vng quanh cnh gc vung AC 

c nh,  ta  c mt hnh nn.  Bit rng BC = 4 dm,  ACB = 30o.  Tnh 
din tch xung quanh v th tch hnh nn.  

18.  Mt hnh cu c s o din tch (n v :  m2) bng s o th tch (n v :  m3).  
Tnh bn knh hnh cu,  din tch mt cu v th tch hnh cu.  
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