%

DAISO

‘ BO GIAO DUC VA DAO TAO
G
NHA XUAT BAN GIAD DUC VIET NAM

NANG CADI 0

=

pAl SO NANG CAO



BO GIAO DUC VA PAO TAO

DOAN QUYNH (Téng Chu bién) - NGUYEN HUY DOAN (Chu bién)
NGUYEN XUAN LIEM - PANG HUNG THANG - TRAN VAN VUONG

PAISO

NANG CAO

(T&i ban I4n thu tam)

NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM



MOT SOL U Y KHI SUDUNG SACH GIAO KHOA
1) Nhiing ki hiéu dung trong sach :
El Phan hoat déng cla hoc sinh.
0O Ki hiéu két thic moét chding minh ho&c vi du.
2) Khéng nén viét vao sach dé sach co thé dung lau dai.

3) Ngoai may tinh bd tii CASIO fx 500 MS da d dc gidi
thiéu trong sach, hoc sinh c6 thé dung cac loai may
tinh bo tui khac cé cuing tinh nang nh

SHARPEL 506W, SHARPEL 509W,...

Chiu trach nhiém xu&t ban : Chd tich H6i déng Thanh vién kiém Téng Giam déc NGO TRAN Al
Phé Téng Giam déc kiém Téng Bién tap VU VAN HUNG

Bién tap 1an ddu : PHAM BAO KHUE - HOANG XUAN VINH
Bién tap tai ban : NGUYEN NGOC TU - HOANG NGOC PH ONG
Bién tap ki thuat : NGUYEN KIM TOAN - TRAN THANH HANG
Trinh bay bia va minh hoa : BUI QUANG TUAN
Stta banin: HOANG VIET
Ché ban: CONG TY CO PHAN DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI

Ban quyén thudc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam - Bé Giao duc va Dao tao

DAI SO 10 - NANG CAO

Ma s6 : NH001T4
S6 dang ki KHXB : 01-2014/CXB/570-1062/GD

In ... cudn (@D 26GK), kh3 17x24 (cm).
Intai oo
In xong va nop | u chiéu thang ....... nam 2014.



Vx, P(x) = O(x)
la;b]cR
"Né&u A thi B"
AN B=C

355

e
113Q

Chuong nay sé cung cap nhiing kién thic m& dau vé logic
toan va tap hop. Céc khai niém va cac phép toan vé ménh dé
va tap hop sé gilp chang ta dién dat cac ndi dung toan hoc
thém r6 rang va chinh xac, dong thoi gip ching ta hiéu day
du hon vé suy luanva chung minh trong toan hoc. Béi vay,
chuong nay c6 y nghia quan trong doi véi viéc hoc tap mon Toan.




MENH BE VA MENH PE CHUA BIEN

1. Ménhdélagi?
Trong khoa hoc ciing nh trong doi song hang ngay, ta th ong gap nhiing cau
néu 1én mot khéng dinh. Khéng dinh d6 c6 thé ding hoic sai.
Vi du 1. Ching ta hay xét cdc cau sau day.
(a) Ha Noi 1a tha d6 ctia Viét Nam.
(b) Th ong Hai la mot thanh pho cua n Do.

) 1+1=2.

(d) 27 chia hét cho 5.

Cic cau (a) va (c) 1a nhitng cau khang dinh ding. Céc cau (b) va (d) 12 nhiing
cau khang dinh sai. Ng i ta goi mdi cau trén 12 mot ménh dé logic. O

Mot ménh dé logic (goi tit la ménh dé) la mot cau khdng dinh
diing hodic mot cau khdng dinh sai. Mot cau khdng dinh diing goi la
mot ménh dé ditng. Mot cdau khang dinh sai goi la mot ménh dé sai.
Mot ménh dé khong thé viva diing vira sai.

CHUY
Cau khong phai 14 cau khang dinh hoac cau khang dinh ma khong c6
tinh ding - sai (tinh hoac ding, hoac sai) thi khong phai 1a ménh dé.

Chéng han, cau "Hom nay troi dep qud !" 12 mot cau cam than do d6
khong phai 1a ménh dé.

2. Ménh dé phu dinh
Vi du 2. Hai ban An va Binh dang tranh
luan véi nhau.
Binh n6i : "2003 la s6 nguyén to".
An khang dinh : "2003 khong phai 13 s6
nguyén to".
Néu ki hiéu P 1a ménh dé Binh néu thi
ménh dé clia An c6 thé dién dat 1a
"Khong phai P" va d oc goi 1a ménh dé
phii dinh cua P. O




Cho ménh dé P. Ménh dé "Khong phdi P" d oc goi la ménh dé
phi dinh ciia P va ki hiéu la P . Ménh dé P va ménh dé phi
dinh P la hai cdu khdng dinh trdi ng oc nhau. Néu P ding thi
P sai, néu P sai thi P diing.

CHUY

Ménh dé phi dinh cia P ¢6 thé dién dat theo nhiéu cach khdc nhau.
Chéang han, xét ménh dé P : "2 14 s6 hifu ti". Khi d6, ménh dé phu
dinh ctia P ¢6 thé phat bidu 1a P : "/2 khong phai 12 s6 hitu ti" hodc
P "2 1a mot s6 vo ti".

El Néu ménh dé phi dinh cia méi ménh dé sau day va xac dinh xem ménh dé
phd dinh doé diung hay sai.

(a) Pa-ri la thi d6 ctia n dc Anh.

(b) 2002 chia hét cho 4.

Meénh dé kéo theo va ménh dé dao

Vi du 3. Xét ménh dé "Néu An
v ot dén do thi An vi pham
luat giao thong".

Ménh dé trén c6 dang "Néu P
thi Q" trong d6 P 1a ménh dé
"An v ¢t dén do", O la ménh
dé "An vi pham luat giao
thong". Ta goi d6 1a ménh dé
kéo theo. 0

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé "Néu P thi Q" d oc goi la

ménh dé kéo theo va ki hiéu la P = Q. Ménh dé P = Q sai khi
P dung, Q sai va dung trong cdc tr ong hop con lai.

Tuy theo noi dung cu thé, doi khi ng di ta con phat biéu ménh dé P = Q
1a "P kéo theo Q" hay "P suy ra Q" hay "Vi P nén Q"...
Ta th ong gap céc tinh hudng sau :
Cd hai ménh dé P va Q déu diing. Khi dé P = Q la ménh dé diing.
Ménh dé P diing va ménh dé Q sai. Khi dé P = Q la ménh dé sai.
Vi du 4. Ménh dé "Vi 50 chia hét cho 10 nén 50 chia hét cho 5" 1a ménh dé
diing. Ménh dé "Vi 2002 1a s6 chan nén 2002 chia hét cho 4" 1a ménh dé sai.
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[H2| Cho tir giac ABCD. Xét ménh dé P : "Ti giac ABCD Ia hinh chif nhat" va ménh
dé Q : "Tur giac ABCD c6 hai d ong chéo bdng nhau". Hay phat biéu ménh dé
P = Q theo nhiéu cach khac nhau.

H Cho ménh dé kéo theo P = Q. Ménh dé Q = P d oc goi la
ménh dé ddo ciia ménh dé P = Q.

Vi du 5. Cho tam gidc ABC. Ménh dé dao ciia ménh dé "Néu tam gidc ABC 1a
tam gidc déu thi n6 1a tam gidc can" 1a ménh dé "Néu tam gidc ABC 1a tam
gidc can thi n6 1a tam gidc déu".

Ménh dét ongd ong

Vi du 6. Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé P : "Tam gidc ABC la tam gidc can"
va ménh dé Q : "Tam gidc ABC c6 hai d Ong trung tuyén bang nhau". Ménh dé R :
"Tam gidc ABC 1a tam gidc can néu tam gidc d6 ¢ hai d ong trung tuyén bang
nhau va ng oc lai" con c6 thé phét biéu 1a : "Tam gidc ABC 1a tam gidc can néu
va chi néu tam gidc do c6 hai @ ong trung tuyén bang nhau", ménh dé d6 c6
dang "P néu va chi néu Q". Ta goi R 1a mot ménh dé t ong d ong. |

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé cé dang "P néu va chi néu Q"
d oc goilaménh dét ongd ong va ki hiéula P < Q.

Ménh dé P < Q ding khi cd hai ménh dé kéo theo P = Q va
Q = P déu diing va sai trong cdc tr ong hop con lai.

Doi khi, ng 0i ta con phét biéu ménh dé P <> Q 1a "P khi va chi khi Q".
Ménh dé P < Q ding néu cd hai ménh dé P va Q cung diing hodc
cung sai. Khi dé, ta néi rang hai ménh dé P va Q t ong d ong
voi nhau.

a) Cho tam giac ABC. Ménh dé "Tam giac ABC la mot tam giac co ba goc bang nhau
néu va chi néu tam giac dé cé ba canh bédng nhau" la ménh dé gi ? Ménh dé do
dung hay sai ?
b) Xét cac ménh dé P : "36 chia hét cho 4 va chia hét cho 3" ;

0 : "36 chia hét cho 12".
i) Phat biéu ménh dé P = Q, 0 = P vaP < Q.
ii) Xét tinh dung - sai ctia ménh dé P < Q.



5. Khai niém ménh dé chita bién
Vidu 7. Xét cic cau sau day.
(1) "n chia hét cho 3", (vGi n 1a sO tu nhién).
(2) "y >x+3", (v6i x v y 12 hai s6 thuc).
Mai cau trén déu 12 mot cau khing dinh chita mot hay nhiéu bién nhan gi4 tri
trong mot tap hop X nao dé. Tinh ding - sai ctia chiing tuy thudc vao gia tri cu
thé ctia cac bién d6. Néu cho cdc bién nhing gid tri cu thé trong tap X thi ta
d oc nhitng ménh dé. Chang han, néu ki hiéu cau (1) 1a P(n) thi P(6) 1a
"6 chia hét cho 3", d6 1a ménh dé ding ; néu ki hiéu cau (2) 1a Q(x ; y)
thi Q(1;2)1a"2>1 + 3", d61a ménh dé sai. O
Cdc cdu kiéu nh  cdu (1) va cdu (2) d oc goi la nhitng ménh dé chira bién.
Cho ménh dé chiia bién P(x): "x > x*" véi x Ia s6 thuc. HGi mbi ménh dé P(2)

va P(%) dung hay sai ?

6. CacKki hiéu V va 3

a) Ki hiéu V
Cho ménh dé chiia bién P(x) véi x € X. Khi d6 khang dinh

"V61 moi x thuoc X, P(x) ding" (hay "P(x) ding v6i moi x thuoc X') (1)
la mot ménh dé. Ménh dé nay ding néu véi x, bat ki thuoc X, P(x,) la ménh dé
ding. Ménh dé nay sai néu ¢ x, € X saocho P(x;) laménh d¢ sai.
Meénh dé (1) d oc ki hiéu 1a

"Vxe X, P(x)"hoac"Vxe X: P(x)".
Ki hiéu V doc 1a "véi moi".
Vidu 8
a) Cho ménh dé chita bién P(x) : " % =2x+2>0" v6i x 12 s6 thuc. Khi dé
ménh dé "Vx e R, P(x)" ding vi véi bat ki x € R ta déu ¢6
X2 =2x+2=(x—1)*+1>0.

b) Cho ménh dé chita bién P(n) : "2" +1 1a s6 nguyén t6" véi n 12 s6 tu nhién.
Khi d6, ménh dé "Vn € N, P(n)" sai vi v6i n = 3 thi P(3) : "3 4 11as6

N

nguyén t6" 1a ménh dé sai. O

[H5] Cho menh dé chia bién P(n): "n(n+1) I4 s6 18" véi n 4 s6 nguyén. Phét biéu

AN

ménh dé "vn e Z, P(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?



b) Ki hiéu 3
Cho ménh dé chita bién P(x) vé6i x € X. Khi dé, khang dinh
"Toén tai x thuoc X dé€ P(x) ding" 2)

la mot ménh dé. Ménh dé nay ding néu c6 xye€X dé P(x,) la ménh dé
ding. Ménh dé nay sai néu vé6i x, bat ki thuoc X, P(x,) la ménh de sai (n6i
cach khac la khong ¢6 x; nao thuoc X dé P(xy) 1a ménh dé ding).

Meénh dé (2) d oc ki hiéu I1a
"dx € X, P(x)"hoac"dx e X : P(x)".

Ki hiéu 3 doc 1a "ton tai".

Vidu9

a) Cho ménh dé chita bién P(n) : "2" +1 chia hét cho n" v6i n 12 s6 tu nhién.
Khi d6, ménh dé "3n € N, P(n)" ddng vi v6i n =3 thi P(3) : " 23 +1 chia hét
cho 3" 1a ménh dé ding.

b) Cho ménh dé chita bién P(x) : "(x—1)*> <0" véi x 1a s6 thuc. Khi d6, ménh dé

"Ix € R, P(x)" 1a ménh d¢ sai vi v6i bat ki x, € R, tadéuco (x,— 1)2 >0. O

Cho ménh dé chiura bién Q(n) : "2" —1 la s6 nguyén t6" véi n la s6 nguyén
d ong. Phat biéu ménh dé "In e N*, Q(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?

Ménh dé phu dinh cua ménh dé cé chira ki hiéu V, 3

Vi du 10. Ménh dé phu dinh ctia ménh dé "Véi moi s6 tu nhién n, 2% 41 1as6

2N

nguyén t6" 1a "Ton tai so tu nhién n dé 2% 11 khong phai 1a s6 nguyén t6". [
Cho ménh dé chita bién P(x) vdi x € X. Ménh dé phu dinh ciia
ménh dé "Vx € X, P(x)" la
"dx e X, P(x)".
Vi du 11. Ménh dé phu dinh ciia ménh dé "Trong 16p em c6 ban khong thich
mon Toan" 1a "T4t ca cac ban trong 16p em déu thich mon Todn". O
Cho ménh dé chita bién P(x) voi x € X. Ménh dé phu dinh cua
ménh dé "Ix € X, P(x)" la
"Vx e X, P(x)".
Néu ménh dé pht dinh clia ménh dé "Téat cé cac ban trong I6p em déu co
may tinh".



Cauhdiv b itap

Trong cédc cau d Gi day, cau nao 1a ménh dé, cau nao khong phai 1a ménh dé ?
Néu 1a ménh dé thi em hay cho biét n6 ding hay sai.

a) Hay dinhanhlén!; b)5+7+4=15; ¢) Nam 2002 Ia nam nhuan.
Néu ménh dé pht dinh cia méi ménh dé sau va xdc dinh xem ménh dé phu
dinh do6 ding hay sai.

a) Ph ong trinh x* — 3x + 2 = 0 ¢6 nghiém.

b) 2'" — 1 chia hét cho 11.

c¢) C6 vo s6 s6 nguyén to.

Cho tit gidc ABCD. Xét hai ménh dé :

P : "Tt gidc ABCD la hinh vuong",

Q : "T& gidc ABCD 1a hinh chit nhat c6 hai d ong chéo vudng gbc".

Phit biéu ménh dé P < Q bang hai cdch va cho biét ménh dé d6 diing
hay sai.

Cho ménh dé chita bién P(n) : "n* — 1 chia hét cho 4" véi n 1a s6 nguyén. Xét
xem moi ménh dé P(5) va P(2) ding hay sai.

Néu ménh dé phu dinh cia méi ménh dé sau :

a)Vne N ,n*—11aboicla3; D) Vxe R ¥ —x+1>0;
)IreQ,*=3; d)3n e N, 2"+ 112 s6 nguyén (6 ;

e)VneN,2">n+2.

0 4/,
SHLe,

CAcC SO PHEC-MA

Cac s6 F,=2* +1 d dc goi la cac s6 Phéc-ma. Ménh dé F : "vn e N, 2% +1 la s6
nguyén t&" do nha toan hoc 16i lac Phéc-ma (P. Fermat, 1601 — 1665) néu ra khi 6ng
nhan xét thdy cac s6 F, =3, F, =5, F, = 17, F; = 257, F, = 65 537 déu la s& nguyén t6.
Nha toan hoc thién tai O-le (L. Euler, 1707 — 1783) d& chiing t& ménh dé F sai bang
cach chira véin=5ta cd F5 = 2°% +1=4294967297 = 641 x 6 700 417 chia hét cho 641,
khéng phéi 1a s6 nguyén t6.
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AP DUNG MENH BE VAO
SUY LUAN TOAN HOC

Dinh li va chitng minh dinh li

Vi du 1. Xét dinh 1i "N€u 7 1a s6 tu nhién 1é thi n* — 1 chia hét cho 4",
Dinh li nay d ¢c hiéu mot cdch ddy da 12 "V6i moi s6 tu nhién n, néu n 1a s6
1& thi n* — 1 chia hét cho 4"
Trong todn hoc, dinh li la mot ménh dé diing. Nhiéu dinh li d oc
phdt biéu d i dang

"Vx e X P(x) = 0()", (1)
trong dé P(x) va Q(x) la nhitng ménh dé chita bién, X la mot tdp
hop nao do.

Chitng minh dinh li dang (1) la diung suy ludn va nhiing kién thiic
da biét dé khang dinh rdang ménh dé (1) la ding, titc la cdn chiing
10 rang voi moi x thuéc X ma P(x) diing thi Q(x) ding.

C6 thé ching minh dinh 1f dang (1) mot cdch truc ti€p hodc gian tiép.

Phép chiing minh truc ti€p gom cac b Gc sau :
— Lay x tuy y thuoc Xma P(x) ding ;
— Duing suy luan va nhimg kién thic todn hoc da biét dé chi ra ring Q(x) diing.
Vi du 2. Hay ching minh truc ti€p dinh 1i néu & vi du 1.
Chitng minh. Cho n 1a s6 tu nhién 1& tuy y. Khi d6, n = 2k + 1, k € N.
Suy ran® — 1 =4k> + 4k + 1 — 1 = 4k(k + 1) chia hét cho 4. O
Doi khi viéc chiing minh tryc ti€p mot dinh 1i gap kho khan. Khi do, ta dung

cach chiing minh gian ti€p. Mot cach ching minh gian ti€p hay d oc dung la
chiing minh bang phan ching.

Phép ching minh phan ching gém cac b 6c sau :

— Gia su ton tai x thudc X sao cho P(x,) ding va Q(x,) sai, tic 1a ménh dé (1)
1a ménh dé sai ;

— Dung suy luan va nhitng kién thifc toan hoc da biét dé di dén mau thuén.



Vi du 3. Ching minh bang phan ching dinh Ii "Trong mat phang, cho hai
d ong thang a va b song song v6i nhau. Khi dé, moi d ong thing cit a thi
phai cét b".

Chimg minh. Gia st ton tai d ong thang ¢ cat @ nh ng song song vé6i b. Goi M
12 giao diém cta a va c. Khi d6, qua M c6 hai d ong thiang a va ¢ phan biét
cling song song véi b. Diéu nay mau thuén véi tién dé O-clit. O

[H1| Chung minh béng phan chung dinh Ii "V6i moi s tu nhién n, néu 3n + 2 Ia s6 1
thi n 14 56 18"

Piéu kién can, diéu kién du
Cho dinh li d 6i dang

"Vx e X, P(x) = Q(x)". (1)
P(x) d oc goi la gid thiét va Q(x) la két ludn ciia dinh Ii.

Pinh li dang (1) con d oc phat biéu :

P(x) la diéu kién du dé c6 Q(x)
hoac

Q(x) la diéu kién cdn dé c6 P(x).
Vi du 4. Xét dinh 1i "V&i moi s6 tu nhién 7, néu n chia hét cho 24 thi n6 chia
hét cho 8".
Khi dé, ta néi "n chia hét cho 24 1a diéu kién du dé n chia hét cho 8" hoic
ciing n6i "n chia hét cho 8 1a diéu kién can dé n chia hét cho 24". O

@ Binh li trong vi du 4 ¢6 dang "Vn € N, P(n) = Q(n)". Hay phat bi€u hai ménh dé
chtra bién P(n) va Q(n).

Pinh li dao, diéu Kkién can va du
Xét ménh dé dao cta dinh 1i dang (1)

"Vx e X, O(x) = P(x)". )
Meénh dé (2) c6 thé diing, c6 thé sai. Néu ménh dé (2) ding thi né d oc goi la
dinh li ddo cla dinh 1i dang (1). Ldc d6 dinh 1i dang (1) s€ d ¢c goi la dinh li
thudn. Dinh 1i thuan va ddo c6 thé viét gop thanh mot dinh If

"VxeX, P(x) = 0(x)".
Khi do, ta noi

P(x) la diéu kién can v du dé cé Q(x).
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Ngoai ra, ta con néi "P(x) néu va chi néu Q(x)" hoac "P(x) khi va chi khi
O(x)" hoac "Diéu kién can va dl dé c6 P(x) 1a c6 Q(x)".

EI Xét dinh Ii "V6i moi s6 nguyén d ong n, n khéng chia hét cho 3 khi va chf khi
n’* chiacho3d 1"
St dung thuat ngir "diéu kién céan va di" dé phat biéu dinh i trén.

Cauhdiv b itap

6. Phit biéu ménh dé ddo cua dinh Ii "Trong mot tam gidc can, hai d dOng cao tGng
v6i hai canh bén thi bang nhau". Ménh dé dao do ding hay sai ?

7. Ching minh dinh 1i sau bang phan ching :

"Néu a, b 1a hai s6d ong thi a+b>2ab "

8. Sur dung thuat ngit "diéu kién di" dé phat bi€u dinh 1i "Néu a va b 12 hai s6 hitu
ti thi tdng a + b ciling 12 s6 hitu ti".

9. Sir dung thuat ngit "diéu kién can" dé phat biéu dinh 1i "Né&u mot s6 tu nhién
chia hét cho 15 thi n6 chia hét cho 5".

10. Sir dung thuat ngit "diéu kién cin va di" dé phat biéu dinh 1i "Mot tif gidc noi tiép
d oc trong mot d ong tron khi va chi khi tdng hai géc doi dién clia né 1a 180°".

11. Chdng minh dinh 1f sau bang phan ching :

12

"Néu 7 1a so tu nhién va n* chia hét cho 5 thi n chia hét cho 5"

S,
pOI NET VE GIOOC-GIO BUN
NG Ol SANG LAP RA LOGIC TOAN

Giobdc-gio Bun sinh ngay 2-11-1815 & Luan Dén. Ong 1a con trai mot nha ban tap hoa
nhd. Vi nha nghéo nén tir ndm 16 tudi dng da phai tim viéc lam dé kiém tién dd dan
cha me. Ong bét dau day hoc tir khi d6. Nam 20 tudi, 6ng m& mét tr dngt & qué
nha. Vira cadm cui day hoc, 6ng vlra ra sdc tu hoc, tich luy von kién thiic toan hoc.



Giooc-gio Bun
(George Boole, 1815  1864)

Hoan toan bang cac kién thiic tu hoc, 6ng da bat tay vao
nghién cGu v&i mot niém say mé I6n lao trong hoan canh kinh
t€ khé khan thiéu thon. V6i nang khiéu, su thong minh va
niém say mé toan hoc, 6ng da dat d dc mot sé két qua va bat
dau néi tiéng nhd nhiing cong trinh cGa minh nh : "Giai tich
toan hoc cua légic", "Cac dinh luat cla t duy". Nho do, éng
d gc b8 nhiém lam Gido s toan cla tr dng NIt hoang & Ai-len
(Ireland) t&r nam 1849 cho dén cudi dai. Mét diéu kha tha vi 1a
ng oi con gai clia 6ng chinh & ni van si E-ten Bun (Eten Boole),
tac gia cla cudn tiéu thuyét "Rudi trau" r&

" rat ndi tiéng.
Ong mét ngay 8-12-1864, tho 49 tudi. Cudc ddi va su nghiép

clia 6ng la mot tdm g ong sang dang dé ching ta noi theo vé tinh than khic phuc kho
khan, lao ddng can cu, kién nhan hoc tap va say mé nghién ciiu, sang tao.

Luyén tap

12. Dién déu "x" vao 6 thich hgp trong bang sau :

Cau

Khong 1a ménh dé | Ménh dé ding | Ménh dé sai

2* 1 chia hét cho 5.

153 1a s6 nguyén to.

Ci4m da bong & day !

Ban c¢6 mdy tinh khong ?

13. Néu ménh dé phu dinh cia m6i ménh dé sau :
a) Tt gidc ABCD da cho 1a mot hinh chit nhat ;
b) 9801 12 56 chinh ph ong.

14. Cho tit gidc ABCD. Xét hai ménh dé
P : "Tt gidgc ABCD c6 téng hai géc doi 1a 180" ;

Q : "Ta gidc ABCD la t giac noi tiép".

Hay phat biéu ménh dé P = Q va cho biét ménh dé nay ding hay sai.

13



15.

16.

17.

18.

19.

14

Xét hai ménh dé
P : "4686 chia hét cho 6" ; Q : "4686 chia hét cho 4".

Hay phat biéu ménh dé P = Q va cho biét ménh dé nay ding hay sai.

Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé "Tam gidc ABC la tam gidc vuong tai A néu
va chi néu AB* + AC* = BC*". Khi viét ménh dé nay d 6i dang P < Q, hay
néu ménh dé P va ménh dé Q.

2

" "

Cho ménh dé chita bién P(n) : "n = n™" v6i n 1a s6 nguyén. Dién dau "x" vao 0

vuong thich hop.

a) P(0) ping [ | Sai[ |
b) P(1) ping [ | Sai[ |
¢) P(2) ping [ | Sai[ |
d) P(-1) ping [ | Sai[ |

e)dn € Z, P(n) bung D Sai D
) Vn e Z, P(n) ping [ | Sai[ |.

Néu ménh dé phu dinh cia méi ménh dé sau :

a) Moi hoc sinh trong 16p em déu thich moén Toén ;

b) C6 mot hoc sinh trong 16p em ch a biét st dung may tinh ;

¢) Moi hoc sinh trong 16p em déu biét d4 bong ;

d) C6 mot hoc sinh trong 16p em ch a bao gid d oc tdm bién.

Xéc dinh xem cdc ménh dé sau day ding hay sai va néu ménh dé phu dinh cta
moi ménh dé do :

a)dx e R,xzz 1;

b) 3n € N, n(n + 1) 1a mot s6 chinh ph ong ;

oVxeR, (x— 1)2¢x— 1;

d) Vn € N, n? +1 khong chia hét cho 4.



20. Chon ph ong an tra 10i ding trong cac ph ong an da cho sau day.

21.

Meénh dé "Ix e R, x> =2" khang dinh ring :

(A) Binh ph ong ctiia méi s6 thuc bang 2.

(B) C6 it nhat mot s6 thuc ma binh ph ong ctia n6 bang 2.

(C) Chi c6 mot s6 thuc ¢ binh ph ong biang 2.

(D) Néu x 1a mot s6 thuc thi x” = 2.

Ki hiéu X 1a tap hop cdc cau thu x trong doi tuyén boéng rd, P(x) 12 ménh dé
chita bién "x cao trén 180 cm".

Chon ph ong an tra 16i diing trong cac ph ong an da cho sau day.

Meénh dé "Vx € X, P(x)" khang dinh ring :

(A) Moi céau tht trong doi tuyén bong ré déu cao trén 180 cm.

(B) Trong s6 céc ciu thli ctia doi tuyén bong ré c6 mot s6 cau thi cao trén
180 cm.

(C) Bt ctt ai cao trén 180 cm déu 1a cau thi cua doi tuyén bong 0.

(D) C6 mot s6 ng i cao trén 180 cm 1a cdu thu cha doi tuyén bong 6.

TAP HOP VA CAC PHEP TOAN
TREN TAP HGP

Tap hop
0 16p d 6i, chiing ta da 1am quen véi khai niém tap hop. Nhé lai rang

Tdp hop 12 mot khéi niém co ban cta todn hoc. Ta hiéu khdi niém tap hop qua
cac vi du nh : Tap hop tat ca cac hoc sinh 16p 10 cua tr ong em, tap hgp cac
s6 nguyeén t0,... . Thong th dng, modi tap hop gém céc phan tir cing ¢6 chung
mot hay mot vai tinh chit nao do.
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Néu a la phan tir cua tap hop X, ta viét a € X (doc la : a thudc X). Néu a khong
phai 12 phan tir cha X, ta viét a ¢ X (doc 12 : a khong thuoc X). D€ cho gon, doi
khi "tap hop" s&€ d oc goi tat 1a "tap".

Ta th Ong cho mot tap hop bang hai cach sau day.

1) Liét ké cdc phan tir cia tap hop.

EI Viét tap hgp tét ca cac chir cai co6 mat trong dong chir "Khéng co gi quy hon
déc lap tu do”.

2) Chi ré cdc tinh chdt ddc tr ng cho cdc phdn tir cua tdp hop.

[H2]

a) Xét tap hop A = {n € N | 3 < n <20}. Hay viét tdp A bang céach ligt ké cac phan tir
clia no.

b) Cho tap hop B={-15;-10;-5:;0;5;10; 15}. Hay viét tdp B bang cach chi ré cac
tinh chét dac tr ng cho cac phan tir cla no.

Noi chung, khi n6i dén tap hop la néi dén cdac phan ti cia nd. Tuy nhién,
ng Oi ta cling xét ca tap hgp khong chita phan tir nao. Tap hgp nh  vay goi la
tdp rong va d oc ki hiéu 1a &.

Tap con va tap hop bang nhau
a) Tap con

” Tdp A d oc goi la tdp con cua tdp B va ki hiéu la A < B néu moi
phdn tif cua tdp A déu la phan tir cua tdp B.

AcB& (Vx,xe A= x € B).

Néu A c B thi ta con n6i tap A bi chita trong tap B hay tap B chita tap A va con
viétla B D A.

Tir dinh nghia tap con, dé thdy tinh chat bac ciu sau
(AcBvaBc(C)=Ac(O).
Ciing dé thay mdi tap hop 1a tap con ctia chinh nd.

Ng oi ta coi & la tap con cua moi tap hop, tic 1a & < A véi moi tap A.



[H3] Cho hai tap hop A = {n e N | n chia hét cho 6} va B = {n e N | n chia hét
cho12}. HGiAcBhayBc A ?

b) Tap hop bang nhau

Hai tdp hop Ava B d oc goi la bang nhau va ki hiéu la A = B néu
moi phdn 1 ciia A la mot phdn ti ciia B va moi phdn tit ciia B
ciing la mot phan ti ciia A.

Tu dinh nghia nay, ta c6

A=B< (AcBvaBcCA).
Hai tap hop A va B khong bang nhau (hay khac nhau) d oc ki hiéu 1a A = B.
Nh vay, hai tdp hop A va B khac nhau néu c6 mot phan tir cia A khong la
phén tir ctia B hoac ¢6 mot phan tir ctia B khong 1a phan ti cia A.

Xét dinh Ii "Trong méat phang, tap hop cac diém cach déu hai mut ctia mot
doan thdng la d ong trung truc cla doan thdng do".

Day co phaéi la bai toan chimg minh hai tdp hop bdng nhau khéng ? Néu co, hdy néu
hai tap hop do.

¢) Biéu do Ven

Céc tap hop c6 thé d oc minh hoa truc quan biang hinh
v& nho biéu d6é Ven do nha todn hoc ng di Anh Gioén
Ven (John Venn) l1an dau tién d a ra vao nam 1881.
Trong biéu d6 Ven, ng 0i ta dung nhitng hinh giéi han
boi mot d Ong khép kin dé biéu dién tap hop.

Chang han, hinh 1.1 thé hién tap A 1a tap con cta tap B. Hinh 1.1

Vi du 1. Chiing ta da biét tap hgp s6 nguyén d ong N, tap hop s6 tu nhién N,
tap hop s6 nguyén Z, tap hop s6 hitu ti Q va tap hop s6 thuc R.

Ta c6 céc quan hé sau

N*CNCZC@CR.

El V& bi€u d6 Ven mo6 ta cac quan hé trén.

17



3. Mot s cac tap con cua tap hop sé thuc

Trong cic ch ong sau, ta th ong st dung céc tap con sau day cua tap so thuc R.

Tén goi va ki hiéu Tap hop Biéu dién trén truc so
’ ' o (phan khong bi gach chéo)
Tap so thuc (-0 ; +0) |R 0
a b
Doan [a ? b] {x e R | a S x S b} Il Illl Ill{ ]Il/ Il Illl
id a b
Khoang (a ; b) {x (= R | a<<x< b} HHH /’/( )/’/ -
2 hid a b
Ntra khoang [a ; b) (xeR|a<x<b) pr— ) bt
) > . a b
Nura khoang (a ; ] (xeR|a<x<b) soiiiedd Frovesriens
9 9 a
Nua khoang (- ; a] {xeR|x<a} ]// i
2 2 . a
Nua khoang [a ; +0) (xeR|x>a} s {
2 a
Khoidng (=00 ; @) {xeR|x<a} Jostoe
) a
Khoang (a ; +o0) (xeR|x>a) p—

Trong cac ki hiéu trén, ki hi¢u —oo doc 1a am vo cuc, ki hiéu +oo doc 1a d ong
vo cuc ; avab d gc goi la cdc dau mut cua doan, khoang hay ntra khoang.

Hay ghép mbi y G cét trai véi mot y & cot phai ¢ cung mét ndi dung thanh cép.

a)yxe[l;5]; 1)1<x<5;
bxe(;5]; 2)x<5;
c)xe[5;+4x); 3)x>5;
d)yx e (-0;5); 4)1<x<5;
5)1<x<5.

18



4. Cac phép toan trén tap hop
a) Phép hop

‘ Hop cua hai tip hop A va B, ki hiéu la A U B, la tdap hop bao
gom tdt cd cdc phdn tit thudc A hodc thudc B.

AUB={x|x e A hoac x € B}.

Trén biéu d6 Ven (h.1.2), phan gach chéo bi€u
dién hop cua hai tap hop A va B.

Vidu 2. Cho doan A =[-2; 1] vakhoang B=(1; 3).
Taco

AUB=[-2;3). O

b) Phép giao

|| Giao cua hai tdp hop A va B, ki hiéu la A N B, la tdp hop bao
gom tdt cd cdc phan tir thudc cd A va B.

ANnB={x|xeA va x € B}.

Trén biéu do Ven (h.1.3), phan gach chéo biéu
dién giao cua hai tap hop A va B.

NL

Néu hai tap hop A va B khong c6 phan tu chung,
nghiala A N B = & thi ta goi A va B la hai tap
hop roi nhau. Hinh 13

Vi du 3. Cho nia khoang A = (0 ; 2] vadoan B=[1; 4]. Tacé

ANnB=]1;2]. O
Goi A la tap hdp céac hoc sinh gidi Toan cla tr dng em, B la tap hop cac hoc
sinh giéi Van cta tr ng em. Hdy mé td haitdp A W B va A N B.

¢) Phép lay phan bu

Cho A la tdp con cua tdp E. Phdn bu ciia A trong E, ki hiéu la CEA(I),
la tdp hop tdt cd cdc phan ti ciia E ma khong la phdn tir ciia A.

(1) C 1a chit dau tién cia tir tiéng Anh "complement” c6 nghia phan bii, b sung.



22.

23.
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Trén biéu d6 Ven (h.1.4), phan gach chéo biéu dién
phan bu cua tap A trong E.

Vi du 4. Phan bu cua tap cac s6 tu nhién trong tap cac
sO nguyén la tap cdc s6 nguyén am. Phan bu cuta tap
cac s 1é trong tap cac s6 nguyén la tap cac s6 chan. O

a) Phan bu cla tap sé hitu t/ Q trong R 14 tap nao ? Hinh 1.4

b) Gid sir A la tap hop cac hoc sinh nam trong I6p em, B la tap hop cac hoc sinh
trong I6p em va D la tap hop cac hoc sinh nam trong tr ng em. Hay mo ta cac tap
hop : CpA ; C,A.

CHUY

V6i hai tap hop A, B bat ki, ng 0i ta con xét hiéu cua hai tap hop
A vaB.

| Hiéu cua hai tdp hop A va B, ki hiéu la A\ B, la tdp hop bao
gom tdt cd cdc phan tit thudc A nh ng khong thuoc B.

A\B={x|xe A va x ¢ B}.

Trén biéu d6 Ven (h.1.5), phan gach chéo biéu dién
hiéu cua hai tap A va B. /
Vi du 5. Cho ntra khoang A = (1 ; 3] va doan B=[2 ; 4]. /

Khi dé, ANB = (1; 2). //

Tir dinh nghia ta thiy, néu A c E thi
) Hinh 1.5

2

\

CpA =E\A.

Cauhoiv b itap
Viét moi tap hop sau bang cdch liét ké céc phan tir ctia n6 :
A)A={xeR|Q2r-xH2x*-3x-2)=0};

b) B={n e N*|3 <n”<30}.

Viét moi tap hop sau bang cach chi rd cédc tinh chat dac tr ng cho céc phan ti
cuand :



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32,

a)A=1{2:3;5:7}; b)B={-3;-2;-1;0;1:2;3};

c)C={-5;0;5;10;15}.

Xét xem hai tap hop sau c6 bang nhau khong :
A={xeR|x-1Dx-2)(x-3)=0}vaB={5;3;1}.

GiastA=1{2;4;6},B=1{2;6},C=1{4;6}vaD=1{4;6;8}. Hay xac
dinh xem tap nao la tap con cla tap nao.

Cho A 1a tap hop céac hoc sinh 16p 10 dang hoc & tr ong em va B la tap hop
céc hoc sinh dang hoc mon Tiéng Anh cua tr Ong em. Hay dién dat bang 15i
cac tap hop sau :

a)ANB; b) A\B; C)AUB; d) B\ A.

Goi A, B, C, D, E va F lan 1 ot 1a tap hop cdc tir gidc 16i, tap hop céc hinh
thang, tap hop cac hinh binh hanh, tap hop cac hinh chit nhat, tap hgp céc hinh
thoi va tap hgp céc hinh vuoéng. Hoi tap nao la tap con clia tap nao ? Hay dién
dat bang 10i tap D N E.

ChoA={1;3;5}vaB={1;2;3}. Timhaitap hop (A\B) U (B\A) va
(A U B)\ (A N B). Hai tap hop nhan d oc 1a bang nhau hay khac nhau ?

" \l

Dién dau "x" vao 6 trong thich hop.

aVxeR,xe(2,1;54)=>xe(2;)5) bing Sai
b)VxeR,xe(2,1;54)=>xe((2;6) Dung Sai
OVxeR,-12<x<23=-1<x<3 bung Sai
dDVxeR,-43<x<-32=-5<x<-3 bing Sai

Cho doan A =[-5; 1] vakhoang B=(-3;2). Tim AU BvaA N B.

Luyen tap

Xic dinh hai tap hop A va B, biét ring :

A\B={1;5;7;8},B\A={2;10} vaANnB={3;6;9}.
ChoA={1;2;3;4;5;6;9},B={0;2;4;6;8;9}vaC=(3;4;5;6;7}.
Hay tim A N (B\ C) va (A n B) \ C. Hai tap hop nhan d ¢c biang nhau hay
khéc nhau ?
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33.

34.

3S.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.
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Cho A va B 1a hai tap hop. Dung biéu d6 Ven dé kiém nghiém ring :
a)(A\B)cA; b)ANB\A)=J; c)AU (B\A)=AUB.
Cho A 1a tap hop céc so tu nhién chan khong 16n hon 10, B={n € N |n < 6}
vaC={neN|4<n<10}. Hay tim:

A)ANnBUO); b) (A\B) U (A\C) U (B\C).

n Al

Dién dau "x" vao 0 trong thich hop.

a)ac {a;b) ping [ | Sai[ |
b) {a}cla; b) ping [ | Sai[ |

ChotaphopA={a;b;c;d}. Liét ké tat ca cac tap con cia A c6 :
a) Ba phan tr ; b) Hai phan tur ; ¢) Khong qua mot phan ti.

Chohaidoan A =[a;a+2]vaB=[b; b+ 1]. Cic s6 a, b can thoa man diéu
kiengidé ANB=J?

Chon khing dinh sai trong cdc khang dinh sau :

(A) QNnR =Q; (B) N* n R = N*,

O zZuQ =Q; (D) NUN*=7Z.

Cho hai ntra khoang A = (=1 ;0] vaB=[0; 1). Tim A U B, A N B va CzA.
ChoA={neZln=2k, keZ} ,

B 1a tap hop céc s6 nguyén c6 chir so tan cung 12 0, 2, 4, 6, 8 ;
C={neZln=2k-2,keZ},;

D={neZln=3k+1, keZ)}.

Chiing minhring A=B, A=C vaA #D.

Cho hai nira khoang A = (0; 2], B=[1; 4). Tim Cy(A U B) va Cx(A N B).
ChoA={a,b,c},B=1{b,c,d},C=1{b,c,e}.

Chon khang dinh diing trong c4c khang dinh sau :
(AADAUBNC)=(AUB NC; B AUBNC)=(AUB) NAU(O);
O AUBINC=AUB NAUC); D)ANBUC=AUB NC.



] b/,
Skl

TIEU SU NHA TOAN HOC CAN-TO

}._.-""‘-\ Can-to sinh ngay 3-3-1845 tai Xanh Pé-tec-bua trong mét gia
.-"i'. Sy dinh c6 b6 1a mot th ong gia, me la mot nghé si. Tai nang va
g long say mé toan hoc clia 6ng hinh thanh rit sém. Sau khi t6t

' nghiép phd théng mét cach xuat sic, éng 6m &p hoai bao di
sau vao toan hoc. B8 clia 6ng mudn éng tré thanh mot ki s

vi nghé nay kiém d dc nhiéu tién hon. Nh ng 6ng da quyét
tam hoc sau vé toan va cudi cung, 6ng thuyét phuc d oc cha

bang long cho 6ng theo hoc nganh Toan. Ong viét th cho

Ghé-o6c Can-to
(Georg Cantor, 1845 1918)

cha daiy nh sau : "Con rat sung s 8ng vi cha da déng y cho
con theo dudi hoai bdo cla con. Tam hén con, co thé con
séng theo hoai bao dy". Ong bao vé luan an Tién si tai tr dng dai hoc Bec-lin vao
nam 1867. TU nam 1869 dé&n 1905, éng day & tr dng dai hoc Ha-lo (Halle). Ong la
ng &i sang lap nén li thuyét tap hgp. Ngay sau khi ra ddi, Ii thuyét tap hop da la co
s cho mot cudc cach mang trong viét sach va giang day toan. Nhiing céng trinh
toan hoc clia 6ng da dé lai dau an sau sic cho cac thé hé cac nha toan hoc 16p sau.
Nam 1925, Hin-be (D. Hilbert), nha toan hoc 16i lac cla thé ki XX da viét : "Toi da
tim th&y trong céc cong trinh clia 6ng vé dep cla hoa va tri tué. Téi nghi rang dé la
dinh cao ctia hoat déng tri tué clia con ng &i". TU nam 40 tudi, tuy c6 nhiing thdi ki
dau 6m phai nam vién nh ng 6ng van khéng ngling sang tao. M6t trong nhiing
cong trinh quan trong cla éng da d dc hoan thanh trong khoang thdi gian gitta hai
con dau. Ong mat ngay 6-1-1918 tai mot bénh vién & Ha-lo, tho 73 tudi.
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SO GAN PUNG VA SAISO

So6 gan ding o
ciaban (212535 cm.

(0125,3% em. 3 7w

Trong nhiéu tr ong hop, ta khong
biét d gc gia tri ding cua dai 1 ong
ta dang quan tam ma chi biét gia tri
gan ding ctia nd. Ca hai két qua do
chiéu dai chiéc ban & hinh bén chi la
cac gid tri gan ding véi chiéu dai
thuc cua chiéc ban.

[H1| Theo Téng cuc Thong ke, dén s6 n éc ta tai thi diém ngay 1-4-2003 I 80 902.4

nghin ng 0i, trong d6 s6 nam la 39 7554 nghin ng &i, s6 nit la 41 147,0 nghin ng &i ;
thanh thi c6 20 869,5 nghin ng 0i va ndng thén c6 60 032,9 nghin ng 0.
HAi cac s6 ligu néi trén la s6 dung hay sé gan dung ?

Sai s6 tuyét doi va sai s t ong doi

a) Sai so tuyét doi

Gid sw @ la gid tri diing cua mot dai | ong va a la gid tri gan ding
cua a. Gid tri|a — a| phdn dnh miic do sai léch giita a va a. Ta goi

|a@ — al la sai s6 tuyét doi cria sO' gan diing a va ki hiéu la A, tiic la
A,=|a —al.

Trén thuc t€, nhiéu khi ta khong biét @ nén khong thé tinh d oc chinh xdc A,
Tuy nhién, ta c6 thé danh gid d gc A, khong v ot qud mot s6 d ong d nao do.
Vidul.Giastt a = V2 va mot gia tri gan ding ctandélaa=1,41. Tacé:
(141> =1,9881<2=141<~2 =2 -1,41>0;
(142)°=2,0164>2= 142> 2 = 2 - 1,41 < 0,01.
Do do

A= |a-a|=|N2-1,41]<0,01.
Vay sai s0 tuyét doi cua 1,41 khong v ot qua 0,01. O



NéuA,<dthi a—d<a<a+d. Khidd, taquy &c viet

a=atd.
Nh vay, khi viét @ = a * d, ta hiéu s6 ding @ nim trong doan [a —d ; a + d].
Bai vay, d cang nho thi do sai 1éch cta s6 gan ding a so véi s6 ding a cang
it. Thanh thit d @ oc goi 1a do chinh xdc cua so gin diing.

@ Két quéd do chiéu dai mét cay cau d oc ghi la 152 m + 02 m. Biéu dé cé nghia
nh thé nao ?

b) Sai so t ong doi

Vi du 2. Két qua do chiéu cao mot ngoi nha d oc ghila 15,2 m+ 0,1 m.
Ta mudn so sdanh do chinh xac cta phép do nay véi phép do chiéu dai cay cau
noi trong @
Thoat nhin, ta thdy d ong nh phép do nay c6 do chinh xdc cao hon phép do
x€t trong @ O
Dé so sdnh do chinh x4c cha hai phép do dac hay tinh todn, ng &ita d ara
khai niém sai s6 t ong doi.
Sai s6't ong doi cia so gan diing a, ki hiéu 1a &, la 1/ s6 giita
sai s tuyét doi va lal, titc la

A
5, =4
ldl
g = . . d
Néua =atdthiA,<d Dodé o, SH-
a
Néu ﬁ cang nho thi chat 1 ong ctia phép do dac hay tinh toan cang cao.
a

Ng oitath Ong viét sai s6t ong doi d 6i dang phan tram.

o Trd lai vi du 2 6 trén, ta thdy : Trong phép do chiéu dai cay céu thi sai s6
.. ,2 . . N

t ong doi khong v ot qua ?5—2 ~ 0,13%. Trong phép do chiéu cao ngoi nha

thi sai s6 t ong doi khong v ot qua 01 ~ 0,66%.

2

Nh vay, phép do chiéu dai cay cau c6é do chinh xdc cao hon. O

Bl S6 @ d dc cho béi gia tri gan dung a = 5,7824 vdi sai s6't ong déi khéng v ¢t
qua 0,5%. Hay danh gia sai sé tuyét déi cla a.
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So quy tron

Trong thuc t&€ do dac va tinh todn, nhiéu khi ng i ta chi can biét gid tri gn
diing ctia mot dai 1 ong vé6i do chinh x4c ndo d6 (ké ca khi c6 thé biét d oc
gid tri ding ctia n6). Khi d6 dé cho gon, cic s6 th ong d gc quy tron.
Tuy mic do cho phép, ta c6 thé quy tron mot s6 dén hang don vi, hang chuc,
hang tram, ... hay dén hang phan chuc, hang phan tram, hang phan nghin, ...
(goi 1a hang quy tron) theo nguyén tac sau :

Néu chit s6 ngay sau hang quy tron nhd hon 5 thi ta chi viéc thay thé chit s6
d6 va céac chit so6 bén phai n6 boi 0.

Néu chit s6 ngay sau hang quy tron 16n hon hay béang 5 thi ta thay thé chit s
do6 va cac chit s6 bén phai n6é bai 0 va cong thém mot don vi vao chir s6
hang quy tron.

0
o

Vi du 3. Néu quy tron s6 7216,4 dén hang chuc thi chit s6 & hang quy tron 1a 1,
chit s6 ngay sau d6 1a 6 ; do 6 > 5 nén ta c6 s6 quy tron la 7220. O
Vi du 4. Néu quy tron s6 2,654 dén hang phan tram (tic 1a chit s6 thit hai sau
dau phdy) thi chit s6 ngay sau hang quy tron 1a 4 ; do 4 < 5 nén s6 quy tron
la 2,65. |
Ta thay trong vi du 3 va vi du 4, sai s0 tuyét doi lan 1 ot la

|7216,4 —7220| =3,6<5;

|2,654 —2,65| = 0,004 <0,005.

Nhdn xét. Khi thay so diing bdi so quy tron dén moét hang nao do thi sai sé
tuyét doi cua so quy tron khong v ot qud nita don vi ciua hang quy tron.
Nh vay, do chinh xdc ciia s6 quy tron bang nita don vi ciia hang quy tron.

Quy tron s6 7216,4 dén hang don vi, s6 2,654 dén hang phan chuc réi tinh sai
SO tuyét déi ctia s6 quy tron.
CHUY
1) Khi quy tron s6 ding @ dén mot hang nao thi ta ndi s6 gan ding
anhan d oc 1a chinh xdc dén hang dé. Chéing han, s6 gin diing cua
7 chinh xac dén hang phan tram la 3,14 ; s6 gan diung cua NG
chinh xdc dén hang phan nghin 1a 1,414.
2) Néu két qua cudi cling cua bai toan yéu cau chinh xac dén hang
— thi trong qué trinh tinh todn, ¢ két qua cua cac phép tinh trung
10

gian, ta can 14y chinh x4c it nhit dé€n hang

10}’[4—1 '



3) Cho s6 gan ding a v6i do chinh xac d (tic 1a @ = a £ d). Khi
d oc yéu cau quy tron s6 a ma khong néi rd quy tron dén hang nao
thi ta quy tron s6 @ dén hang thap nhat ma d nho hon mot don vi
cua hang do.

Chang han, cho @ = 1,236 + 0,002 va ta phai quy tron s6 1,236. Ta
thay 0,001 < 0,002 < 0,01 nén hang thdp nhit ma d nho hon mot
don vi cia hang d6 1a hang phan tram. Vay ta phai quy tron
s0 1,236 dén hang phan tram. Két qua la @ ~ 1,24.

Chir so chic va cach viét chuan s6 gan diing
a) Chir so chac

Cho s6 gdn ding a ciia s6" a vdi do chinh xdc d. Trong sé a, mot
chit s6'd oc goi la chit s6 chdc (hay ddng tin) néu d khong v ot
qud nita don vi cua hang cé chit s6 do.

Nhdn xét. Tdt cd cdc chit sé ditng bén trdi chit so chdc déu la chit sé chdc.

Tdt cd cdc chit s6 ditng bén phdi chit s6' khong chdc déu la chit sé khong chdc.

Vi du 5. Trong mot cudc diéu tra dan s6, ng 0i ta bdo cdo s6 dan clia tinh A 1a
1379425 ng i 300 ng di.

Vi %:50<300<5002 1000

nén chit s6 hang nghin (chit s6 9) la chit
so chic. Vay cdc chits6 chacla1,3,7va9 0

b) Dang chuin cua s6 gan ding

Trong céch viét @ = a * d, ta biét ngay do chinh xéac d ctia s6 gin ding a
(tic 1a a —d < a < a+ d). Ngoai cach viét trén, ng 0i ta con quy Gc dang
viét chuédn clia s6 gan ding va khi cho mot s6 gin ding d 6i dang chuén, ta
cling biét d ¢c do chinh xac cua no.

« Néu so gin diing 12 s6 thap phan khong nguyén thi dang chuén I1a dang ma
moi chit s6 ctia n6 déu 1a chit s6 chic.

Vi du 6. Cho mot gia tri gan ding cta J5 d oc viét d 6i dang chuén la
2,236 (\/g ~ 2,236).  day, hang thap nhat c6 chit s6 chic 1a hang phéan

| . .
nghin nén do chinh xac cta né la 5.10 3 = 0,0005. Do do, ta biét d oc :

2.236 — 0,0005 < /5 <2236 + 0,0005.
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o Néu s6 gan ddng 12 s6 nguyén thi dang chuédn ctia né 1a A10%, trong d6 A la
sO nguyén, 10" 1a hang thap nhat ¢6 chit s6 chic (k € N).
(Tir d6, moi chit s6 ctia A déu 1a chir s6 chic).
Vi du 7. S6 dan cta Viét Nam (nam 2005) vao khoang 83.10° ng oi (83 trieu
ng oi). day, k=6 nén do chinh xédc cua s6 gan ding nay la 5.106 = 500000.
Do do, ta biét @ gc s6 dan cua Viét Nam trong khoang tir 82,5 triéu ng 6i dén
83,5 triéu ng Oi.
CHUY
Céc s0 gan ddng trong "Bang s6 v6i bon chit s6 thap phan" (bang
Bra-di-x0) hodc mdy tinh bo tii déu d ¢c cho d 6i dang chudn.
Vi du 8. Dung may tinh bd tdi dé tinh V2 +4/3, ta d gc ket qua la
3,146 264 37. Ta hiéu s6 gan ding nay d oc viét d 6i dang chuén, né c6 do
chinh xdc 1a %.108.
(D6i v6i mot so loai mdy tinh nh - CASIO fx — 500 MS, ta c6 thé sir dung chiic
nang dinh tr 6¢ do chinh xac ctia két qua da d ¢c cai san trong may).
CHU Y
V6i quy Gc vé dang chudn s6 gan ddng thi hai s6 gan ding 0,14 va
0,140 viét d 6i dang chudn c6 ¥ nghia khéc nhau. S6 gan ding 0,14

6 sai s0 tuyét doi khong v ot qua 0,005 con s6 gan ding 0,140 c6
sai sO tuyét doi khong v ot qua 0,0005.

Ki hiéu khoa hoc cia mot so

Maéi s6 thap phan khic 0 déu viétd gcd 6idang .10", trongd6 1 <1 1< 10,n € Z.
(Quy Gc rang néu n=—m, v6i m 1a s6 nguyén d ong thi 107" = %).

Dang nh thé d oc goi la ki hiéu khoa hoc cua s6 d6. Ng oi ta th ong dung ki

hiéu khoa hoc dé ghi nhiing s6 rat 16n hodc rat bé. S6 mii n ctia 10 trong ki hiéu
khoa hoc ctia mot s6 cho ta thay do 16n (bé) ctia s6 do.
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Vidu 9. Khéil gng cua Trai Dat viét d 6i dang ki hiéu khoa hoc 1a
5,98.10** kg.

Khoi 1 ¢gng nguyén tir cua Hidro viét d 6i dang ki hiéu khoa hoc 1a
1,66.10 % g. 0

Cauhoiv b itap
IO P RN 22 e
Céc nha todn hoc c6 dai Trung Quoc da dung phan so E de xap xi s6 m. Hay

danh gid sai s6 tuyét doi cta gia tri gan ding nay, biét 3,1415 < < 3,1416.

Mot tam gidc cO bacanhdod ocnh sau:a=63cm*0,1 cm;b=10cm£0,2 cm
va ¢ = 15 cm + 0,2 cm. Ching minh ring chu vi P cua tam giac 1a
P=31,3cm £0,5 cm.

Mot céi san hinh chit nhat véi chiéu rong 1a x = 2,56 m + 0,01 m va chiéu dai
lay=42m=£0,01 m.

Chiing minh rang chu vi P cia san 1a P = 13,52 m + 0,04 m.
St dung may tinh bo tii :

a) Hay viét gia tri gan ding cla 32 chinh xdc dén hang phan tram va hang
phéan nghin.

b) Viét gid tri gdn ding ctia Y100 chinh xdc dén hang phén trim va hang
phan nghin.

Biét ring toc do anh siang trong chan khong 1a 300 000 km/s. Hoi mot nam
anh sang di d gc trong chan khong 1a bao nhiéu (gia sit mot nam ¢6 365 ngay) ?
(Hay viét két qua d 6i dang ki hiéu khoa hoc).

Mot don vi thién van x4p xi bang 1,496.108 km. Mot tram vii tru di chuyén
vGi van toc trung binh 1a 15000 m/s. Hoi tram vii tru d6 phai mat bao nhiéu
gidy méi di d gc mot don vi thién van ? (Hay viét két qua d 6i dang ki hiéu
khoa hoc).
Vil tru ¢6 tudi khoang 15 ti nam. Hoi Vi tru ¢6 bao nhiéu ngay tudi (gia st
mot nam ¢6 365 ngay) ? (Hay viét két qua d 6i dang ki hiéu khoa hoc).
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LOAING Ol DA SUDUNG CAC HE BEM
CO SO NAO ?

Da s6 cac dan tdc trén thé gi6i dung hé dém thap phan dé biéu dién cac s6. Tuy
nhién, ngoai hé thap phan con cé cac hé dém co sé khac.

Cho b la mét s6 nguyén d ong 16n hon 1. Khi d6, moi s6 nguyén d ong n c6 thé biéu
dién duy nhatd 6idang n=ab" +a,_p" " + .. +ab+a,,

ddaykeN, ay, a, ..., @, la cac s6 nguyén khdng 8m nhd hon b va ¢, = 0. Ng Oi ta
ki hiéu n = (q,...a,a,), va goi d6 1a biéu dién clia n trong hé dém co s6 b.

Hé dém sém nhat cla loai ng i khong phai la hé dém thap phan ma 1a hé dém co
s6 60 clia ng di Ba-bi-lon. Vao thai ¢8 dai, cling c6 cac bd tdc ding hé dém co s6 5.
Ng di Mai-a 8 Nam Mi cé mét nén van hoa kha déc dao ting st dung hé dém ca sé 20.
Tai Pan Mach ngay nay, ng 6i ta van con dung hé dém co s6 20. Ng &i Anh rat
thich dung hé dém co s6 12, ng i ta tinh 12 but chi 1a mét ta but chi, 24 but chi 1a hai
ta bat chi.

Dén khi c6 may tinh dién t& thi hé nhi phan lai ¢ dc a chuéng. Trong hé nhi
phan dé ghi cac con s6, ta chi can hai chit s6 0 va 1. C6 thé dung s6 1 biéu dién
viéc déng mach, s6 0 biéu di&n viéc ngat mach ; hoac 1 biéu dién trang thai bi tir
hoa, 0 1a trang thai khong bi tir hod, ... . Tir d6 cho thdy hé nhi phan rat thich hgp
cho viéc biéu dién cac thong tin trén may tinh.

Chang han, do 69=2°+2?+2" nén 69 d oc viét trong hé nhi phan la (1000101), .
S& 351 c6 biéu dién trong hé nhi phan la (101011111), vi (101011111), =
=24+ 284+20 424224241 = 351. S6 100000 d oc viét d 6i dang nhi phan la
(11000011010100000), .

Nh dc diém clia hé nhi phan la cac s6 viét trong hé nhi phan déu dai va khoé doc. Dé
khac phuc diéu nay trong may tinh, ng di ta dung hai hé d&m bd tro 14 hé dém co sé

8 va hé dém co sd 16. D6 dai mot sé viét ra trong hé dém co s6 8 chi bang khoang

% do6 dai viét trong hé nhi phan va khéng khac may so vaéi viét trong hé thap phan.

T ong tu nh vay, do dai mot sé viét ra trong hé dém co s6 16 chi bang khoang %

d6 dai viét trong hé nhi phan. Viéc chuyén déi gitta hé nhi phan sang hé dém co s6 8
hay 16 va ng dc lai rat don gian. Vi thé, hé dém co sé 8 va 16 da trg giup dac luc cho
viéc giao ti€p gilta ng i va may tinh.
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LICH SU CUA VIEC TiNH GAN BUNG SO Tt

S6  1a s6 vo ti, né c6 biéu dién thap phan 1a s6 thap phan vé han khéng tuan hoan.
Trong lich st toan hoc da xuat hién moét "cudc dua" nham dat ki luc vé viéc tinh gan
dung sé = véi nhiéu chir s (nghia la v6i d6 chinh xac cang cao). Ng 6i dau tién tinh
s6 © t6i bay chir s6 la T6 Xung Chi, nha toan hoc Trung Quéc (thé ki V). Nha toan
hoc Ru-dén-pho (C. Rudolff, 1499 — 1545) ng &i Dlc da tinh s6 = t6i 35 chif s6. Ong
rat tu hao vé diéu nay va dé lai di chic khac 35 chif s6 nay trén bia mo cla 6ng.
Ngay nay vGi su trg gip clla may tinh, cac ki luc vé tinh s6 n vGi nhiéu chit s6 lién
ti€p bi v ot qua trong mét thai gian ngén. Chung ta xem bang sau day sé rd.

Ndm | Quéc tichng ditinhsén | S6 chirsé clasdn
1957 Mi 100 265

1973 Phap 1 triéu

1983 Nhéat 16 triéu

1986 Mi 30 triéu

1987 Nhat 1335 triéu

1989 Mi 4 ti

2002 Nhat 1241t

Cau hai va hai tap on tap ch ong |

50. Chon ph ong an tra 16i ding trong cac ph ong an da cho sau day.

S1.

Choménh dé" x e R, ¥>0n Ménh dé phu dinh cia ménh dé trén Ia :
(A) xe]R,x2<0; (B) xe]R,xZSO;
(©3IxeR,¥*>0; (D) 3x e R, x* <0.

St dung thuat ngit "diéu kién du" dé phat biéu c4c dinh Ii sau day.

a) Néu ti gidc MNPQ la mot hinh vuong thi hai d ong chéo MP va NQ
bing nhau.
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b) Trong mit phing, néu hai d ong thing phan biét cling vuong géc v6i mot
d ong thang tht ba thi hai d dng thiang 4y song song véi nhau.

¢) Néu hai tam giac bang nhau thi ching c6 dién tich bang nhau.

Sir dung thuat ngit "diéu kién can" dé phat bi€u cac dinh Ii sau day.

a) Néu hai tam gidc bang nhau thi ching c6 cdc d ong trung tuyén t ong (ing
béng nhau.

b) Néu mat t gidc 1a hinh thoi thi n6 c6 hai d ong chéo vuong géc vé6i nhau.
Hay phét biéu dinh 1i dao (néu cb) cha céc dinh 1i sau day r6i sit dung thuat
ngit "diéu kién can va di" hodc "néu va chi néu" hoic "khi va chi khi" dé phat
biéu gop ca hai dinh Ii thuan va dao.

a) Néu n 1a s6 nguyén d ong 1€ thi 5n + 6 cling 1a s6 nguyén d ong lé.

b) Néu n 1a s6 nguyén d ong chan thi 7n + 4 ciling la s6 nguyén d ong chan.
Ching minh cdc dinh 1i sau day bang ph ong phap phan chiing.

a) Néu a + b < 2 thi mot trong hai s6 a va b phai nho hon 1.

b) Cho 7 1a s6 tu nhién, néu 57 + 4 1a s6 1€ thi n 1a s6 1&.

Goi E 1a tap hop céc hoc sinh ctia mot tr dng trung hoc phd thong. Xét cac tap
con sau cta E : tap hop cac hoc sinh 16p 10, ki hiéu 1a A ; tap hgp cac hoc sinh
hoc Tiéng Anh, ki hiéu 12 B. Hay biéu dién cac tap hop sau day theo A, B va E.
a) Tap hop cac hoc sinh 16p 10 hoc Tiéng Anh cua tr ong do.

b) Tap hop cac hoc sinh 16p 10 khong hoc Tiéng Anh cta tr ong do.

c) Tap hop cac hoc sinh khong hoc 16p 10 hoac khong hoc Tiéng Anh cua
tr ong do.

a) Ta biét rdng | x — 3| 12 khoang céch tlr diém x t6i diém 3 trén truc so.

Hay biéu dién trén truc s6 cac diém x ma |x — 3| < 2.

b) Dién ti€p vao chd con trong (...) trong bang d 6i day.

xe[l;3] 1<x<5 |x—-3| <2
X € .. 1<x<7 [x—.. <.
X e .. ...<x<3,1 |x—..]<0,1




57.

58.

59.

60.

61.

62.

Dién tiép vao chd con trong (...) trong bang d 6i day.

2<x<5 xe[2;5]
-3 <x<2 X € ..
x e [-1;5]

x € (—o0; 1]

S5 <x X € ..

Cho biét gia tri gin ding ctia s6 7 v6i 10 chit s6 thap phan la
n~3,1415926535.

a) Gia su ta 18y gia tri 3,14 lam gia tri gan ding cta nt. Ching to sai s tuyét

doi khong v ot qua 0,002.

b) Gia su ta 14y gia tri 3,1416 lam gia tri gan ding cua . Ching to sai sO

tuyét doi khong v ot qua 0,0001.

Mot hinh lap ph ong c6 thé tich 1a V = 180,57 cm’+ 0,05 cm’. Xéc dinh cdc

chit s6 chac cha V.

Cho hai ntra khoang A = (—o ; m] va B =[5 ; +0). Tim A N B (bién luan

theo m).

Cho hai khoang A = (m ; m+ 1) vaB=(3; 5). Tim m dé A U B 1a mot khoang.

Hay xac dinh khoang do.

Hay viét ki hiéu khoa hoc ctia cac két qua sau :

a) Ng 0i ta coi trén ddu moi ng di c¢6 150 000 soi téc. Hoéi mot n 6¢ cd 80

triéu dan thi tdng s6 soi toc cla moi ng 6i dan chan &c do 1a bao nhiéu ?

b) Biét rang sa mac Sa-ha-ra rong khoang 8 triéu km?. Gia sir tren méi mét

vuong bé mat & do6 ¢6 2 ti hat cét va toan bo sa mac phu boi cat. Hay cho biét

s0 hat cét trén bé mit sa mac nay.

¢) Biét riang 1 mm°® méu ng 0i chita khoang 5 triéu hong ciu va mdi ng 0i ¢6

khoang 6 1it mau. Tinh s6 hong cAu cia méi ng Oi.
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HAM sO BAC NHAT
Chuong

VA BAC HAI

Ham s6 la mét trong cac khai niém co ban cua toan hoc.
Nhing gi chling ta da biét vé ham s6 & 16p dudi, nhat la vé
ham s6 bac nhat va bac hai sé dugc hoan thién thém mot
budc ¢ chuong nay. Kinang vé va doc dé thi clia ham so, tlic
la nhan biét cac tinh chat ctia ham s thong qua do thi ctia no
la mét yéu cau quan trong trong chuong ma chung ta can chu
y rén luyén.
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DAI CUONG VE HAM SO

1. Khai niém vé ham s6
a) Ham so

16p d 6i, chiing ta da 1am quen vé6i khai niém ham s6. Sau day, ta nhac lai
va bo sung thém vé khéi niém nay.

PINH NGHIA

Cho mot tap hop khac réng 9 < R.

H m 56 f xdc dinh trén 9 la mot quy tdc ddt t ong ing moi s6 x
thuoc D voi mot va chi mot s6, ki hiéu la fx) ; s6 fix) dé goi la gid
tri ciia ham so'f tai x.

Tdp D goi a tdp xdc dinh (hay mién xdc dinh), x goi 12 bién sé
hay déi sé ciia ham so f.

Dé chi rd ki hiéu bién s, ham s6 f con d oc viét 1a y = f(x), hay ddy di hon
af:9 > R
x B y=f(x)

Vi du 1. Trich bang thong bao 1ai suit tiét kiém cua mot ngan hang :

Loai VND (%/ nam)
ki han Iinh 13i cuo6i ki,
(thang) | 4p dung tir 08 — 11 — 2005
1 6,60
2 7,56
3 8,28
6 8,52
9 8,88
12 9,00
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Bang trén cho ta quy tdc dé tim s6 phan tram 14i suat s tuy theo loai ki han &
thang. Ki hiéu quy tdc Ay 1af, taco ham s6 s = f(k) x4c dinh trén tap

T={1;2;3;6;9;12}.

b) Ham s6 cho bang biéu thiic

Néu f(x) 1a mot bi€u thiic cta bién x thi v6i mdi gid tri cia x, ta tinh d oc
mot gia tri t ong tng duy nhat ciia f(x) (néu né xac dinh). Do d6, ta c6 ham
s6 y= f(x). Tanéi ham s6 d6 d oc cho bdng biéu thiic f(x).
Khi cho ham s6 béng biéu thic, ta quy &c ring :
Néu khong cé gidi thich gi thém thi tdp xdc dinh cua ham sé
y = f(x) la tdp hop tdt cd cdc sO thuc x sao cho gid tri cua biéu thiic
fx) d oc xac dinh.
EI V6i méi ham sé cho G phén a) va b) sau day, hady chon két luan dung trong cac
két luan da cho.

a) Tap xac dinh clia ham s6 y = L la
(x=1(x-2)
AR, ; B){x|x#lvax=2}; (C)R,\{1;2}; (D) (0 ; +0).

-1 néu x<0
b) Tap xac dinh clia ham s6é (ham ddu) d(x)= 10 néu x=0 /a:
1 néu x>0

AR_; B R; € R, (D) {-1;0;1}.
CHUY
Trong ki hiéu ham s6 y = f(x), ta con goi x 1a bi€n s6 doc lap, y la
bién s6 phu thuoc cua ham s6 f. Bién sé doc ldp va bién sé phu
thuéc ciia mot ham s6' cé thé d oc ki hiéu bdi hai chit cdi tuy y khdc
nhau. Chang han, y = x* — 2x — 3 v u = £* — 2t — 3 12 hai cach viét
biéu thi cling mot ham so.

¢) Do thi cia ham s6

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén tap 9. Ta di biét : Trong mat phang toa
do Oxy, tap hop (G) céc diém c6 toa do (x; f(x)) véi x € 9, goi 1a do thi
cua ham s6 f . N6i cach khdc,

M(xy ;5 o) € (G) = xg € D vay, = flxp).
Qua do thi cia mot ham s6, ta c6 thé nhan biét d oc nhiéu tinh chat ctia ham s6 doé.



Vi du 2. Him s6 y = fix) xdc dinh trén doan [-3 ; 8] d ¢c cho bang d6 thi
nh trong hinh 2.1.

Hinh 2.1
Dua vao do thi da cho, ta ¢6 thé nhan biét d oc (v6i do chinh xdc nao do) :
— Gi4 tri clia ham s6 tai mot s6 diém, ching han f(-3)=-2, f(1)=0;

— Céc gid tri dac biét clia hAm s6, chang han, gi4 tri nho nhat cia ham sé trén
doan [-3; 8]1a-2;
— Dau ciia f(x) trén mot khodng, chang han néu 1 < x < 4 thi f(x) < 0. O

Su bién thién cua ham so
a) Ham so dong bién, ham s6 nghich bién

Khi nghién cttu mot ham s6, ng i ta th ong quan tam dén su tdng hay giam
cta gia tri ham so khi ddi so tang.
Vi du 3. Xét ham s6 f(x) = x*. Goi X va x, la hai gia tri tuy y cua doi so.
Tr ong hop I : Khi x; va x, thudc ntra khoang [0 ; +o0), ta c6

0<x <x, :xlz <x§ = f(x) < f(x,).
Tr ong hop 2 : Khi x; va x, thudc ntra khoang (- ; 0], ta c6
x1<x2SO:>|x1|>|x2|:>x12>x§:>f(x1)>f(x2). O

@ vi du 3, khi d6i s6 tang, trong tr dng hdp nao thi :

a) Gia tri cia ham sé tang ?
b) Gia tri ciia ham sé giam ?
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Tir day, ta luon hiéu K 1a mot khoang (nira khoang hay doan) nao d6 ctia R.

DINH NGHIA

Cho ham so'f xdc dinh trén K.

Ham s6'f goi la dong bién (hay tang) trén K néu
V xp, o€ K, Xy <X = flag) <fix) ;

Ham 56 f goi la nghich bién (hay gidm) trén K néu

V xi, € K, x; <xy = flx)) > f(xy).

« Trong vi du 3, ta thdy ham s6 y = x* nghich bién trén nita Y
khoang (oo ; 0] va déng bién trén nita khoang [0; +0).  \ 4| o,
Qua d6 thi cta n6 (h. 2.2) ta thdy : Tu trdi sang
phai, nhanh trdi ctia parabol (ting v6i x € (—o0; 0] ) la
d ong cong di xuéng, thé hién su nghich bién cla

ham s6 ; nhanh phai cua parabol (ing v6ix € [0;+0)) 2 -1 0 1 2 «x
lad ong cong di Ién, thé hién su dong bién clia ham 0.
’ ) Hinh 2.2
Tong quat, ta co :
Néu mot ham s6 dong bién trén K thi trén doé, do thi cua nd di lén ;
Néu mot ham s6 nghich bién trén K thi trén do, do thi ciia né di xuong.
(Khi n6i dé thi di lén hay di xuong, ta luon ké theo chiéu ting cua doi so,
nghia 12 ké tir trdi sang phai).

El Ham sé cho bdi dé thj trén hinh 2.1 déng bién trén khodng nao, nghich bién
trén khodng nao trong cac khoédng (3 ; -1), (-1 ;2)va(2;8) ?

CHUY

Néu f(x;) = fix,) v6i moi x; va x, thudc K, ¥4

tic 1a f(x) = ¢ v6i moi x € K (¢ 1a hang s,
s6) thi ta c6 h m s6 khong déi (con goi 1 —

h m so hdng) trén K. T

Chéang han, y = 2 12 mot ham s6 khong déi 0 x
xdc dinh trén R. N6 c6 do thi 1a d ong

thiang song song véi truc Ox (h.2.3). Hinh 2.3



b) Khao sat su bién thién cia ham so
Khdo sdt su bién thién cua h m sé la xét xem ham s6 dong bién,
nghich bién, khong doi trén cdc khodng (nita khodang hay doan) nao
trong tdp xdc dinh cua no.

« D6i v6i ham s6 cho bing biéu thic, dé khao sat su dong bién hay nghich
bién clia ham s6 d6 trén mot khoang (nira khoang hay doan) K , ta c6 thé
dua vao dinh nghia (xem vi du 3), hodc dua vao nhan xét sau :
bicu kién "x; < x, = f(x|) < f(x,)" cb nghia 1a x, — x; va f{x,) — f(x,) cing dau.
Do doé
Ham s6 f dong bién trén K khi va chi khi

f(xz)_f(xl) > 0.

X=X
Ham s6 f nghich bién trén K khi va chi khi
fo)=f)

Xy =X

VX1, Xy € K vax; #x,,

Vxl,xz € KVéxl ¢X2,

Nh vay, dé khdo sit su bién thién clia hAm s6 £ trén K, ta c¢6 thé xét ddu cua ti
o) - fx
< Jf(x)—f(xp)

Xy — X

trén K.

Vi du 4. Khao sat su bién thién clia ham s6 f(x) = ax’ (v6i a > 0) trén moi
khoang (-0 ; 0) va (0 ; +0).

Gidi. V6i hai s6 x| va x, khic nhau, ta ¢6

fxy) = ) = ax; —axi = a(xy —x))(x, +xp),

f(xz)_f(xl)

suy ra —=———=a(x, +x7).
|

Doa>0nén:

—Néu x; <0va x, <0thi a(x, + x;) <0 ; dieu d6 ching t6 ham s6 nghich
bién trén khoang (— ; 0) ;

— Néu x; >0 va x, >0 thi a(xy + x7) >0 ; diéu d6 ching té6 ham s6 dong

bién trén khoang (0 ; +o). |
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« Ng i ta th ong ghi lai két qua khao sat su bién thién clia mot ham s6 bang
cach lap bang bién thién clhia n6. Ham s6 trong vi du 4 c6 bang bién thién
nh sau:

X —o0 0 +00

f(x) — ax2 400 +00
(a>0) T~ o

Trong bang bién thién, mii tén di lén thé hién tinh déng bién, miii tén di
xu6ng thé hién tinh nghich bién ctia ham s6.

Cu thé hon, hang thi hai trong bang d oc hi€éu nh sau : f(0) = 0 va khi x tang
trén khoang (0 ; +o0) thi f(x) nhan moi gia tri trong khoang (0 ; +o0) theo chiéu
tang, con khi x tang trong khoang (—o ; 0) thi f(x) cling nhan moi gia tri trong
khoang (0 ; +o0) nh ng theo chiéu giam.

Khdo sat su bién thién cia ham s6 f(x)=ax> (VOi a < 0) trén mébi khodng
(~0; 0) va (0 ; +o0) va Iap bang bién thién cia no.

Ham s6 chin, ham so 1é

C6 nhitng ham s6 c6 mot s6 tinh chat dic biét, d& nhan thdy ma ta c6 thé lgi
dung dé viéc khao sat su bién thién va v& d6 thi clia n6 don gian va dé dang
hon. Tinh chat chdn - 1€ ciia ham s6 1a mot vi du.

a) Khai niém ham so chan, ham s6 1é
PINH NGHIA
Cho ham s6'y = f(x) vdi tdp xdc dinh 9.
Ham s6 f goi la ham s6 chdn néu véi moi x thuéc 9, ta cé —x
ciing thuéc 9 va f(—x) = f(x).
Ham s6 f goi la ham s6'1é néu véi moi x thuéc D, ta c6 —x ciing

thuoc 9D va fl—x) = —f(x).

Vi du 5. Chiing minh rdng ham s6 f(x) = V1+ x —+/1—x 12 ham s0 1é.



Gidi. Tap xéc dinh ctia ham s6 1a doan [—1 ; 1] nén dé thdy
Vx,xe[-1;1]=>—xe[-1;1] va
fle) = J1—x =1+ x == {1+ x —1-x) = —f(x).
Vay f1a ham so6 Ié. O

EI Chting minh rang ham s6 g(x) = ax* (a #0) la ham s6 chan.

b) Po thi cia ham s6 chan va ham so 1é
Gia sir ham s6 f v6i tap xdc dinh 9 1a ham s6& chdn va c6 d6 thi (G). V6i méi
diém M(x ; yo) sao cho x, € 9, ta xét diém doi xing véi n6 qua truc tung 1a
M'(=xy 5 Yo)-
Tur dinh nghia ham s6 chén, ta c6 —x, € 9 va fl—x,) = f(x,). Do d6

M € (G) <= yy=flxg) < yo =f=xp) & M' € (G).
Diéu d6 chiing t6 (G) c6 truc doi xdng la truc tung.

Néu f1a ham s6 1é thi I luan t ong tu, ta suy ra (G) ¢6 tam doi xtng la goc toa
do O.

Vay ta da chiing minh d oc dinh 1i sau day.

DINH Li

Do thi cuia ham s6 chdn nhdn truc tung lam truc doi xiing.

Do thi ciia ham so'l€ nhdn goc toa do lam tam doi xiing.

Hinh 2.4a cho hinh anh d6 thi cia mot ham s6 chdn. Hinh 2.4b cho hinh anh
d6 thi ctia mot ham s6 1é. Tuy nhién, c¢6 nhiéu ham s6 khong chin va khong
18. Chéng han, ham s6 y = x +1 (h.2.4.c) khong chin va khong 18.

Vi y y

|/ .
Y/ X \0 X /10 X

a) b) c)
Hinh 2 4
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Cho ham s6 f xac dinh trén khodng (— :+ )co d6thinh trén hinh 2.5. Hay ghép
méi y G cot trai d 6i day véi mét y & cot phdi dé€ @ oc mdt ménh dé dung.

y

1) Ham s6 f la a) Ham s6 chan

2) Ham s6 f dong bién | b) Ham s6 1é

3) Ham s6 f nghich | c) Trén khodng (- ;0)

bién d) Trén khodng (0 ; + )

. 2 —y o0 2\ X
e) Trén khoang (- ;+ )
Hinh 2.5

So1 ¢c vé tinh tién do thi song song véi truc toa do
a) Tinh tién mot diém

Trong mat phang toa do, xét diém M(x, ; yo). V6i s6 k > 0 da cho, ta c6 thé
dich chuyén diém M, :
— Lén trén hoac xuoéng d Gi (theo ph ong cua truc tung) k& don vi ;

— Sang trai hoac sang phai (theo ph ong cua truc hoanh) k don vi.

Khi dich chuyén diém M, nh th¢, ta con

noéi rang tinh tién diém M, song song voi
truc toado. T M
2,
Gid sit M,, M,, M, va M, la cac diém ", ", "
c6 d gc khi tinh tién di€ém M, (x, ; y,) theo tha Y0 777~ = T
tu 1én trén, xubng d &i, sang phai va sang trai | , , |
2 don vi (h.2.6). 0 2|7 x
Hay cho biét toa d6 cia cac diém M,, M,, M, | M,
va M. Hinh 2.6

b) Tinh tién mot do thi

Cho s6 k > 0. Néu ta tinh tién tat ca cdc diém cta d6 thi (G) Ién trén k don vi thi
tap hop cdc diém thu d oc tao thanh hinh (G,). Diéu d6 d oc phat biéu Ia :



Tinh tién do thi (G) lén trén k don vi thi d oc hinh (G,), hodc
Hinh (G,) c¢6 d oc khi tinh tién do thi (G) lén trén k don vi.
Ta ciing phdt bi€u t ong tu khi tinh tién (G) xuéng d 6i, sang trdi hay sang phéi.

Vién dé 1a : Néu (G) 1a d6 thi cua ham s6 y = f{x) thi (G,) c6 1a d6 thi ctia mot
ham s6 khong ? Néu c6 thi (G,) 1a do thi ciia ham s6 nao ?

Dinh 1i sau day sé tra 16i cau hoi do (ta thira nhan dinh Ii nay).

DINH Li

Trong mdt phdng toa dé Oxy, cho do thi (G) cia ham s
y=f(x);pvaqlahaiséd ongtuyy. Khi do :

1) Tinh tién (G) lén trén q don vi thi d oc do thi cua ham
s0y=fx)+q;

2) Tinh tién (G) xuéng d oi q don vi thi d oc do thi cua ham
sOy=fx)—q;

3) Tinh tién (G) sang trdi p don vi thi d oc do thi ciia ham
50y =flx+p);

4) Tinh tién (G) sang phdi p don vi thi d oc do thi cua ham
50’y = flx—p).

Vi du 6. Néu tinh tién d ong thing (d) :
y =2x — 1 sang phai 3 don vi thi ta d oc do

thi cua ham s6 nao ?

Gidi. Ki hiéu f(x) = 2x — 1. Theo dinh 1f
trén, khi tinh tién (d) sang phai 3 don vi, ta

d gc (d)), d6 1a do thi cia ham so
y=flx-3)=2(x-3) -1,
tifc 1a ham s6 y = 2x — 7 (h.2.7). 0 i 27

43



44

Vi du 7. Cho d6 thi (H) cua ham s6 y = —. Hoi muon c6 do thi cua ham so
X

—2x+1 i 1 ‘s
y= al thi ta phai tinh tién (H) nh thé nao ?
X

. 1 —2x+1 ’ .

Giai. Ki hiéu g(x) = —, tacd al =-2+ 1 = g(x) — 2. Vay muon c6 do
X X X
C e —2x+1 be e 1 e . » .

thi cuia ham so0 y = , ta phai tinh tién (H) xuéng d 6i 2 don vi. O

H&y chon ph ong an tré I15i dung trong cac ph ong an da cho sau day :
Khi tinh tién parabol y = 2% sang trai 3 don vi, ta d gc do thi clia ham sé :

A)y=20c+3)°: (B)y=2¢+3; (C)y=2(x-3)°; (D)y=2¢ -3

Cauhdiv b itap
Ham so

Tim tap xdc dinh cia mbi ham so sau :

3x+5 x—=2
a) y=—F—""}; b)y=——""-:
x“=x+1 x“=3x+2
Vx —1 x2

c)y= ; d)y=—""—"F—

-2
y .
x=2 (x+2Wx+1

Biéu d6 hinh 2.8 cho biét s6

Triéu tdn

triéu tdn gao xuat khau cua 61 5.20

. 51
Viét Nam trong cidc nam tu 4,05

- & cac ham 47 348 372 3, 382
2000 dén 2005. Biéu do nay 3t
cho ta mot ham s6. Hay cho f
biét tap xdc dinh va néu 0 ; : : : : |
mot vai gid tri cia ham Naml 2000 2001 2002 2003 2004 2005

s6 do. Hinh 2.8



Su bién thién cia ham so Vi

Hinh 2.9 1a d6 thi cia mot ham s6 c¢6 tap xac

dinh 1a R. Dua vao d6 thi, hday lap bang bién

Y 2
thién cua ham so6 do. I Y ARo] I
Khao sat su bién thién cia méi ham s6 sau va 7] 1
lap bang bién thién ctia n6 :
a)y= x% + 2x — 2 trén mébi khoang (-0 ; —1) va (-1 ; +o) ; Hinh 2.9
b)y= 2% + 4x + 1 trén méi khoang (-0 ; 1) va (1 ; +©) ;
c)y= trén moi khoang (— ; 3) va (3 ; +0).

Ham s6 chan, ham so 1é

Mobi ham s& sau 1a ham s6 chidn hay ham s6 1€ ?
a)y=x"-3+1; b)y=-2x"+x;
Oy=|x+2|-|x-2]; dy=|2x+1|+[2x-1]|.
Tinh tién do thi

Cho d ong thang (d) : y = 0,5x. Hoi ta s& d oc dé thi clia ham s6 nao khi tinh
tién (d) :

a) Lén trén 3 don vi ? b) Xuong d 6i 1 don vi ?
¢) Sang phai 2 don vi ? d) Sang trai 6 don vi ?
Luyén tap

Quy tac dat t ong ting méi so thuc d ong vdi can bac hai clia n6 c6 phai la
mot ham s6 khong ? Vi sao ?

Gia st (G) 1a do thi ctia ham s6 y = f{x) xdc dinh trén tap 9 va A 1a mot diém
trén truc hoanh c6 hoanh do bing a. Tir A, ta dung d Ong thang (d) song song
(hoac trung) véi truc tung.

a) Khi nao thi (d) c¢6 diém chung vé6i (G) ? (H dng ddn. Xét hai tr dng hop
a thuoc 9 va a khong thuoc 9) ;
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10.

11.

12.

13.
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b) (d) c6 thé c6 bao nhiéu diém chung véi (G) ? Vi sao ?

¢) b ong tron c6 thé 1a d6 thi cia ham s6 nao khong ? Vi sao ?

Tim tap xac dinh cia mo6i ham sd sau :

3x+1 X
a) y= ; b)y= —J=x;
Y x> =9 Y 1—x?
¢) y= X=3J2-x d)y= Vx—=1++4-x
Jx+2 (x—=2)(x—3)

-2(x=2) nfu-1<x<l1

2

Cho ham s6 f(x) =
x =1 néu x>1.

a) Cho biét tap xac dinh ctia ham s6 f.

) V2
b) Tlnhf(—l),f(O,S),f(T ), A1), f(2).
Trong cdc diém A(=2 ; 8), B@ ; 12), C(2 ; 8), D(5 ; 25 + ~/2), diém nao
thuoc, diém nao khong thudc do thi cia ham s6 f(x) = ¥+ Jx=3 ?Visao?

Khao sat su bién thién cua cdc ham s sau :

a)y= LZ trén moi khoang (—oo ; 2) va (2 ; +0) ;
b)y= x> —6x+5 trén moi khoang (—0 ; 3) va (3 ; +0) ;

2005

c) y=x"" +1 trén khoang (—o ; +o0).

Ham s6 y = 1 ¢6 d6 thi nh  hinh 2.10.
X

a) Dua vao d6 thi, hdy lap bang bién thién

cta ham s6 do6.

b) Bing tinh todn, hay khao sat su bién thién cuia

ham s6 trén mdi khoang (—oo ; 0) va (0 ; +o0)

va kiém tra lai két qua so v6i bang bién thién

da lap. Hinh 2.10



14.

15.

16.

Tap con S cua tap so thuc R goi 1a doi xitng néu v6i moi x thudc S, ta déu c6

—x thuoc S. Em ¢6 nhan xét gi vé tap xac dinh ctia mot ham s6 chan (1€) ?
Tir nhan xét d6, em c6 két luan gi vé tinh chan - 1€ cia ham s6 y = Jx 2
Tai sao ?

Goi (d) 1a d ong thang y = 2x va (d') 1a d ong thang y = 2x — 3. Ta c6 thé coi
(d) c6 d oc lado tinh tién (d) :

a) Lén trén hay xuong d &i bao nhiéu don vi ?
b) Sang trai hay sang phai bao nhiéu don vi ?
A e s 2
Cho do thi (H) chaham s6 y = ——.
X
a) Tinh ti€n (H) 1én trén 1 don vi, ta d ¢c d6 thi cia ham s6 nao ?
b) Tinh tién (H) sang trai 3 don vi, ta d ¢c do thi cia ham s6 nao ?

c¢) Tinh tién (H) 1én trén 1 don vi, sau d6 tinh ti€n d6 thi nhan d ¢c sang trai 3
don vi, tad gc do thi cia ham s6 nao ?

Bai doc thém

ANH XA

nh xa 1a mot khai niém rat quan trong. Cling nh  tap hgp, khai niém anh xa c6 mat
trong tat cé cac linh vuc toan hoc. Khai niém ham sé thuc chat ciing chi 1a mot
tr ong hop riéng cla khai niém anh xa ma thoi.

1. Binh nghia
Cho hai tap hop tuy y khac rébng Xva Y.
Mot d@nh xa f tir X dén Y la mét quy tac datt ong img mbi phan tor x

ctia X v8i mot va chi mét phéan tir xac dinh cla Y. Phan tir xac dinh 8y
goi la énh cla x qua anh xa f, va ki higu la f(x).

Tap hop X goi la tdp ngudn, tap hop Y goi la tdp dich cla anh xa.
nhxaftrXdény d ocviétla f:X - Y
x  f(x).
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Vidu 1. ChoX?{a;b;c;d}vé Y={0;1}.
Goi f 1a quy tac cho & hinh bén. Ta cé
anh xa
f:X>Y
a—0
b1
chkH1
d—=1. O
Vi du 2. Cho X Ia tap hdp cac 16p hoc clia mét tr dng phd théng, Y la tap hop cac
gido vién cla tr dng d6 va fl1a quy tdc dat t ong (mg mai I16p hoc véi gido vién chi
nhiém 16p d6. Tacé anh xaf: X— Y. O

Vi du 3. Cho X a tap hdp cac hoc sinh clia mét tr dng hoc, Y 1a tap hdp cac sé thuc
R va f1a quy tdc d&t t ong (ing mdi hoc sinh véi s& do chiéu cao (tinh bing xentimet)
cla hoc sinh d6. Khi do, f1a mét anh xa tir X dén Y. O
2.Chay

1) Néu cho anh xaf: X — Y thi :

— M@i phan tif x € X déu phai c6 anh clia n6 trong Y va anh dé 1a duy nhat ;

— Méi phan ti thudc ¥ c6 thé 1a anh clia mét hay nhiéu phan tir cla X,
nh ng ciing c6 thé khéng la anh cla phan ti nao ca.

2) Tr dng hop X< R va Y = R thi mbi 4nh xa tir X d&n Y |a mét ham s6 xac
dinh trén X.

S :2 HAM SO BAC NHAT

1. Nhac lai vé ham s6 bac nhat
« Ta da biét : H m s6 bdc nhdt la ham s6'd oc cho bdng biéu thiic ¢6 dang
y=ax+b, trong dé ava b la nhiing hang sé" vdi a #0.
Ham s6 bac nhit ¢6 tap xac dinh 1a R.
Khi a > 0, ham s6 y = ax + b dong bién trén R.

Khi @ < 0, ham s0 y = ax + b nghich bién trén R.
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Bang bién thién :

X —00 +00 X

y=ax+b /+w y=ax+b

(a>0) [° (a<0)

D6 thi chia ham s6 y = ax + b (a # 0) 1a mot d Ong thang goi 1a d Ong thing

y =ax +b. N6 c6 hé s6 géc bang a va c6 diac diém sau :

— Khong song song va khong trung véi cac truc toa do ;

— Cit truc tung tai diém B(0 ; b) va cit truc hoanh tai diém A(—é : 0).

Vi du 1. D6 thi cia ham s6 y =2x + 4 1a d Ong
thang di qua hai diém A(-2 ; 0) va B0 ; 4).

Tir dang thic 2x + 4 = 2(x + 2) dé& suy ra rang
d ongthang y = 2x + 4 c6 thé thu d oc tird ong
thing (d) : y = 2x bing mot trong hai cich sau
(h.2.11) :

— Tinh tién (d) 1én trén 4 don vi ;

— Tinh tién (d) sang trai 2 don vi. O

a

y

/

w
* y

v,
/
-'\

-2/A 0

Hinh 2.11

«Chohaid ongthang (d):y=ax+bva(d'):y=ax+b,taco:

(d) song song v6i (d') < a=a'vab# b';
(d) truing v6i (d') <> a=da vab=">b";
(dycit(d" < a# a.
Ham so y = |ax + b|
a) Ham so bac nhat trén tirng khoang

x+1 néu 0<x<2
Xét ham s6 y =f(x) = —%x+4 néu 2<x<4

2x—6 néu 4<x<5.

1
|
Ao
I
|
1
|
|
1
1
}
T

0 2 4

Hinh 2.12
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£ N

RO rang, ham s6 trén khong phai 12 ham s6 bac nhat. N6 1a su "1dp ghép" cua
ba ham s6 bac nhat khac nhau. Him s6 nay 1a mot vi du vé ham sé bdc nhdt

trén tung khodng.

Muon v& d6 thi cia ham s6 bac nhat trén tirng khoang, ta vé& do thi cta ting
ham s6 tao thanh. Chang han, d6 thi cia ham s6 néu trén 1a d ong gdp khiic
ABCD (h.2.12), trong d6 :

ABlaphand ongthingy=x+1 tng v6i 0<x<2;
BC 13 phén d Mgthéngy:—%x+41’mgvéi 2<x<4:
CD laphan d ong thing y=2x — 6 ting v6i 4 <x<5.

El Cho biét tap xac dinh, 1ap bang bién thién ciia ham sé noi trén va tim gia tri I6n
nhét cia no.

b) Do thi va su bién thién cia ham s6y = | ax + b | véia # 0

Sau day, ta s& tim hiéu tinh chat cta cac ham s6 dang y = | ax + b | thong qua
d6 thi cia n6. Ham s6 y = | ax + b | v€ thuc chat cling 1a ham s6 bac nhét trén
tng khoang.

Vi du 2. Xét ham s6 y = |x]|. y

Dé thdy ham s6 y = | x| x4c dinh v6i moi x va la

mot ham s6 chan. Theo dinh nghia gia tri tuyét —  \o—1

doi, ta c6

X néu x=0 -1 0 1 X
x| =

—-x néu x<0. Hinh2.13

Do d6, d6 thi cia ham s6 nay 1a su "lap ghép" cua hai do thi : d6 thi cia ham
s0 y = x (chi 14y phan ting véi x > 0) va do thi ctia ham s6 y = —x (chi 1dy phan
ting v6i x < 0). D6 1a hai tia phan gidc cta hai géc phan t 1va Il (h.2.13). Dé
thay ching do6i xiing v4i nhau qua Oy. O

[H2] Dua vao dé thi, hay lap bang bién thién ciia ham s6 y = |x| va tim gia tri nhd
nhét cta no.



17.

Vidu 3. Xétham s6 y = |2x — 4|.
Theo dinh nghia gia tri tuyét doi, ta c6 :
—Néu2x—-42>0,thclax>2thi|2x—4|=2x—-4;
—Néu2x—-4<0,ticlax<2thi|2x—4|=—2x—-4)=-2x+4.
Do d6, ham s6 da cho cé thé viét 1a

| 2x-4néux=2
_{—2x+4né'ux<2. O

[H3| Hay néu cach v& dé thi cia ham s& cho trong vi du 3 réi Iap bang bién thién
clia no.

CHUY y

Qua hai vi du trén day, ta thiy c6 thé vé )

d6 thi clia ham s6 y = | ax + b | bang mot 2

cach khac don gian hon nh sau : V& hai

d ong thing y=ax+bvay=—ax — b 0 2 4 X
roi xod di hai phdn d ong thang nim & 2 S

phia d 6i truc hoanh. (Hinh 2.14 1a do6 thi b

ctia ham so6 cho trong vi du 3). Hinh 2.14
mn .

Cauhoiv b itap
Ham so bac nhat
Tim céc cap d Ong thang song song trong cdc d ong thing sau :

a)yzLx+1 ; b)y:—Lx+3;

D B

c)y=ix+2; d)y=\/§x—2;

2
2
e)y=%x—l; g)y=—(§x—l}
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Ham s0 y = |ax + b|
2x+4 néu 2<x<-1
18. Chohams6y=f{x)=< —2x néu —1<x<1
x—3 néu 1<x< 3.

a) Tim tap xdc dinh va vé do thi ctia ham so6 dé.
b) Cho biét su bién thién clia ham s6 da cho trén moéi khoang (-2 ; —1), (-1 ; 1)
va (1 ; 3) va l1ap bang bién thién ctia no6.

19. a) V& d6 thi cua hai ham s6 y =fj(x) = 2| x| v y=f5(x) =] 2x+ 5 | trén cling
mot mat phang toa do.

b) Cho biét phép tinh ti€n bi€n do6 thi ham s6 f; thanh d6 thi ham s6 f,.

Bai doc thém

PHEP TINH TIEN HE TOA PO

Ta biét rang dé thi clla mot ham sé bao gid cling gan v6i mot hé toa do nhéat dinh. Vi
du, d6 thi clia ham s6 y = x 1a d dng phan giac (d) clia géc phan t 1 va Il trong hé
toa dd Oxy. Ta hay xét mot hé toa d6 mai O’XY, trong d6 g6c O' clia nd, d6i véi hé toa
dd Oxy, c6 toa dd (xg - yp) ; cac truc X'’Xva Y'Y song song cung h 6ng va cung don v
theo thir tu véi truc x'x va y'y (h.2.15). Cau hdi dat ra la trong hé toa d6 mdi &y, liéu
(d) c6 con la do thi clia ham s Y = X nita hay khong ? Néu khong thi n6 sé 1a dé thi
cla ham s6 nao ?

y Y
C6 thé thady rang : N&u O' ¢ (d), cb nghia la
(d) khéng di qua gbc toa dd méi thi (d) khéng
thé la d6 thi cla ham s6 Y = X. Tuy nhién,
trong tr dng hop téng quat, muén biét (d) la Yo| O
d6 thi cia ham sé nao, ta can tim hiéu méi X’ X

quan hé gilia cac toa do cli va méi cla méi [T 1T
diém trong mét phang.

Goi M la mét diém tuy y. D6i v6i hé toa do
Oxy, M c6 toa do la (x ; y). Doi vGi hé toa d6 7 0 T 0
O’XY, toa d6 clia M la (X;Y). Ta can tim méi
quan hé gita (x ; y) va (X; ¥). D&y

y Y
OM =00'+0'M. Hinh 2.15
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20.

Vé toa do, tir dang thiic vecto & trén, ta cd
{x =X+ x
y=Y+y.
D6 |a cong thic ddi toa do bdi phép tinh tién hé toa d6 theo vects 00" .

Gié sl (G) la d6 thi clia ham s6 y = f(x) d6i v6i hé toa dd Oxy. Mudn biét (G) la dé thi
clia ham s6 nao déi vGi hé toa do O'XY, ta phai tim quan hé gilta X va Y. Mudn vay,
thay thé x va y trong hé thiic y = f(x) bdi cong thiic (*), ta c6

Y +yy =X+ xy) hay Y = X+ xg) — yp.

Vay d6i v6i hé toa d6 0'XY, (G) 1a dd thi clia ham s6 Y = X + xg) — yp.

Luyén tap

C6 phai méi d ong thang trong mat phang toa do déu 1a dé thi cia mot ham
s0 nao d6 khong ? Vi sao ?

21. a) Tim ham s6 y = f(x), biét ring d6 thi cia n6 13 d ong thang di qua diém

(=2 ;5) va co hé so goc bang —1,5 ;

b) V& d6 thi cia ham s6 tim d oc.

22. Tim bon ham s6 bac nhat c6 d6 thi 1a bon d ong thang doi mot cit nhau tai

23.

24.

bon dinh ctia mot hinh vuong nhan géc O lam tam déi xdng, biét raing mot
dinh ctia hinh vuong nay 1a A(3 ; 0).
Goi (G) 1a d6 thi cia ham s6 y =2| x |.
a) Khi tinh tién (G) 1én trén 3 don vi, ta d oc do thi ciia ham s nao ?
b) Khi tinh ti€n (G) sang trdi 1 don vi, ta d oc d6 thi cia ham s6 nao ?
c¢) Khi tinh tién lién ti€p (G) sang phai 2 don vi, r6i xuéng d 6i 1 don vi, ta
d oc do6 thi ctia ham s6 nao ?
V& dé thi clia hai hAm s6 sau trén cting mot mat phang toa do va néu nhan xét
v€ quan hé giita ching :
a)y=|x=-2]; b) y=|x[-3.
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25S.

26.

54

Mot hing taxi quy dinh gid thué xe di moéi kilomét 1a 6 nghin dong doi véi
10 km dau tién va 2,5 nghin dong doi véi cac kilomét ti€p theo. Mot hanh
khach thué taxi di quang d ong x kilomét phai tra s6 tién 1a y nghin déng. Khi
do, y 1a mot ham so ctia doi s6 x, xac dinh véi moi x > 0.

a) Hay biéu dién y nh mot ham s6 bac nhat trén timg khoang tng véi doan
[0 ; 10] va khoang (10 ; +o0).

b) Tinh f(8), f(10) va f(18).

c¢) V& do thi ciia ham s6 y = f(x) va lap bang bién thién cua nd.

Chohams6y=3|x—1|—|2x+2].

a) Bing cdch bo ddu gid tri tuyét doi, hay viét ham s6 da cho d 6i dang ham
s6 bac nhat trén timg khoang. (H dng dan. Xét cdc khoang hay doan
(—oo ;5 =1), [=1; D) va [ ; +o0)).

b) V& do6 thi roi 1ap bang bién thién ctia ham s6 da cho.

HAM SO BAC HAI

Dinh nghia

H m s6 bdc hai la ham s6’ d oc cho bdng biéu thiic ¢é dang
y= ax’ + bx +c, trong dé a, b, ¢ la nhiing hdang s6' voi a # 0.

Tap xac dinh cua ham s6 bac hai l1a R.

Ham s6 y = ax’ (a # 0) ma chiing ta da hoc 616p d Gi 1a mot tr ong hop riéng
ctia ham s6 bac hai va c6 d6 thi 1a mot parabol.

Trong bai nay, chiing ta s& thay rdng : Néu tinh tién parabol y = ax’ mot cach
thich hop thi ta s€ d oc d6 thi cia ham s y = ax* + bx + ¢. Do dé, do thi ham

sOy= ax® + bx + ¢ cling goi la mot parabol.



2. Do thi cia ham so bac hai
a) Nhéc lai vé dé thi ham s6 y = ax” (a # 0)

Ta da biét, d6 thi ham s6 y = ax’ (a #0) 1a parabol (P) c6 cdc dac diém sau :
1) Binh ctia parabol (P,) la goc toa do O ;

2) Parabol (P) c6 truc doi xing la truc tung ;

3) Parabol (Py) h 6ng bé 16m 1én trén khi a > 0 va xuoéng d 6i khi a < 0.

Chéng han, hinh 2.16 12 parabol y = 2x, hinh 2.17 12 parabol y = —%xz.

y
1 y
o~ -2 -1 0 1 2
& : %
Il 1 ——-—- I
EN i -1+ i
J2l oo =2 \
! ! &
\1t /' Ty
i | U
+ + > ~
-1 O 1 X
—17
Hinh 2.16 Hinh 2.17
b) P thi ham s6 y = ax” + bx + ¢ (a # 0)
Ta da biét
2 2
ax’ +bx +c = a| x* +2ix+b— —b—+c
2a 44° ) 4a
bV b - dac
=alx+—| ———.
2a 4a
Do d6, néu dat Y (P)
A
A=b2—4ac,p: —; vaqg= I
a “a (Py) P))
thi ham s6 y = ax* + bx + ¢ ¢6 dang gl A !
2
y=ax—p) +q. p
Goi (P) 1a parabol y = ax’. Ta thuc 0 7 .

hién hai phép tinh tién lién ti€p
ah sau - Hinh 2.18
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— Tinh tién (Py) sang phai p don vi néu p > 0, sang trdi |p| don vi néu p <0, ta
d oc d6 thi ham s6 y =a(x —p)z. Goi do thi nay l1a (Py).

— Tiép theo, tinh tién (P,) 1én trén g don vi néu ¢ > 0, xudng d 6i |g| don vi
néu ¢ <0, ta d gc d6 thi ham s6 y = a(x — p)2 + ¢. Goi d6 thi nay la (P).
Vay (P) 12 d6 thi ctia ham s6 y = ax” + bx + c.

Ta nhdn thdy (Py) va (P) déu la nhitng hinh "giong hét" parabol (Py) (hinh 2.18
ung voi tr ong hop p >0, g > 0).

[H1] Biét rang trong phép tinh tién thir nhat, dinh O cla (Py) bién thanh dinh I, ciia
(P)). Tirdo, hdy cho biét toa d cla I, va ph ong trinh truc d6i xing cua (P)).

@ Trong phép tinh tién thu hai, dinh I, cta (P,) bién thanh dinh I cba (P). Tim toa

do ctal va ph ong trinh truc déi ximg ctda (P).

Két ludn

Do thi cia ham so'y = ax* + bx + ¢ (a # 0) la mot parabol co dinh
A : .
I —i ;—— |, nhdn d ong thang x = —i lam truc doi xing va
2a 4a 2a

h éng bé lom 1én trén khi a > 0, xuéng d &i khi a <0.

Trén day, ta da biét do thi cia ham s6 y = ax> + bx + ¢ (a # 0) cling 1a mot
parabol "giong" nh parabol y = ax®, chi khdc nhau vé vi trf trong mat phang
toa do. Do d6 trong thuc hanh, ta th ong vé truc tiép parabol y = ax® + bx + ¢

ma khong can vé parabol y = ax’. Cu thé, taldm nh sau :

—Xdc dinh dinh cua parabol ;

—Xdc dinh truc doi ximg va h dng bé lom ciia parabol ;

— Xdc dinh mot s6 diém cu thé ciia parabol (chdng han, giao diém
ctia parabol véi cdc truc toa do va cdc diém doi xiing voi chiing
qua truc doi xiing) ;

— Cdn cit vao tinh doi xiing, bé 1om va hinh ddng parabol dé "noi"
cdc diém dé lai.



3. Su bién thién cua ham so bac hai

Tir d6 thi cia ham s6 bac hai, ta suy ra bang bién thién sau day.

b + b +
X —0 - 0 X —00 - 0
2a 2a
+00 +00 A
y= ax*+bx+c y= ax*+bx+c 4a
(a>0) A (a<0) / \
_E —00 o
Nh vay:

Khi a > 0, ham s6 nghich bién trén khoang (—o ; —2—), dong bién
a

2 b 7 .2 . 2 A, N A . b
trén khoang (—— ; +00 ) va co gid tri nho nhdt la —— khi x =——.
2a 4a 2a

Khi a < 0, ham s6 dong bién trén khodng (—o ; —2i), nghich bién
a

trén khodng (—i ; +00 ) va ¢6 gid tri lom nhdt la _A khi x = _b .
2a 4a 2a
Vidu. pdung két qua trén, hay cho biét su bién thién ctia ham s6
y= —xX*+4x -3,
V& do thi cua ham s6 do.
A

Gidi. Tatinh d oc _b =2 va — =1,
2a 4a

Vay d6 thi ctia ham s6 y = —+4x-31a parabol ¢6 dinh /(2 ; 1), nhan d@ ong
thang x = 2 1am truc d6i xting va h éng bé 16m xudng d 6i.

Tir d6 suy ra ham s6 dong bién trén khoang (—oo ; 2), nghich bién trén khoang
(2 ; +0).
Ta c6 bang bién thién :

X —0 2 +00

Bang bién thién nay cho thidy ham s6 c6 gia tri 16n nhat 1a 1 khi x = 2.
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Dé vé do thi, ta 1ap bang toa do clia mot s6
diém thuoc do thi nh sau

x]o 1 2 3 4
y |-3 0 1 0 -3

"No6i" cdc diém d6 lai, ta d gc parabol

y = —x* + 4x —3 nh hinh 2.19.

Nhdn xét. Ta cling c6 thé v& do thi cua
ham so6 y:|ax2 +bx+c| t ong tu nh
cdch v& d6 thi ctia ham s6 y = |ax + bl.
Chang han, dé vé d6 thi ham so

y= \—xz +4x —3|,talan 1 ot lam nh sau
(h.2.20) :

* V& parabol (P) :y= P +4x-3;

« V& parabol (P,) : y = —(=x" + 4x — 3)
bang céch 18y dai xiing (P;) qua truc Ox.

* Xoa di cac diém cua (P,) va (P,) ndim &
phiad 6i truc hoanh.

Hinh 2.20

[H3] Cho ham s6y = x* + 2x —3 6 d6 thi Ia parabol (P).

a) Tim toa dé dinh, ph ong trinh truc déi ximg va h éng bé 16m cta (P). Ttr do suy ra
su bién thién ctia ham s6y = x> + 2x - 3.

b) V& parabol (P).

c) V& d6 thi ciia ham s6'y = |x* + 2x —3|.

Cauhdiv b itap

27. Cho cic ham s6 :

58

a)y:—xz—S; b)y:(x—3)2;
Oy=+22+1; d)y=-2 (@ +1)°

Khong vé& d6 thi, hay mo ta d6 thi cia moéi ham s6 trén bang céach dién vao
chd trong (...) theo mau :



28.

29.

30.

31.

32.

— DPinh cia parabol 12 diém c6 toa do ...

— Parabol c6 truc doi xiing 13 d ong thang ...

— Parabol c¢6 bé 16m h 6ng (1én trén / xuong d 6i) ...

Goi (P) 1a d6 thi cia ham s6 y = ax* +c. Tima va ¢ trong moi tr ong hop sau :
a) y nhan gia tri bang 3 khi x = 2, va ¢6 gid tri nho nhat 1a -1 ;

b) DPinh ctia parabol (P) 12 1(0 ; 3) va mot trong hai giao diém cua (P) véi truc
hoanh 1a A(-2 ; 0).

Goi (P) la d6 thi cia ham s6 y = a(x — m)z. Tim a va m trong modi tr Ong
hop sau :

a) Parabol (P) c6 dinh 12 /(=3 ; 0) va cit truc tung tai diém M(0 ; -5) ;

b) D ong thang y = 4 cit (P) tai hai diém A(-1; 4) va B(3 ; 4).

Viét mbi ham s6 cho sau day thanh dang y = a(x — p)2 + ¢g. Tt d6 hay cho biét
d6 thi clia n6 c6 thé d oc suy ra tir d6 thi clia ham s6 nao nhd cac phép tinh
ti€n d6 thi song song véi cdc truc toa do. Hiy mo ta cu thé cdc phép tinh
tién do :

a)y=x"—8x+12; b) y=—-3x>— 12x + 9.

Ham s0 y = —2x% — 4x + 6 ¢6 do thi 1a parabol (P).

a) Tim toa do dinh va ph ong trinh truc d6i xding cua (P).

b) V€ parabol (P).

¢) Dua vao d6 thi, hday cho biét tap hop cac gid tri ctia x sao cho y > 0.

Luyén tap

. s y 1
V6i moi ham séy:—x2+2x+3vﬁy: 5x2+x—4,hﬁy
a) Vé d6 thi cia ham s0 ;
b) Tim tap hop cac gid tri x sao choy >0 ;
¢) Tim tap hop céc gid tri cta x sao cho y < 0.
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33. Lap bang theo méu sau day r6i dién vao 0 trong cdc gid tri thich hop (néu cod).

Ham s6 c6 gia tri

Ham 5o 16n nhat / nhé nhit khi x = 2

Gid tri 16n nhat | Gid tri nho nhat

y=3x2—6x+7

y=—5x2—5x+3

y:x2—6x+9

y=—4x2+4x—1

34. Goi (P) la d6 thi cia ham s6 bac hai y = ax* + bx + c. Hay xac dinh ddu cua
hé s6 a va biét s6 A trong moi tr ong hop sau :
a) (P) nam hoan toan ¢ phia trén truc hoanh ;
b) (P) ndm hoan toan & phia d 6i truc hoanh ;

¢) (P) cat truc hoanh tai hai diém phan biét va dinh cta (P) nim phia trén
truc hoanh.

35. V& d6 thi roi 1ap bang bién thién cia mo6i ham s6 sau :

a)y:|x2+ﬁx ; b)y:—x2+2lxl+3;

c) y=0,5x2—|x—ll+l.

36. V& d6 thi cia m6i ham s6 sau :

b)y=

-x+1 néu x<-1 l(x+3)2 néu x<-1,
a)y= ) ’ 2
—x“4+3 néu x>-1; )

néu x>-1.

37. Bai todn bong da
Khi mot qua béng d@ oc da 1én, no sé dat dén do cao nao do roi roi xuong. Biét
rang qu§ dao clia qua béng 1a mot cung parabol trong mat phang véi hé toa do
Oth, trong d6 ¢ 12 thoi gian (tinh bang giay), ké tir khi qua béng d oc dd 1én ; h
1a do cao (tinh bang mét) cuia qua bong. Gia thiét ring qua bong d oc da tir do
cao 1,2 m. Sau d6 1 gidy, n6 dat do cao 8,5 m va 2 gidy sau khi da 1én, n6 &
do cao 6 m (h.2.21).
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38.

a) Hay tim ham s6 bac h
hai biéu thi do cao h
theo thoi gian ¢ va co
phan d6 thi trung véi
quy dao cua qua bong
trong tinh huong trén.

b) Xac dinh do cao 16n
nhit cua qua béng (tinh
chinh xidc dén hang
phan nghin).

Hinh 221

¢) Sau bao lau thi qua bong s& cham dat ké tir khi d4 1én (tinh chinh xac dén
hang phan tram) ?

Bai todn vé cong Ac-xo (Arch)

Khi du lich dén thanh ph6 Xanh Lu-i (Mi), ta s& thdy mot cai cdng 16n ¢6 hinh
parabol h 6ng bé 16m xudng d 6i, d6 1a cdng Ac-xo. Gia sit ta 1ap mot hé toa
do Oxy sao cho mot chan céng di qua géc O nh trén hinh 2.22 (x va y tinh
bang mét), chan kia ctia cong & vi tri (162 ; 0). Biét mot diém M trén cong c6
toa dola (10; 43).

a) Tim ham s6 bac hai cé d6 thi chita cung parabol néi trén.

b) Tinh chiéu cao cta céng (tinh tir diém cao nhat trén céng xuéng mat dat,
lam tron két qua dén hang don vi)

43qM

10 162 x
Cong Ac-xo & MT Hinh 2.22
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0 4/,
Sl

MOT SO HINH ANHD ONG PARABOL TRONG THUC TE

Parabol |&a mét d dng cong don gidn nh ng rat dep. B&i vay, ching ta cé thé thdy né
Xuat hién trong nhiéu céng trinh kién tric ¢ Viét Nam va trén thé gidi.

Ngoai ra, parabol con c¢6 nhiéu tinh chat li thG ma chung ta s& nghién ciu trong
Hinh hoc.

Cdu treo Binh Thanh
trén tuyén quoc 16 19 noi thanh pho Hué
VoI huyén mién niii A-1 Ji.
nh VNTTX.

Tho han.

Bé phun n éc 6 Tudn Chdu, Cdu A-ra-bi-da ¢ Poéc-t6 Bo Pao Nha.
tinh Quadng Ninh.



39.

40.

41.

42.

43.

. m

Cau hai va bai tap on tap ch ong li
V6i moéi cau hoi sau day, hay chon phan két luan ma em cho la ding.
a) Trén khoang (—1; 1), ham s6 y=—-2x+5

(A) Dong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.
b) Trén khoang (0 ; 1), ham s6 y = 42 -3

(A) Dong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.
¢) Tren khoang (-2 ; 1), ham s6 y = x% + 2x — 3

(A) Dong bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.

a) Tim diéu kién ctia a va b, sao cho ham s6 bac nhat y = ax + b 1a ham s6 1é.
b) Tim diéu kién clia a, b va ¢, sao cho ham s6 bac hai y = ax’+ bx + ¢ 1a ham
sO chan.

~ . z A . 2 N e 2 ~ Ve . A 7 Ve A
Dua vao vi tri do thi cua ham s6 y = ax™ + bx + ¢, hdy x4c dinh diu cua cac hé

s6 a, b, ¢ trong moéi tr ong hop d 6i day (h.2.23) :

y y

a) c) d)

Hinh 2.23
Trong moéi tr ong hop cho d 6i day, hday vé d6 thi clia cdc ham s6 trén clng
mot mat phang toa do roi xdc dinh toa do giao diém cta chiing :
a)y:x—lvéy=x2—2x— 1;
b)y:—x+3véy:—x2—4x+l ;
c)y:2x—5vély=x2—4x— 1.
Xic dinh céc hé s6 a, b va ¢ dé cho ham s6 y = ax’* + bx + ¢ dat gia tri nho

nhat bang % khi x = — va nhan gid tri bang 1 khi x = 1. Lap bang bién thién

N | =

va vé do6 thi ctia ham s6 dé.
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44. VE do thi cua cac ham so sau roi lap bang bién thién clia nd :

2x néux<O0
; b)y=

a) y= 2 9
x“—xnéux=>0;

Ex—2
2

c)y= ; d)y=x|x|-2x-1.

1oy, 3
2 2

45. Trén hinh 2.24, diém M chuyén F__ G
dong trén doan thang AX. T M, ké .
d ong thang song song Vv6i AB, cit D N
mot trong ba doan thang BC, DE, |
FG tai diém N. Goi S 1 dien tich c
ctia mién t6 dam nam & bén trdi MN. :
Goi do dai doan AM lax (0 <x<9).
Khi do6, S 1a mot ham s6 cta x. Hay

néu biéu thitc x4c dinh ham s6 S(x). A ' M I T x

46. Bai todn tau vii tru Hinh 2.24

Khi mot con tau vii tru d gc phong y
lén Mat Trang, tr 6c hét n6 bay vong

quanh Trai bat. Sau d6, dén mot

thoi diém thich hop, dong co bat diu

hoat dong d a con tau bay theo quy quy dao

dao 1a mot nhénh parabol 1én Mat /

Trang (trong hé toa do Oxy

nh trén hinh 225, x va y tinh (\ ':‘.th) -
bang nghin kilomét). Biét rang khi O&V

dong co bat dau hoat dong, tic 1a

khi x =0 thi y = —7. Sau d6, y = —4 Hinh 2.25

khi x =10 va y =5 khi x = 20.

a) Tim ham s6 bac hai c6 d6 thi chita nhanh parabol néi trén.

b) Theo lich trinh, d€ dén d gc Mat Trang, con tau phai di qua diém (100 ; y)
vOi y =294 + 1,5. Hoi diéu kién d6 ¢ d ¢c thoa méan hay khong ?
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PHUONG TRINH
Chuong VA HEf PHUOTIG TRINH

fx) =gx) &

X=x, hodc x =x

2

Tu thud xa xua, trong lich st phat trién clia toan hoc, phuong
trinh da la van dé trung tam cua dai s6 hoc. Trong Dai s6 10
nang cao, cac van dé vé phuong trinh va hé phuong trinh bac
nhat va bac hai ciing la mét ndi dung trong tam cla chuong
trinh. Chuing duoc trinh bay chinh xac hon, day du hon, hé thong
hon so voi I6p dudi. Trong do, diéu dang luu y va tuong déi kho la
van dé giai va bién luan phuong trinh. Bai vay, chuong nay doi hdi
nhing ki nang thanh thao trong viéc giai cac phuong trinh va
hé phuong trinh bac nhat va bac hai trén co sd cac phuong
phap co ban ma séach gido khoa da cung cép.
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DAI CUONG VE PHUONG TRINH

G 16p d 6i, ta da 1am quen véi khdi niém
ph ong trinh, ching han, 2x — 1 = Jx 1
mot ph ong trinh. D€ ¢6 mot cach hiéu |
méi, ta xem "2x — 1 = +/x " 12 mot ménh dé
chita bién. Gia tri cia bién x lam cho ménh
dé d6 dung chinh 1a nghiém cua ph ong
trinh. Sau day, ching ta s€ dinh nghia
ph ong trinh theo quan diém do.

| MENMBE
CHLUA BIEN
fix) = @lx)

Khai niém ph ong trinh mét an
PINH NGHIA

Cho hai ham so'y = f(x) va y = g(x) ¢6 tdp xdc dinh lan | ot la EDf
va D, Dat P =Dy D,

Ménh dé chita bién "f(x) = g(x)"' d oc goi la ph ong trinh mot dn ;
x goi la dn s6 (hay dn) va D goi la tdp xdc dinh ciia ph ong trinh.

86" xy € D goi la mot nghiém cua ph ong trinh f(x) = g(x)

néu "f(xy) = glxy)" la ménh dé diing.

CHUY1

Dé thuan tién trong thuc hanh, ta khong can viét o tap xdc dinh &
clia ph ong trinh ma chi cin néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién do6
goi 1a diéu kién xdc dinh cua ph ong trinh, goi tat 1a diéu kién cua
ph ong trinh.

Dé don gian, ta coi cdc ham s6'd oc néi dén trong bai nay déu
d oc cho bdng biéu thitc. Vay theo quy dc vé tap xdc dinh cua
ham s6 cho bdi biéu thiic, diéu kién cta ph ong trinh bao gém cic
diéu kién dé gia tri ctia f{x) va g(x) cung d ¢c xac dinh va cdc diéu
kién khdc cia 4n (néu c6 yéu cu).



Vidul
a) Didu kién clia ph ong trinh Vx> —2x2 +1 =3 lax’ —=2¢* + 1 > 0.

b) Khi tim nghiém nguyén cua ph ong trinh 2 — — =Jx , ta hiéu diéu kién
X

ciaph ongtrinhlax eZ,x#0vax>0 (hay x nguyénd ong). O
CHUY 2
1) Khi giai mot ph ong trinh (tic 12 tim tap nghiém ctia ph ong trinh),
nhiéu khi ta chi cdn, hodc chi c¢6 thé tinh gid tri gin ding cua
nghiém (v6i do chinh xdc nao d6). Gia tri d6 goi 1a nghiém gdn
diing ctia ph ong trinh.
Chang han, biang mdy tinh bd tdi, ta tinh nghiém gin ding (chinh
xac dén hang phan nghin) ctia ph ong trinh X =7lax~1913.

2) Cac nghiém cua ph ong trinh f(x) = g(x) 1a hoanh do cac giao
diém ctia d6 thi hai hAm s6 y = f(x) va y = g(x).

Ph ong trinht ong d ong

Ta da biét : Hai ph ong trinh (cling 4n) d oc goi la r ong d ong néu ching c6
cung mot tap nghiém. Néu ph ong trinh f;(x) = g;(x) t ong d ong véi ph ong
trinh f5(x) = g,(x) thi ta viéet

[1() = g1(x) < fr(x) = gr(0).

]El M&i khang dinh sau day ding hay sai ?

a) vx—-1=2vJ1-x < x-1=0.
b) x+vx-2=1++x-2 < x=1.

¢)lxl=1 < x=1.

« Khi mu6n nhan manh hai ph ong trinh ¢6 cuing tap xac dinh 9 (hay c6 cung
diéu kién xdc dinh ma ta cling ki hiéu 1a 9) va t ong d ong véi nhau, ta noi

— Hai ph ong trinh t ong d ong v6i nhau trén 9, hoic

— Vi diéu kién 9, hai ph ong trinh t ong d ong véi nhau.

Chéang han véi x >0, hai ph ong trinh P=lvax=1t ong d ong vGi nhau.
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« Trong céc phép bién déi ph ong trinh, dédng chid y nhat 1a cdc phép bién déi
khong lam thay ddi tap nghiém cuia ph ong trinh. Ta goi ching 1a céc phép
bién déit ongd ong.Nh viy
Phép bién doi t ong d ong bién mot ph ong trinh thanh ph ong
trinh t ongd ong voi no.

Chang han, viéc thuc hién cdc phép bién d6i dong nhat & mbi vé clia mot
ph ong trinh va khong thay déi tap x4c dinh clia né 12 mot phép bién déi
t ong d ong.

D 6i day 1a dinh Ii vé mot s6 phép bién doi t ong d ong th dng dung.

DINH L 1

Cho ph ong trinh f(x) = g(x) ¢6 tdp xdc dinh D ; y = h(x) la mot
ham s6 xdc dinh trén 9D (h(x) c6 thé 1a mot hing s6). Khi dé trén
G, ph ong trinh dd chot ongd ong véi méi ph ong trinh sau :

D fx) + h(x) =gx) +hx) ;

2) f(x) h(x) = g(x) h(x) néu h(x)#0vdi moix € Y.

Chiing minh. Ta chiing minh cho két luan tht nhat. Két luan tht hai d ¢c
ching minh t ong tu.

That vay, ca ba ham s6 f, g, va h déu xéc dinh trén 9 nén néu x, thuoc < thi
f(xg), g(xp) va h(x,) 1a nhitng s6 xdc dinh. Do d6, 4p dung tinh chét cla déng
thic s0, ta co :

fxg) = g(xg) & flxg) + h(xg) = g(xp) + h(xp).

biéu d6 ching t6 rang néu x, 1a nghiém cta ph ong trinh nay thi ciing 1a
nghiém cua ph ong trinh kia va ng ¢c lai. Vay hai ph ong trinh f(x) = g(x)
va f(x)+ h(x) = g(x) + h(x) t ong d ong v6i nhau. O
Tur dinh Ii trén, ta dé thay : Hai quy tic bién déi ph ong trinh da hoc & 16p

d 6i (quy tac chuyén v€ va quy tic nhan véi mot s6 khac 0) 1a nhitng phép
bién déit ong d ong.

@l Mbi khédng dinh sau dung hay sai ?

a) Cho ph ong trinh 3x+~x-2 = x*. Chuyén x-2 sang vé phai thi d oc ph ong
trinh t ong d ong.



b) Cho ph ong trinh 3x+~x-2 = x* ++Jx-2. L dc bd Jx-2 & cd hai vé€ clia
ph ong trinh thi @ dc ph ong trinht ong d dng.

Ph ong trinh hé qua
Vi du 2. Xét ph ong trinh
Jr=2-x (1)
Binh ph ong hai vé, tad gc ph ong trinh méi
x=4—4x+ 2" 2)
Tap nghiém cta (1) 1a §; = {1}, cua (2) 1a S, = {1 ; 4}. Hai ph ong trinh (1)
va (2) khong t ong d ong. Tuy nhién, ta thdy S, > S ; trong tr ong hop nay,
tanoi (2)1a ph ong trinh hé qud cta ph ong trinh (1). O
Téng quat,
fi(x) = g,(x) goi la ph ong trinh hé qud cvia ph ong trinh
fx) = g(x) néu tdp nghiém ciia né chita tdp nghiém cia ph ong
trinh f(x) = g(x).
Khi do, ta viét
Jx) = g() = f1(x) = g1(0).

Tir dinh nghia nay, ta suy ra : Néu hai ph ong trinh t ong d ong thi moi
ph ong trinh déu 1a hé qua ctia ph ong trinh con lai.

Trong vi du 2, gia tri x = 4 1a nghiém cta (2) nh ng khong 1a nghiém cua (1).
Ta goi 4 1a nghiém ngoai lai cua ph ong trinh (1).

M&i khéng dinh sau day dung hay sai ?

a)Jx-2=1= x-2=1.
by =D oy,
x—1

Trong cdc phép bién déi dan dén ph ong trinh hé qua, ta th ong sir dung phép
bien d6i d oc néu trong dinh 1f sau day.

DINH Li 2

Khi binh ph ong hai vé ciia mét ph ong trinh, ta d oc ph ong
trinh hé qud cua ph ong trinh da cho.

f0) = g) = [F )] = [gW)T*.
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CHUY

1) C6 thé ching minh d ¢c ring : Néu hai vé€ clia mot ph ong trinh
luon cung ddu thi khi binh ph ong hai v€ ctia nd, ta d oc ph ong
trinh t ong d ong.

2) Néu phép bién déi mot ph ong trinh din dén ph ong trinh hé
qua thi sau khi giai ph ong trinh hé qua, ta phai thu lai cac nghiém
tim d oc vao ph ong trinh da cho dé phat hién va loai bd nghiém
ngoai lai.

Vidu 3. Giai ph ong trinh [x — 1| =x— 3.
Giai. Binh ph ong hai v€, tad ¢c ph ong trinh hé qua
M -2x+1=x"—6x+0.

Giai ph ong trinh nay, ta d ¢c x = 2. Thtr lai, ta thdy 2 khong phai 1a nghiém
ctia ph ong trinh da cho. Vay ph ong trinh da cho vo6 nghiém. O

Ph ong trinh nhiéu an
Trong thuc t€&, ta con gip nhitng ph ong trinh ¢6 nhiéu hon mot 4n. D6 1a cac
ph ong trinh dang F = G, trong d6 F va G 1a nhiing biéu thic clia nhiéu bién.
Chéng han,

2x2+4xy—y2=—x+2y+3 3)
1a mot ph ong trinh hai dn (x vay) ;

xX+y+z=3xyz 4)

12 mot ph ong trinh ba dn (x, y va z).
Néu ph ong trinh hai 4n x va y tr& thanh ménh dé ding khi x = xy va y = y,
(V6i xy va yo 1a s6) thi ta goi cdp s6 (x, ; yo) 1a mot nghiém cia né. Chang
han, cap s6 (1 ; 0) 1a mot nghiém cua ph ong trinh (3).
Khai niém nghiém cua ph ong trinh ba 4n, bon 4n,... ciing d ¢c hi€u t ong tu.
Chéang han, bo ba s6 (1 ; 1; 1) 1a mot nghiém ctia ph ong trinh (4).
D6i v6i ph ong trinh nhiéu 4n, cdc khéi niém tap xdc dinh (diéu kién xdc
dinh), tap nghiém, ph ong trinh t ong d ong, ph ong trinh hé qua,... cling
t ong tunh doi v6i ph ong trinh mot 4n.



5. Ph ong trinh chita tham so
Chiing ta con xét ca nhiing ph ong trinh, trong d6 ngodi cdc 4n con c6 nhiing
chit khac. Cac chit nay d oc xem la nhiing s6 da biét va d oc goi la tham so.

Chang han, ph ong trinh m(x + 2) = 3mx — 1 (véi an x) 12 mot ph ong trinh chita
tham s’ m.

Tim tap nghiém ctia ph ong trinh mx+2=1-m (v8i m la tham sé) trong méi
tr onghop: a) m=0; b) m=0.

RO rang nghiém va tap nghiém cta mot ph ong trinh chitra tham s6 phu thudc
vao tham s6 d6. Khi giai ph ong trinh chita tham s6, ta phai chi ra tap nghiém
ctia ph ong trinh tuy theo cdc gid tri c6 thé clia tham s6. P nhan manh ¥
do, khi giai ph ong trinh chita tham s0, ta th ong néi la gidi va bién ludn
ph ong trinh.

~ ?2m - ~
Cauhoiv b itap
1. Tim diéu kién xdc dinh ctia méi ph ong trinh sau roi suy ra tap nghiém ctia n6 :

a) Jx =+x ; b) 3x-vVx-2=v2-x+6:
) V3_3x=x+\/x—3; d)x+Jx—1=+v-x.

X —

2. Giai cac ph ong trinh sau :

aAx+Jx—-1=2++x-1; b) x++vx—-1=05+~x-1;
0 X 3 ) d) x 2
2Wx-5 Jx-5" 2x=5 Jx-5

3. Giai cac ph ong trinh sau :
I 2x-1 1 2x-3

a)x + ; b) x + = ;
x—1 x—1 x—=2 x-=-2

O -3x+2)Jx-3 =0; A —x-2)Jx+1 =0.
4. Giai cdc ph ong trinh sau bang cdch binh ph ong hai v&€ cia ph ong trinh :
a) Jx-3 =9-2x ; b) Vx—1=x-3;

)2lx—-1|=x+2; d)[x-2|=2x-1.
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PHUONG TRINH BAC NHAT
VA BACHAIMOT AN

Ta da biét cach giai :

— Ph ong trinh bdc nhdt (4n x) la ph ong trinh c6 dang ax + b = 0
(a va blahai s6 da cho v6ia #0) ;

— Ph ong trinh bdc hai (4n x) 1a ph ong trinh ¢6 dang a’> +bx+c=0
(a, b va ¢ 1a ba s6 da cho véi a = 0) ; A = b — 4ac goi 1 biét thiic, A' = b — ac
(v6i b=2b") goi la biét thitc thu gon clia ph ong trinh bac hai.

Trong bai nay, ching ta s€ nghién cttu cach giai va bién luan cac ph ong trinh
bac nhat va bac hai c6 chita tham so.

Giai va bién luan ph ong trinh dang ax + b =0

Két qua giai va bién luan ph ong trinh dang ax + b = 0 d oc néu trong
bang sau day.

Da=#0 : Ph ong trinh c6 mo6t nghiém duy nhat x = _b .
a

2)a=0vab=0:Ph ong trinh vo nghiém.

3)a=0vab=0:Ph ong trinh nghiém ding v6i moi x € R.

Vi du 1. Giai va bién luan ph ong trinh sau theo tham s6 m

mix +2=x+2m. (1)
Gidi. Ta bién d6it ongd ong
() & m’x—x =2m-2
& (m* - Dx=2m-1). (1a)

Xét céc tr ong hop sau day.
DKhim=zx1(taclam=1vam=-1),tacod m> —1#0nén (1a) c6 nghiém
2(m—1) 2
X = = .
m2—1 m+1

D6 1a nghiém duy nhat ctia ph ong trinh da cho.



2) Khi m = 1, ph ong trinh (1a) tré thanh Ox = 0 ; ph ong trinh nay nghiém

ding v6i moi x € R nén ph ong trinh (1) cling nghiém ding v6i moi x € R.

3) Khi m = —1, ph ong trinh (la) tr& thanh Ox = —4 ; ph ong trinh nay vo
nghiém nén ph ong trinh (1) cling vo6 nghiém.

Két ludn
. o 2 . s 2
m#+1: (1) cédnghitm x = —— | tdpnghiém 1a § = .
m+1 m+1
m=—1:(1) vo nghiém (tap nghiém 1a § = O).
m=1: (1) nghiém diing v6i moi x € R (tap nghiém 1a S = R). O

Giai va bién luan ph ong trinh dang ax’ + bx + ¢ = 0

Két qua giai va bién luan ph ong trinh dang a’ +bx+c=0d 0c néu trong
bang sau day.

1) a=0: Tro vé giai va bién luan ph ong trinh bx + ¢ = 0.
2)a#0:
e« A>0:ph ong trinh c6 hai nghiém (phan biét)
N/ —b+JA
X=——vax=———;
2a 2a

o A=0:ph ong trinh c6 mot nghiém (kép) x = —; ;
a

e A< 0:ph ong trinh v6 nghiém.

EI Trong tr dng hdp nao thi ph ong trinh ax*> + bx +¢ =0 :
a) Co6 mot nghiém duy nhéat ?

b) V6 nghiém ?

Vi du 2. Giai va bién luan ph ong trinh sau theo tham s6 m

mx® —2(m —2)x +m —3 =0. (2)
Gidai. V6i m =0, ph ong trinh (2) tré thanh 4x — 3 =0 ; n6 ¢6 nghiém x = % .

Véim#0, (2) 1a ph ong trinh bac hai véi biét thic thu gon la
A=(m-2"—mm-3)=4-m.
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Do d6 :
— Néu m > 4 thi A' < 0 nén (2) vd nghiém ;
’ . -2
— Néu m =4 thi A" =0 nén (2) ¢c6 mot nghiém x = m-=-_
m
—Néum <4 vam=0thi A'>0nén (2) c6 hai nghiém

m—-2—-<J4-m
va

1
2

b

m—2+~4-m

m m
Két luan.

m>4:(2) vo nghiém ;
m=0:(2)cénghiémx:%;

m-2xN4-m

0#m<4:(2)cohai nghiem x = p”

(hai nghiém nay tring nhau va bang % khi m =4).

@ Giai va bién ludn ph ong trinh (x —1)(x —mx+2) =0 theo tham s6 m.

Vi du 3. Cho ph ong trinh

2
3x+2=—x"+x+ a.

3)

Bing d6 thi, hday bién luan s6 nghiém ctia ph ong trinh (3) tuy theo cac gi4 tri

cta tham s a.

Gidi. Tr 6c hét,tad a ph ong trinh (3) vé dang

A2 +2= a (4) \ :/
y=a

S6 nghiém cta ph ong trinh (3) ciing 1a s6 nghiém
ctia ph ong trinh (4) va bang s6 giao diém ctia parabol
(P) :y=x2+2x+2 v6i d ong thang (d) : y = a. Quan
sat do thi (h.3.1), ta thay dinh cta parabol (P) la diém

\ A

M

M(=1 ; 1), khi a thay d6i thi d ong thang (d) ciing
thay déi nh ng luon song song (hodc trung) véi truc
hoanh. Tt d6, ta suy ra :

+ _15 0 .1 + »
-1
Hinh 3.1

— Vé6i a < 1, ph ong trinh (3) vo nghiém (d ong thang (d) va parabol (P)

khong ¢6 diém chung) ;

— Vé6ia =1, ph ong trinh (3) c6 mot nghiem (kép) (d dng thang (d) tiép xic

v6i parabol (P)) ;

— Véia > 1, ph ong trinh (3) c6 hai nghiém (d ong thang (d) cat parabol (P)

tai hai diém phan biét).

O



CHUY
Khi viét ph ong trinh (3) d 6i dang P +3x+2=x+a ta thay keét

qua trén con cho biét s6 giao diém cuia parabol y = X+ 3x + 2 v6i
d ong thing y = x + a.

ng dung cua dinh li Vi-ét

.0 16p d 6i, ching ta da hoc dinh 1i Vi-ét doi véi ph ong trinh bac hai.

Hai s6 x; va x, 1a cdc nghiém cta ph ong trinh bac hai
ax* +bx+c=0
khi va chi khi ching thoa man céac hé thic

R C

Dinh If Vi-ét ¢6 nhiéu ting dung quan trong, ching han nh

1) Nhdm nghiém ciia ph ong trinh bdc hai ;

2) Phdn tich da thitc thanh nhdn tu :

Néu da thiic f(x) = ax* + bx + ¢ ¢6 hai nghiém x, va x, thi né cé thé phan tich
thanh nhdn tir f(x) = a(x —x))(x —x,) (xem bai tap 9) ;

3) Tim hai so biét tong va tich ciia ching :

Néu hai s6 cé tong la S va tich la P thi chiing la cdc nghiém ciia ph ong trinh
X —Sx+P=0.

C6 thé khoanh mot sgi day dai 40 cm thanh

mot hinh chir nhéat cé dién tich S cho tr dc trong
méi tr dng hop sau day d oc hay khéng ?

a)S=99 cm*; b)S=100cm’; c¢)S=101 cm’.

e Sau day, ta s& tim hiéu mot ing dung quan
trong khdc cua dinh 1i Vi-ét 1a xét ddu cdc

nghiém cua ph ong trinh bdc hai.

Dinh Ii Vi-ét cho phép ta nhan biét dau cac nghiém cua mot ph ong trinh bac
hai ma khong can tim cac nghiém d6. Ta c6 nhan xét sau day.

75



76

Nhdn xét
Cho ph ong trinh bdc hai ax’ + bx + ¢ = 0 ¢6 hai nghiém x| va x,

(e <xp). Dt =2 vaP =< Kni do :
a a

— Néu P <0 thi x; <0<x, (hai nghiém trai dau) ;
— NéuP >0vaS>0thi 0<x;<x, (hainghiémd ong);

— NéuP >0vaS<0thi x; <x,<0 (hai nghiém am).

Vidu 4. Ph ong trinh (1—ﬁ)x2—2(1+ﬁ)x+ﬁ=0céa= 1-+2<0
va c=\/§>0 nén P <0.

Vay ph ong trinh d6 c6 hai nghiém trai dau. O

CHUY
Trong vi du 4, ca hai két luan ph ong trinh c6 hai nghiém va hai
nghiém d6 trdi ddu déu d ¢c suy ra tir P < 0.
Tr ong hop P > 0, ta phai tinh A (hay A') dé xem ph ong trinh ¢
nghiém hay khong r6i méi tinh S d€ x4c dinh dau cdc nghiém.
Vi du 5. Xét dau cac nghiém ctia ph ong trinh sau (néu c6)
(2—\/§)x2+2(1—\/§)x+1:0. (*)
Giai. Ta c6
a= 2—\/§ >0vac=1>0 = P>0;
A= (1 . \@)2—(2 - \B)z 2-3 = A' >0 (vay (*) c6 hai nghiém phan biét) ;
a=2-3>0va -b'=-(1-\3)=3-1>0=5>0.
Do do6, ph ong trinh da cho c6 hai nghiém d ong. O
V6i méi ph ong trinh cho trong a) va b) d 6i day, hay chon khdng dinh dung
trong céc khang dinh da cho.

a) Ph ong trinh —0,5x> +2,7x +1,5=0



(A) CO hai nghiém trai déu ; (B) C6 hai nghiém d ong ;
(C) Co6 hai nghiém é&m ; (D) V6 nghiém.

b) Ph ong trinh x* —(x/§+x/§)x +6 =0
(A) Co hai nghiém trai dau ; (B) C6 hai nghiém d ong ;
(C) Co6 hai nghiém &m ; (D) V6 nghiém.

o Viéc xét ddu cac nghiém cta ph ong trinh bac hai gitp ta xac dinh d ¢c s6
nghiém cua ph ong trinh trung ph ong.
Ta da biét, d6i voi ph ong trinh tring ph ong
ax* + b’ + ¢ = 0, 4)
néu daty = ¢ (y 2 0) thi ta di dén ph ong trinh bac hai doi véi y
ay2+by+c:O. (5)
Do d6, muon biét s6 nghiém cta ph ong trinh (4), ta chi can biét s6 nghiém
ctia ph ong trinh (5) va dau cta chiing.
El M3i kh3ng dinh sau day ding hay sai ?
a) Néu ph ong trinh (4) co nghiém thi ph ong trinh (5) co6 nghiém ;

b) N&u ph ong trinh (5) c6 nghiém thi ph ong trinh (4) c6 nghiém.

Vi du 6. Cho ph ong trinh
Vaxt =22 -3 -2 =o. (6)

Khong giai ph ong trinh, hdy xét xem ph ong trinh (6) c6 bao nhiéu nghiém ?

Gidi. Pat y = x* (y > 0), ta di dén ph ong trinh
V2y? = 2(2 -3y - 12 =o. (7)

Ph ong trinh (7) ¢6 a =~/2 >0 va ¢ = —/12 <0 nén c6 hai nghiém trdi
diu. Vay ph ong trinh (7) ¢6 mot nghiém d ong duy nhat, suy ra ph ong

trinh (6) c6 hai nghiém doi nhau. O
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Cauhdiv b itap

Xem cdc bai giai sau day va cho biét moi bai giai d6 ding hay sai. Vi sao ?

2) (x—2)(x—1):0© x—=2 —1)=0 o xX—

Jx -1 Jx -1

2 =0 hodac x—-1=0.

Jx -1

Ta co =0e=x=2;x-1=0 < x=1.

-2
Jx -1
Vay tap nghiém clia ph ong trinhdacholaS={1;2}.

DVl -2=1-x o ¥ -2=(1-x) & -2=1-2+1

c>2x=3<:>x=%

Vay ph ong trinh ¢6 mot nghiém x = %

Giai va bién luan cac ph ong trinh :
a)(m2+2)x—2m:x—3; bymx-m)y=x+m-2;
oomx-m+3)=mx-2)+6; d)mz(x—1)+m:x(3m—2).

Dua vao hinh 3.1 (trang 74), tim c4c gi4 tri cha @ dé ph ong trinh (3) cho
trong vi du 3 c6 nghiém d ong. Khi d6, hay tim nghiém d ong cua (3).

Giai va bién luan cac ph ong trinh :

a) (m—1x"+3x—1=0;

b) X —4x+m—3=0.

a) Gia st ph ong trinh ax> +bx +¢=0 (a # 0) c6 hai nghiém Ia x; va x,.
Chitng minh rang ta c6 thé phan tich ax’ +bx +c = a(x —x))x —x,).
b) p dung. Phan tich cac da thic sau thanh nhan tir :
fo)=-2x"—Tx+4 va g(x)= (N2 +Dx> =22 +Dx+2.

Khong giai ph ong trinh -2 —15= 0, hay tinh :

a) Téng céc binh ph ong hai nghiém clia n6 ;

b) Téng céc lap ph ong hai nghiém ctia né ;

¢) Téng céc lu§ thira bac bon hai nghiém ctia no.

H éngdan. xi +x5 =(xi +x3)* —2x%x3.



11. Trong cdc khang dinh sau day, c6 duy nhat mot khéng dinh ding. Hay chon
khang dinh ding doé.

Ph ong trinh (ﬁ—l)x4+x2+2(1—ﬁ):0 :
(A) Vo nghiém ;

(B) C6 hai nghiem x=i%\/(l+\/§)(\/33—16\/§—1) :
(C) C6 bén nghiémxzi%\/(1+x/§)(\/33—16«/§—1) va x=+43

(D) C6 hai nghiém x = ++/3 .

Bai doc thém

GIAIPH ONG TRINH BAC HAI
BANG MAY TiNH CASIO fx - 500MS

May tinh CASIO fx - 500MS c6 thé gitp ta tim nghiém ding hoac nghiém gan ding

(v6i chin chit s6 thap phan) ciia ph ong trinh bac hai ax? +bx+c=0 v6i cac hé s6
béng s6.

Dé gidi ph ong trinh ax® +bx+¢ =0, tr ¢ hét ta 4n cac phim [MODE| [MODE] [1] [>]
dé vao ch ong trinh gidi. Sau d6, ta nhap tiing hé s6 bang cach an phim t ong (ing
véi hé sé d6 va phim [5] .

DE gidi ph ong trinh 2x> -5x-3=0, ta dnlan| ot cac phim sau :

[MODE| [MODE] [1][>] [2]2 [£] [0)]5 =] [0)]3[E

Khi d6, két qua 1a x, =3. An tiép phim [5], tad gc x, =—0,5.

Dé gidi ph ong trinh 9x* —12x+4 =0, ta &n 14n | gt c4c phim sau :

[MODE| [MODE| 1] o] [2] 9 [£] [-)] 12 [] 4[]

Khi d6, két qua 1a x ~ 0,666 666 666. An tiép hai phim [SHIFT] [d/c], ta d dc x = %

D6 la nghiém kép clia ph ong trinh.
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D& giai ph ong trinh 5x> +4x+1=0,tadnlan| ot cac phim sau :

[MODE]| [MODE] [1] [ [2] 5[=] 4[=] 1][=]

Khi d6, trén man hinh xuéat hién gia tri x, = 0.4 cung vdéi ki hiéu R < I & goc trén
bén phai. Diéu d6 c6 nghia la ph ang trinh da cho khéng c6 nghiém thuc.

D& gidi ph ong trinh x* +5,3x—1,46=0, ta &n lan | ot cac phim sau :

[MODE| [MODE]| [1] [>] [2] 1[=] 5.3 [=] [(—)] 1.46][=]

Khi do6, két qua 1a x; ~ 0,262473175. n ti€p phim [=], tad oc Xy & —5,562 473 176.
D6 la cac nghiém gan dung clia ph ong trinh.

Luyen tap

Giai va bién luan cac ph ong trinh sau (m la tham so) :
a)2m+Dx—m(x—1)=2m+3;  bym (x—1)+3mx =(m*+3)x —1;
O3m+1x+4=2x+5m+1) ; d)m2x+6=4x+3m.

a) Tim cdc gi4 tri clia p d€ ph ong trinh (p + 1)x — (x +2) =0 vo nghiém.

b) Tim céc gia tri ctia p dé ph ong trinh pzx — p =4x —2 ¢cb vO s6 nghiém.
Tinh nghiém gan diing ctia cic ph ong trinh sau (chinh xdc dén hang phan tram) :
a) x* = 5,60x +6,41=0 ; b) V2 ° +43x-242 =0.

Tim do dai cac canh cha mot tam gidc vuong, biét rdng canh thit nhat dai hon
canh thit hai 1a 2 m, canh tha hai dai hon canh thit ba 1a 23 m.
Giai va bién luan cac ph ong trinh sau (m va k 1a tham s0) :

A (m—-DP+Tx—12=0 by mx> —2m+3Nx+m+1=0;
Olk+Dx—-1]jx—-1)=0; d) mx—-2)2mx —x+1)=0.

Bién luan so giao diém clia hai parabol y = ¥ —2x+3va y= > —m theo
tham so m.

Tim céc gid tri cia m dé€ ph ong trinh x> —4x+m—1=0c6 hai nghiém x; va
X, thod man he thic x; + x5 =40.

Giai ph ong trinh 2+ (4m + )x + 2(m —4) = 0, biét rang n6 c6 hai nghiém
va hiéu gitta nghiém 16n va nghiém nho bang 17.



20.

21.

Khong giai ph ong trinh, hdy xét xem mdi ph ong trinh tring ph ong sau day
c6 bao nhiéu nghiém.

a) X'+ 8 +12=0 ; b) —1,5¢* = 2,68 +1=0;
c) (1—«/5)x4+2x2+1—x/§=0; d)—x4+(x/§—x/§)x2 =0.

Cho ph ong trinh fo® — 2(k+ Dx+k+1=0.

a) Tim cdc gid tri clia k dé ph ong trinh trén c6 it nhat mot nghiém d ong.

b) Tim céc gid tri clia k d€ ph ong trinh trén c6 mot nghiém 16n hon 1 va mot
nghiém nhé hon 1. H dng dan. Patx=y + 1.

MOT SO PHUONG TRINH QUY VE
PHUONG TRINH BAC NHAT HOAC BAC HAI

Ph ong trinh dang |ax+ b |=|cx+d |
a) Cdch giai 1
Chingtadabiét | X|=|Y| & X=xY (véiXvaYlahaisotuyy). T ongtu,tacod
lax+b|=|cx+d| & ax+b = £ (cx+4d).

Nh vay, muén giai ph ong trinh | ax + b | =| cx + d |, ta chi viéc giai hai
ph ong trinh ax+b =cx+dvaax+b =—(cx+d) r6i lay tit ca cic nghiém
thu d oc.
Vi du 1. Giai va bién luan ph ong trinh

|mx—=2|=|x+m]. (1)
H ong ddn. DE giai ph ong trinh (1), ta phai gidi hai ph ong trinh :

mx—2=x+m; (1a)
mx —2=—(x+m). (1b)
Taco(la) & (m—Dx=m+ 2.
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Do dé, (1a) vo nghiém khi m = 1 va c6 nghiém x = m—f khim # 1.
m_
Tacé (1b) < (m+ 1)x=—m+2.

TMA2 him 1.

Do d6, (1b) vo nghiém khi m = —1 va c6 nghiém x = "
m+

Dé két luan vé nghiém ctia ph ong trinh da cho, ta 1ap bang sau day.

Nghiém cua (1a) | Nghiém cua (1b) | Nghiém cua (1)
1 5 nohia -m+2 1
= vO nghiém = —
" . m+l 2
_ 4 m+2 __l 5 nehic
m=— 1 5 vO nghiém
m+2 -m+2
m#x1
m—1 m+1

El Dién vao c6t cudi trong bang trén réi phat biéu két ludn vé nghiém cla ph ong
trinh (1).

b) Cdch giai 2
Do hai v€ ctia ph ong trinh | ax + b | = | cx + d | ludon khong am nén khi binh

ph ong hai v&€ chland, tad ¢gc ph ong trinh t ong d ong. Nh vay, c6 thé gidi
ph ong trinh néu 6 vidu 1 nh sau

() e (mx—2)2: (x+m)2 & (mz—l)x2—6mx+4—m2:0.

@I Gidi tiép ph ong trinh trén béng cach xét cac tr dng hdp m = —1, m =1 va m # *1
réi so sanh vdi két qua thu d dc tircach 1.

Ph ong trinh chita 4n ¢ mau thiic

Khi giai ph ong trinh chita 4n & méu thiic, ta phai chd y dén diéu kién xdc
dinh ctia ph ong trinh.

Vi du 2. Giai va bién luan ph ong trinh

mx+1

=2 2)



Gidi. Diéu kién cta ph ong trinh 1a x — 1 # 0, tic 1a x # 1. Vi diéu kién do,
ta cO
2 < m+1=2x-1)

& (m—2)x=-3. (2a)

1) Véim #2,tacé m —2 #0. Ph ong trinh (2a) c6 nghiém x = _—3 Gié tri
m —
nay 1a nghiém cta (2) néu n6 thoa man diéu kién x # 1. Ta ¢
-3

m-=2

2l -3#m-2 < m#-1.

Do do:

Khim#2vam#-1thix=

la nghiém cta (2) ;
m J—

Khim=-1thigid trix = _—32 bi loai. Ph ong trinh (2) v6 nghiém.

m—
2) V6i m = 2, ph ong trinh (2a) tré thanh Ox = —3. Ph ong trinh nay vo
nghiém nén ph ong trinh (2) vo nghiém.

Két ludn
Khi m # —1 vam # 2, ph ong trinh (2) c6 nghiém x = _—2
o

Khi m = -1 hodac m =2, ph ong trinh (2) vo nghiém. O

Vi du 3. Giai va bién luan ph ong trinh

2
X —2(m+1)x+6m—2:m. 3)
Jx-2

Gidi. Diéu kién cua ph ong trinh 1a x — 2 > 0, hay x > 2. Vi diéu kién do,
ta co

X2 =2m+D)x+6m-2  x-2
x—=2 x—2

o 2 —2m+3)x+6m=0. (3a)

3

Ph ong trinh (3a) ludn c6 hai nghiém la x = 3 va x = 2m.
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— Gié tri x = 3 thoa man diéu kién x > 2 nén n6 1a nghiém cua ph ong trinh
(3) v6i moi m.

— Dé gia tri x = 2m 1a nghiém cta (3), né phai thod man diéu kién x > 2.
Tacdé2m>2 < m> 1. Diéu d6 co nghiala:

— Néu m > 1 thi x =2m la nghiém ctia (3) ;

— Néu m < 1 thi x = 2m khong thoa man diéu kién ctia 4n va bi loai.

Téng hop cdc két qua trén, ta di dén két luan :

Khim > 1, ph ong trinh (3) c6 hai nghiém x=3 vax=2m;
(hai nghiém nay trung nhau khi m = %).
Khi m <1, ph ong trinh (3) ¢c6 mot nghiém duy nhat x = 3. O

BI H&y chon ph ong an tra I16i dung trong céac ph ong an cho sau day.

VGi gia tri ndo cla tham s6 a thi ph ong trinh (x2 +4x + 3)~x —a =0 cb hai nghiém
phén biét ?

(A)a< -3 ; (B) 3<a<-1;

(C) a=-1; (D) Khéng co gia tri nao cla a.

Cauhdiv b itap

Giai cac ph ong trinh :

2
a)2(x 1):2_x+2 : b) 2x 5:5x 3'
2x+1 2x+1 x—=1 3x+5
ca. < m_3 2 X N
Giai ph ong trinh 1 =m~ —m—6 trong moi tr ong hop sau :
x—
aym=3; b) m # 3.

Giai va bién luan cac ph ong trinh (a va m 1a nhiing tham s0) :

2mx—m>+m—2 B

a)|2ax+3|=5; b) >
x -1

1.




Luyén tap

25. Giai va bién luan cac ph ong trinh (m, a va k 1a nhitng tham s0) :

a)|mx—x+1|=|x+2]; b) 7 4 ! =1;
x—2 x-2a
0 mx—m—3:1; ) 3x+k:x—k.
x+1 x—-3 x+3

26. Giai va bién luan cic ph ong trinh sau (m va a la nhitng tham s06):

a) 2x+m—-4HCmx—x+m)=0 ; b) |[mx+2x—1|=|x]|;
2a-1
c)(mx+ 1)vx—-1=0 ; d) =a-2;
x-2
o) (m+l)x+m—2:m; f) ax+1 4
x+3 x—1

27. Bing c4ch dat 4n phu, gidi cdc ph ong trinh sau :

a) 4 — 12x —54x? —12x+11 + 15=0;

by +4dx—3|x+2|+4=0;

2)(—l

X

c) 4x2+iz+ -6=0.

X

28. Tim cdc gia tri cua tham s6 m sao cho ph ong trinh sau ¢6 nghiém duy nhat
|mx =2|=|x+4|.
29. Véi gia tri nao cta g thi ph ong trinh sau vo nghiém ?

x+1 X

x—a+1 x+a+?2
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(N. Henrik Abel, 1802 — 1829)

0 4/,
Sl

VAI NET VE LICH SUPH ONG TRINH PAI SO

N. Hen-rich A-ben
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E. Ga-loa
(E. Galois, 1811 —1832)

Li thuyét ph ong trinh dai s6 c6 lich s rat lau dai. T 2000
nam tr 6c Céng nguyén, ng Oi Ai Cap da biét gidi cac
ph ong trinh bac nhat, ng 6i Ba-bi-lon da biét giai cac
ph ong trinh bac hai va tim d dc nhiing bang dac biét dé giai
ph ong trinh bac ba. Tat nhién, cac hé s6 cla ph ong trinh
d dc xét déu la nhiing s6 da cho nh ng cach giai clia ng oi
x a chiing té rang ho ciing biét d&n cac quy tac téng quat.
Trong nén toan hoc c8 clia ng i Hi Lap, li thuyét ph ong
trinh dai s& d oc phat trién trén co sd hinh hoc, lién quan dén
viéc phat minh ra tinh vé 6&c clia mot s6 doan thdng. Vi lic
d6 ng &i Hi Lap chi biét cac s6 nguyén d ong va phan sd
d ong nén d6i véi ho, ph ong trinh P =2vo nghiém. Tuy
nhién, ph ong trinh do lai gidi d dc trong pham vi cac doan
thdng vi nghiém cla né 1a & ong chéo cla hinh vuéng cb
canh bang 1 (don vi dai).

Dén thé ki VII, li thuyét ph ang trinh bac nhat va bac hai d dc
cac nha toan hoc An Do phat trién. Ph ong phap giai ph ong
trinh bac hai bang cach bd sung thanh binh ph ong ctia moét
nhi thiic 1a mét sang kién cla ng oi An Do6. Ng oi An Do cling
st dung roéng rai cac s6 am. Ho ciing d a vao cac chir sé ma
nay ta goi la chir s6 Ré&p véi cach viét theo vi tri clia cac
chir s6.

DPén thé ki XVI, cac nha toan hoc Ha-li-a 1a Tac-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1500 — 1557),
Céac-da-n6 (G. Cardano, 1501 — 1576) va Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522 — 1565) da giai d dc
cac ph ong trinh bac ba va bac bdén, tic la tim d dc cong thidc tinh nghiém cla

ph ong trinh qua cac hé sé cda nd.

DPén dau thé ki XIX, nha toan hoc A-ben, ng i Na Uy méi chiing minh d oc rang
khong thé gidi ph ong trinh téng quat bac I6n hon bén bang cac ph ong tién thuan
tuy dai s6. Sau cling, Ga-loa (nha toan hoc Phap) da giai quyét d dc tron ven van dé

gidi cac ph ang trinh dai s6.



HE PHUONG TRINH BAC NHAT
NHIEU AN

Nhic lai ring ph ong trinh bdc nhdt hai dn (x va y) 1a ph ong trinh dang

ax + by = ¢ (a, b va ¢ 1a nhiing s6 da cho, a2+b2¢0). (1)
Ta da biét ph ong trinh (1) c¢6 vo s6 nghiém ; trong mat phang toa do Oxy,
tap nghiém ctia n6 d oc biéu dién béi mot d ong thang goi 1a d ong thing
ax + by = c¢. Chiing ta cling da 1am quen vé6i hé ph ong trinh bdc nhdt hai dn
va cdch giai ching bang ph ong phép cong dai s6 hoac ph ong phap thé.

Trong bai nay, ching ta s& nghién ciu ki hon vé hé ph ong trinh bac nhit
hai 4n.

Hé hai ph ong trinh bac nhat hai 4n

Cho hai ph ong trinh bac nhat hai 4n ax + by=c vaa'x + b'y = ¢'
(thc 1a a®> +b%> #0 va a”+b'? #0). Khi d6, ta c6 hé hai
ph ong trinh bdc nhdt hai dn sau :
D {ax +by=c
ax +by=c.
Moi cdp s6(xy ; yo) dong thoi la nghiém ciia cd hai ph ong trinh
trong hé d oc goi la mot nghiém cuia hé.

Gidi hé ph ong trinh la tim tdt cd cdc nghiém ciia né.

Cac khai niém hé ph ong trinh t ong d ong, hé ph ong trinh hé qud cling
t ong tunh doi véi ph ong trinh.

Do6i v6i hé ph ong trinh, ching ta ciing c6 nhitng phép bién déi t ong d ong,
tiic 12 phép bién d6i mot hé ph ong trinh thanh mot hé ph ong trinh khac
t ongd ong v6ino. Bién déi hé ph ong trinh bing cach dp dung quy tic cong
dai s6 hodc quy tic th€ ma ta di hoc chinh 1a nhitng phép bién déi t ong
d ong cac hé¢ ph ong trinh.
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EI Giai cac hé ph ong trinh sau :

3x-y=
2x — 5y = -1 2x+6y=2
a) > IR i 11
x+3y=5; x=3y=-2; 3

o Gia stt (d) 1a d ong thang ax + by = ¢ va (d') 1a d@ ong thang a'x + b'y = .
Khi dé (h.3.2) :

1) Hé (I) ¢6 nghiém duy nhat < (d) va (d') cat nhau ;

2) He (I) vo nghiém < (d) va (d') song song vGi nhau ;

3) Hé (I) ¢6 vo s6 nghiém <> (d) va (d') trung nhau.

y Y y

/ 0 X O X

e . / e

=0 NN pd
a) b) c)

Hinh 3.2

( CN (@ \é/\&\
><(d) o s

Giai va bién luan hé hai ph ong trinh bac nhat hai an

a) Xay dung cong thic
Xét hé ph ong trinh bac nhat hai 4n
ax +by =c )
(I) 1 Al Al
a'x+b'y=c' (2)

— Nhan hai v€ cua ph ong trinh (1) v6i &', hai v&€ cia ph ong trinh (2) véi —b
roi cong cac vét ong ting, tad oc

(ab'—a'b)x=cb' —c'b. 3)
— Nhan hai v€ ctia ph ong trinh (1) v6i —d', hai v&€ cua ph ong trinh (2) véi a
roi cong cac vét ong ting, tad oc

(ab'—a'b)yy=ac' —d'c. 4)



— Trong (3) va (4), ta dat D = ab' — a'b, D, = ¢b' — c'b va Dy = ac' — d'c.
Khi do, ta c6 hé ph ong trinh 4é qua
D.x=D,
(ID Dov=D
.y=D,.
Doi v6i hé (1), ta xét cac tr ong hop sau day.
1) D # 0, lic nay hé (I) c6 mot nghiém duy nhat
Dx D)’ j
xX;y)=|—; —|. 5
(x5 y) ( DD &)
Ta thdy day ciling 1a nghiém ctia hé ph ong trinh (I).

[H2| Hay thit lai réng (5) 1a mét nghiém ciia hé (1) d€ khdng dinh két luan trén.

2) D =0, lic nay hé (II) trd thanh
Ox=D,
Oy = D,.
—NéuD, #0 hodc D, # 0 thi h¢ (II) vo nghi¢m nén h¢ (I) vo nghiém.

— Neéu D, = D, = 0 thi h¢ (II) ¢6 v6 s6 nghiém. Tuy nhién, mu6n tim nghi¢ém
ctia hé (I), ta phai tré vé hé (I) (do (II) chi 1a hé ph ong trinh hé qua).
Theo gia thiét, hai s6 a va b khong cung bang 0 nén ta c6 thé gia st a = 0

(tr ong hop b # 0 ciing giai t ong tu). Ta co

D=ab —adb=0=b=Lp:
a

|l
a

Dy =ac'—adc=0=c"=—c.
a

Boi vay, hé (I) c6 thé viét thanh
ax + by =c

a—(ax + by) = 4.
a a

Do d6, tap nghiém cua hé (I) trung véi tap nghiém cua ph ong trinh ax + by = ¢
(ta da biét cach giai ph ong trinh nay).
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K&t qua trén ¢6 thé tom tit nh sau :

{ax+by:c (a2+b2¢0)

a'x+b'y=c' (a’2+ b? = 0)

1) D # 0 : Hé ¢c6 mot nghiém duy nhét (x ; y), trong d6

2)D=0:
D, # 0 hodac Dy# 0 : H¢ v6 nghiém.

D, =D, =0: H¢ c6 vo s6 nghiém, tap nghiém cua h¢ la
tap nghiém cua ph ong trinh ax + by = c.

b) Thue hanh giai va bién luan

Trong thuc hanh giai va bién luan hé ph ong trinh bac nhat hai 4n, dinh thiic 1a
mot cong cu dem lai nhiéu thuan tién.

Biéu thitc pq' — p'q, véi p, q, p', ' la nhiing s6, d oc goi la mot dinh thiic cdp

hai va ki hiéu la

q

P
p'>< q'

Nh vay, cédc biéu thic D, D, va D, ma ching ta gap khi gidi hé (I) déu 1a

P q
r q

(chu y céch tinh =pq' —p'q).

nhiing dinh thic cap hai :

L a b o c b L a c
D=ab'-ab=| 6 |,D,=cb'=c'b=], ‘,Dy:ac—ac= P
a b c' b a c
Ta thdy trong moéi dinh thic trén déu c6 hai hang va hai cor.
Bl a) Tim tur thich hgp dé€ dién vao ché tréng :
Trong dinh thirc D, c6t thir nhat gébm cac hé sé cia ... ; cOt thir hai gém cac hé

s6cla....
b) Phat biéu cac cdu t ong tu déivéi D, va D,.

Ta c6 thé sir dung dinh thitc dé giai hé ph ong trinh bac nhat hai 4n.
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Vi du 1. Giai hé ph ong trinh

Sx -2y =-9
{4)( + 3y =2.
Giai. Ta c6
3
D= =5.3-4.(-2)=23=0;
4 3
1%='f ;1=09y3—2.em=—zxsmuax=%f=—1;
D> =5.2—4.@9)=46-awray=fﬁ-=2
Y|4 ’ D
Vay hé ph ong trinh ¢c6 mot nghiém duy nhat (x ; y) = (-1 ; 2). O

Bang dinh thic, gidi hé ph ong trinh

2x-3y=13
Tx+4y=2.
Vi du 2. Giai va bién luan hé ph ong trinh
mx+y=m+1
X+ my = 2.
Gidi. Tr Gc hét, ta tinh cac dinh thic
m 2
D= =m —1=m—-1)(m+1);
1 m
m+1 1 o)
= =m +m-2=m—-1)(m+?2);
2 m
m m+1
= =m- 1.
1

Ta phai xét cac tr ong hop sau :
1)D=#0,taclam==x1. Tacd
D, (m-D(m+2) m+2

x=—* = = ;
D (m-bm+1) m+1

I m-—1 _ 1

ID T m—Dm+) m+1

Hé c6 mot nghiém duy nhit (x ; y) = m+2; ! .
m+1 m+1
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2) D=0, tic la m =1 hoac m = —1.

) . S s | XFY =2 )
—Néum=1thiD=D,=D,=0vahe¢ tro thanh Ta co
x+y=2.
x+y=2 X €
Sx+y=2&
xX+y=2 y=2-x
— Néu m = -1 thi D=0, nh ng D, # 0 nén h¢ vo nghiém.
Két ludn :
. 2 1
Véi m # £1, hé c6 nghiém duy nhat (x ; y) = m+ ; ;
m+1 m+1

Vé6im=-1, hé vo nghiém ;

Vé6im =1, hé c6 vo s6 nghiém (x ; y) tinh theo cong thic

X €
O
y=2-x

Vi du vé giai hé ph ong trinh bac nhat ba an
Hé ba ph ong trinh bdc nhdt ba dn c6 dang téng quat 1a

ax + by + ¢z = d;

HX+by+coz=4d,

azx + byy + 3z = ds,
trong d6 céc hé s clia ba 4n x, y, z trong mdi ph ong trinh ctia hé khong dong
thoi bang 0.
Giai hé ph ong trinh trén la tim tit ca cdc bo ba s6 (v ; y ; z) dong thoi nghiém
ding ca ba ph ong trinh cta hé.

Vi du 3. Giai hé ph ong trinh (ttc 1a tim tat ca cac nghiém chung cla céac
ph ong trinh trong h¢)

X+ y+ z= 2 (6)
) s x+2y+3z= 1 (7)
2x 4+ y +3z=-1. (8)

Cdch gidi. Tu (6) ta c6
z=2-x—-Yy. 9)



30.

31.

32,

Thay th€ z trong (9) vao (7) va (8),tad gc
X+2y+32-x-y)=1<2x+y=35;
2x+y+3QR-x-y)=—1l<x+2y="7.

Ta thu d oc hé ph ong trinh bac nhét hai 4n quen thudc

2x+y=35
V) O
x+2y="17.

[H5| Giaitiep he (1) d& tim x va y r6i thé vao (9) d€ tim = va két luan vé nghiém ciia
hé (II).

Nhdn xét. Qua vi du trén, ta thdy : Nguyén tic chung dé giai cdc hé ph ong
trinh nhiéu 4n 12 khur bot dn dé quy vé giai cdc ph ong trinh hay hé ph ong
trinh c6 s6 4n it hon. Dé khir b6t 4n, ta ciing c6 thé dung cdc ph ong phdp
cong dai s6 hay ph ong phdp thé giong nh  d6i v6i hé ph ong trinh hai 4n.

Gidi hé ph ong trinh

2x+3y —-5z=13
4x -2y —3z=3

X+ 2y +4z=-1.

Cauhdiv b itap

Cho mot hé hai ph ong trinh hai 4n. Biét ring ph ong trinh thd hai trong hé
nghiém diing v6i moi gid tri ctia cdc 4n. Hay chon khang dinh diing trong cic
khang dinh sau :

(A) Hé da cho nghiém diing v6i moi gia tri clia cdc 4n ;

(B) Hé da cho vo nghiém ;

(C) Tap nghiém cua hé da cho trung véi tap nghiém ctia ph ong trinh thit nhat ;
(D) Ca ba khang dinh trén déu sai.

Biéng dinh thic, giai cdc hé ph ong trinh :
Sx—4y=3 Br+2y =-1
a) b)

Tx -9y =8; 2\/§x+\/§y=0.

Giai cac h¢ ph ong trinh :
i'|'L1:3 —3(x+y)=—7
2.2, Sty S
x y-1 ’ y—-x 3
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33. Giai va bién luan cac hé ph ong trinh :
-my =0 2ax +3y =5
2 X — my b) ax + 3y
mx—y=m+1; (a+Dx+y=0.
34. Giai hé ph ong trinh sau (c6 thé dung mdy tinh b tdi dé kiém tra két qua —
Xem bai doc thém trang 94) :
x+ y+z=11
2x— y+z=15
3x+2y+z=24.

35. Hinh 3.3 cho mot mach dién kin.
Biét R, = 0,25 Q, R, = 0,36 Q, A B S

R;=0,45QvalU=0,6V.Goil, ]
I

la ¢ ong do dong dién cua mach l

R
chinh, I, va I 1a ¢ ong do dong R I

dién cta hai mach ré€. Tinh I, I, Rs
va I3 (chinh xdc dén hang
phan tram). v
1
H ong dan. I, I, va I5 1a nghiém Hlinh33

ctia hé ph ong trinh

Bai doc thém

GIAI HE PH ONG TRINH BAC NHAT
BANG MAY TiNH CASIO fx - 500MS

May tinh CASIO fx - S00MS c6 thé gidp ta tim nghiém ding hoac nghiém gan ding
(v6i chin chit s6 thap phan) clia hé ph ong trinh bac nhat véi cac hé s6 bang sé.

1. Hé hai ph ong trinh bac nhat hai an

Dé giai hé ph ong trinh

{a1x+b1y =
amx+by=c,,
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ta phai vao ch ong trinh t ong (ng bang cach &n lién tiép cac phim [MODE| [MODE|

[2]. Sau d6, nhap ting hé s6 a,. b, ¢, a,, by, c, bing cach &n phim t ong (ing
v6i mbi hé sé d6 va phim [5] .
Vi du 1. Giai hé ph ang trinh

3x+y=11
S5x—4y=-10.

Taanlan| ot cac phim sau :

[MODE] [MODE| 1] [2] 3 [£] 1 [&] 11 [5] 5[5 [0)] 4 [ [©)] 10 [H

Khi d6, trén man hinh xuat hién x = 2. n tiép phim [=], trén man hinh xut hién y = 5.
Nh vay, hé ph ong trinh c6 nghiém duy nhat 1a (x; y) = (2 ; 5). O
Vi du 2. Gidi hé ph dng trinh

2x-5y=3
3x+4y=8.

Taanlan| ot cac phim sau :
[MODE] [MODE| 1] [2] 2 [£] [0)] 5[zl 3 [z 3 [=] 4 [4] 8 [
Khi d6, trén man hinh xuét hién x = 2.260 869 565. D& tim gia tri clla x d 6i dang phan

s6, ta &n tiép hai phim [SHIFT|[d/c|, ta d dc x = ;—i n tiép phim [, trén man

hinh xu&t hién y = 0.304 347 826. Khi &n tiép hai phim [SHIFT| [d/c|, ta d dcy = %
A n . . n N 52 7 . a A
Nh vay, hé ph ong trinh c6 nghiém duy nhat Ia (x;y)z(z;gj va nghiém gan
dang véi chin chir s6 thap phan clia hé ph ong trinh do la
x = 2,260 869 565
y ~ 0,304 347 826.

Vi du 3. Gidi hé ph ong trinh

5x+243y =7
-x+5,43y =15.

Ta &anlan| ot cac phim sau :

[MoDE| [MoDE| [1] 215 [£ 2 [V |3 = 7 [O] 1 [ 543 [ 15 2]

Khi d6, trén man hinh xuat hién x = —0.45572215. n ti€p phim [=], trén man hinh
xuét hién y = 2.678 504 208. Nh  vay, hé ph ong trinh c6 nghiém duy nhét va nghiém
gan dung véi chin chi s6 thap phan clia hé ph ong trinh do la
x=~—0,45572215
{y ~2,678504208.

O
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36.

96

Chu y rang hé ph ang trinh trén khéng c6 nghiém hiu ti. Do d6, sau khi ¢ gia tri
gan dung x ~ —0,45572215 (hodc y =~ 2,678504208), néu ta &n ti€p hai phim
SHIFT thi trén man hinh van chi c6 gia tri gan dang dé ma thoi.

Vi du 4. Giai hé ph ong trinh

4x+3y =8
3
—2x——y=>5.
2)’

Taanlan| ot cac phim sau :

[MODE| MODE| [1] [2] 4 [F 35 s [F [O] 2 [ 3 [abe] 2 [F5[E

Khi d6, trén man hinh xuat hién Math ERROR. Diéu d6 c6 nghia la hé ph ang trinh
vO nghiém hoac v6 dinh. n

Dé xoa Math ERROR, ta 4n phim [AC].

2. Hé ba ph ong trinh bac nhat ba an
D& gidi hé ph ong trinh

ax+by+cz=d

ax+byy+c,z=d,

ax+by+cyz=ds,
ta phdi vao ch ong trinh t ong (ng bang cach &n lién tiép cac phim
[MODE| [MODE] [1] [3]. Sau d6, viéc nhap timg hé s6 a,, by, ¢,, d;, ay, by, ¢y, dy, as,
bs, ¢3, dy cling giéng nh  d6i véi hé ph ong trinh bac nhat hai an.

Hay giai hé ph ong trinh sau va déi chiéu két qua thu d oc vGi dap s6 :
2x—5y+3z=17
3x+4y-8z=9
—x+2y—-4z=3.

3 17 74)

Daps6:(x;y;z)=|=: .
P (c3y32) (5 7 35

Luyén tap

Cho mot hé hai ph ong trinh hai 4n. Biét ring ph ong trinh thit hai trong hé
vo nghiém. Hay chon khéng dinh diing trong c4c khang dinh sau :

(A) Hé da cho nghiém diing v6i moi gia tri chia cdc 4n ;

(B) Hé da cho vo nghiém ;

(C) Tap nghiém ctia h¢ da cho trung véi tap nghiém cua ph ong trinh thi nhat ;
(D) C4 ba khang dinh trén déu sai.



37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

Tim nghiém gan ddng cua cdc hé ph ong trinh sau (chinh xdc dén hang
phan tram, c6 thé dung mdy tinh bo tdi) :

: Px—y=1 b 4x+ B -1y =1
a
5x+x/§y=x/§; (\/§+1)x+3y=5.
Mot miéng déit hinh cht nhat c6 chu vi 2p (mét). Néu md rong miéng dat
do6 bang cédch ting mot canh thém 3 m va canh kia thém 2 m thi dién tich
miéng dat tang thém 246 m”. Tinh cdc kich th 6c ciia miéng dat d6 (bién luan
theo p).
Giai va bién luan cac hé ph ong trinh :

x+my=1 mx+y=4-m
a) b

mx —3my =2m+3; 2x +(m—1)y = m.

Véi gid tri ndo cua a thi méi hé ph ong trinh sau ¢6 nghiém ?

(a+Dx—-y=a+1 b (a+2)x+3y=3a+9
xX+(@-1)y=2; X+ (a+4)y=2.
Tim tat ca cac cap s6 nguyén (a ; b) sao cho hé ph ong trinh sau vo nghiém :
ax+y=2
6x + by = 4.

Cho hai d ong thang (d,) : x + my =3 va (d,) : mx + 4y = 6. V6i gid tri ndo
ctia m thi :

a) Hai d ong thang cat nhau ?

b) Hai d ong thang song song v&i nhau ?

c) Hai d ong thang tring nhau ?

Giai hé ph ong trinh (c6 thé dung mdy tinh bo tdi dé kiém tra két qua)

xX—y+z =7

x+y—z=1

-x+y+z =3.

Bai toan mdy bom n oc
Mot gia dinh muon mua mot chi€c may bom n Gc. C6 hai loai v6i cung 1 u
1 gngn Gc bom d oc trong mot gio ; loai thit nhat gid 1,5 triéu dong, loai thi
hai gid 2 triéu déng. Tuy nhién, néu dung mdy bom loai thit nhét thi méi gio
tién dién phai tra 1a 1200 dong, trong khi ding médy bom loai thit hai thi chi
phai tra 1000 dong cho mdi gio bom.
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Ki hiéu f(x) va g(x) 1an 1 ot 1a s6 tién (tinh bang nghin dong) phai tra khi sir
dung may bom loai thit nhat va loai thi hai trong x gio (bao gém tién dién va
tién mua may bom).

a) Hay biéu dién f(x) va g(x) d 6i dang cac biéu thic ca x.
b) V& dé thi clia hai ham s6 y = f{x) v y = g(x) trén cling mot mat phang
toa do.

¢) Xdc dinh toa do giao diém ctia hai do thi ay. Hay phan tich y nghia kinh t&
cua giao diém do.

MOT sO VI DU VE
HE PH ONG TRINH BAC HAI HAI AN

Dé gidi mot hé ph ong trinh bac hai véi hai 4n, ta ciing th ong dung cic
ph ong phap quen thudéc nh ph ong phap thé, ph ong phap cong dai s6 va
ph ong phdp dat 4n phu. Tat nhién, viéc chon ph ong phép nio phu thudc vao
cac ph ong trinh cu thé. Sau day 12 mot s6 vi du don gian.

Vi du 1. Giai hé ph ong trinh

x+2y=5
@M 2 50
X +2y" =2xy=5.

Cdch giai. Dung ph ong phép thé, tinh x theo y tir ph ong trinh thit nhat roi
thé vao ph ong trinh thit hai, ta d oc

x=5-2y
(Ia) 5
10y“ =30y +20=0.

[H1| Giai tiép he (1a) r6i suy ra nghiém cda hé ().
Vi du 2. Giai hé ph ong trinh

) {xz +xy+y* =4
xXy+x+y=2.



Cdch giai. Ta ¢6 nhan xét rang v€ trdi clia moi ph ong trinh trong hé da cho 1a
mot biéu thic d6i xing d6i v6i x va y (nghia 1a : Khi thay thé x bdi y va y boi x
thi biéu thitc khong thay d6i). Trong tr dng hgp nay, ta ding céch dat 4n phu
S=x+y va P=xy.
a2 2 2 2
Khidé, x"+xy+y =(x+y) —xy=5 -P.
Do do, tir hé (IT), ta c6 hé ph ong trinh (4n 12 S va P)
S*-P=4
S+P=2.

X . A N , . . A < S:_3 < S=2
Deé thay hé nay c6 hai nghiém la {PzS va {P=O.

Do d6
x+y=-3
xy=>5

x+y=2

aiy < (ITa) {
xy=0.

hoac (IIb) {

[H2] Giai hai hé ph ong trinh (11a) va (IIb) réi két luan vé nghiém cia (I1).

Vi du 3. Giai hé ph ong trinh

2 — =
(1) {xz 2x=y
yo=2y=x.

Cdch gidi. Ta c6 nhan xét : Trong hé (III), néu thay th€ dong thoi x bdi y va y
bdi x thi ph ong trinh thit nhat bién thanh ph ong trinh thd hai va ng ¢c lai,
ph ong trinh thit hai bién thanh ph ong trinh thit nhat.
Dai v6i hé ph ong trinh ¢6 tinh chét d6, ta th Ong giai bang cdch trir tiing v&
hai ph ong trinh trong hé. Cu thé, d6i véi hé (III) ta trix ting v€ hai ph ong
trinh trong hé va d oc

(=) =2 = =~(x=y) & @-NE+y-1D=0

< x— y=0 hoacx+y—-1=0.

Do d6

x+y-1=0

—v=0
Y hoic (IIIb){ )

xz—x=y X" =2x=y.

(1) < (Illa) {
Ta chi con phai giai hai hé (IlTa) va (ITIb) ma ta da biét cach giai.

Bl Gidi cac hé ph ong trinh (Illa) va (I1Ib) roi suy ra nghiém cta hé (III).
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CHUY

1) Cac hé ph ong trinh c¢6 tinh chit nh trong hai vidu 2 va3 d oc
goi chung 1a hé ph ong trinh doi xitng (d6i v6i hai 4n).

2) Néu mot hé ph ong trinh doi xing c¢é nghiém la (a ; b) thi né
ciing c6 nghiém la (b ; a). Nhan xét nay rat hitu ich khi gap cac bai
toan vé hé ph ong trinh d6i xing.

2x% +y=5 e .
Cho hé ph ong trinh { Y TY=Y Bigt réing hé da cho co bén nghiém va hai
2y~ +x = 5y.

3443 . 3-43
2

; TJ Tim cac nghiém con lai ma khéng

trong bén nghiém do la (2 ;2) va [

can bién d6i hé ph ong trinh. Hay néu ré cach tim.

Cauhoiv b itap
45. Giai cac hé ph ong trinh :
x—y=2 2 Sxy+y?=7
2) zyz by 4¥ TOHY
X" +y =164; 2x+y=1
46. Giai cac hé ph ong trinh :
2., .2 _ 2.2 — x> —3x=2
2) X +y " +x+y=8 b) X +y —x+y=2 o) Y
xy+x—-y=-1;

Xy+x+y=35; y2—3y:2x.

47. Tim quan hé giita S va P dé hé ph ong trinh sau c¢6 nghiém :
x+y=S
{xy =P.
(S va P la hai s6 cho tr &c).
48. Giai cac hé ph ong trinh :
N {xz +y? =208 b {xz —y? =55
xy=96; xy =24.
49. Tim ham so6 bac hai y = f(x) thoa méan déng thoi céc diéu kién sau :
1) Parabol y = f(x) cét truc tung tai diém (0 ; —4).
2) f(2) =6.
3) Ph ong trinh f(x) = 0 c6 hai nghiém va hiéu giita nghiém 16n va nghi¢ém nho
bang 5.
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50.
S1.

52.

53.

54.

5S.

56.

57.

. m

Cau hai va bai tap on tap ch ang Il

Ph ong trinh dang ax + b = 0 c6 thé c6 nghiém trong cdc tr dng hop nao ?
Gia st ba ph ong trinh f(x)g(x) = 0, f(x) = 0 va g(x) = 0 (vV6i cung tap xac
dinh) c6 cdc tap nghiém lan 1 ot 1a S, S; va S,. Hay chon két luan diing trong
hai két luan sau :

aA)S=51"39,; b)S=S5, U,

ax+by=c

He ph ong trinh dang { (@ +b>#0vaa’ +b?*#0) co thé c6

a'x+b'y=c'
nghiém trong c4c tr ong hop nao ?

2

p dung. Tim a dé hé ph ong trinh {ax+y RS nghiém.

x+ay=1

Biét rdng ph ong trinh bac hai ax> +bx+c=0ch mot nghiém kép x,. Hay
chon ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

(A) Tam thic bac hai fix) = ax’* + bx + ¢ luon c6 thé viet d 6i dang binh
ph ong cua mot nhi thitc bac nhat ;

(B) Parabol y = ax® + bx + ¢ uon ¢6 dinh thudc truc hoanh ;

1
(C) Ph ong trinh ex” + bx + a =0 luon c6 mot nghiém kép la —-
X0

Giai va bién luan ph ong trinh m(mx — 1) =x + 1.

Cho ph ong trinh p(x + 1) — 2x =p2 +p — 4. Tim cdc gia tri cha p dé :

a) Ph ong trinh d6 nhan 1 1a nghiém ;

b) Ph ong trinh d6 c6 nghiém ;

¢) Ph ong trinh d6 vo nghiém.

Ba canh cua mot tam gidc vuong cé do dai 1a ba s6 tu nhién lién ti€p. Tim ba
s0 do.

Cho ph ong trinh (m — l)x2 +2x-1=0.

a) Giai va bién luan ph ong trinh da cho.

b) Tim céc gia tri cua m sao cho ph ong trinh d6 c6 hai nghiém trai dau.

¢) Tim céc gid tri clia m sao cho téng c4c binh ph ong hai nghiém ctia ph ong
trinh d6 bang 1.
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

102

Vi gid tri nao cua « thi hai ph ong trinh sau ¢6 nghiém chung ?
Ftx+a=0va X +ax+1=0.
Cho cac ph ong trinh :
P +3x-m+1=0, (1) 2% —x+1-2p=0. )
a) Bién luan s6 nghiém ctia méi ph ong trinh da cho bang dé thi.
b) Kiém tra lai két qua trén bang phép tinh.
Giai cac hé ph ong trinh :

) x2+y2+xy:7 b) 2(x+y) -xy=1
a
4y —xy=3; Xy +xy?
Giai va bién luan cac hé ph ong trinh :
) mx+3y=m-1 b) Sx+(a-2)y=a
a

2x+(m—-1)y=3; (a+3)x+(a+3)y=2a.
Giai va bién luan cac hé ph ong trinh :

x+y:4 3X—2y:1
a){ b){2 5

Xy =m; X" +y =m.

Tim a, b va ¢ dé parabol y = ax” + bx + ¢ ¢6 dinh 1a diém I(1 ; —4) va di qua
diém M(2 ; —3). Hay vé parabol nhan d oc.

Cho tam gidc ABC ¢6 BC = a, CA = b va AB = ¢. Lay mot diém M & gitta B
va C. Qua M, ta ké cic d ong thing ME va MF lan 1 ot song song Vvé6i cdc
canh AC va AB (E € AB, F € AC). Hoi phai 14y diém M céch B bao nhiéu dé
ME + MF =1 (I 1a d6 dai cho tr 6c¢) ? Bién luan theo /, a, b va c.



BAT BANG THUC VA
Chuong BAT PHUONG TRINH

Jx)<0

X < x, hodc x >x,

Bat dang thuc va bat phuong trinh 1a nhiing khai niém ma
ching ta da lam quen & l6p dudi. Chuong nay sé hoan thién
hon céc khai niém do, dong thoi cung cap cho chung ta nhiing
kién thic moi nhu van dé xét dau clia nhi thiic bac nhat va dau
clia tam thtic bac hai. Chung cé nhiéu Ging dung quan trong trong
viéc giai va bién luan cac phuong trinh va bat phuong trinh.
Chung ta can nam viing cac kién thiic do, dong thai rén luyén
ki nang ap dung chung dé giai cac bai toan trong khuon khé
cua chuong trinh.
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BAT DPANG THUC 7
§ VA CHUNG MINH BAT PANG THUC

1. On tap va bé sung tinh chat ciia bat ding thic

Gia str a va b 1a hai s0 thuc. Cic ménh dé "a > b", "a < b","a>b", "a b"
d oc goi la nhitng bdt ddng thiic.

Ciing nh c4c ménh dé logic khac, mot bat dang thic c¢6 thé diing hoac sai.
Chitng minh mot bat ding thitc 1a chiing minh bat ding thitc d6 ding.

D 6i day 12 mot s6 tinh chat da biét ctia bat dang thiic.

a>b vab>c=>a>c
a>b < a+c>b+c
Néuc>0thia>b< ac> bc.
Néuc<O0thia>b< ac<bc.

Tir d6 ta c6 cac hé qua sau :

a>bvac>d=a+c>b+d;
a+c>b<a>b—c;
a>b>0va c>d>0 = ac>bd;

a>b>0 va neN* = 4" >p";

a>b20<:>\/2>\/5;

a>b<:>§/5>§/3.
Vi du 1. Khong ding bang s6 hoac mdy tinh, hdy so sdnh hai s6 V2 + +/3 va 3.
Gidi. Gia st ~/2 + /3 3. Do hai vé& clia bat déng thic d6 déu d ong nén

2+ 3o (2+B)P 9o5+276 9

o W6 46 296 4wl

Vay V2 + 3 >3, O
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Néu A, B 1a nhitng bi€u thic chita bién thi "A > B" 1a mot ménh dé chia bién.
Chitng minh bat dang thic A > B (v6i diéu kién nao d6 cta cdc bién), nghia 1a
chiing minh ménh dé chiia bién A > B ding véi tit ca céc gid tri cua cdc bién
(thoa man diéu kién do).
Tu nay, ta quy 6c : Khi néi ta c6 bat dang thiic A > B (trong d6 A va B la
nhitng biéu thifc chita bién) ma khong néu diéu kién déi vé6i cac bién thi ta
hiéu ring bat dang thitc d6 xay ra v6i moi gid tri clia bién thuoc R.
Vi du 2. Ching minh ring x> >2(x—1).
Gidi. x* >2(x—1) & x*>2x-2 & x> —2x+2>0

o P2 2x+1+1>0 & (x—l)2 +1>0.
Hién nhién (x — 1)> +1> 0 véi moi x nén ta c6 bat déng thic can chiing minh.
Vi du 3. Chiing minh rang néu a, b, ¢ 12 do dai ba canh clia mot tam gidc thi

b+c—a)c+a-b)a+b-c) abc.
Gidi. Ta c6 céc bat dang thitc hién nhién sau :

2>d"~(b-c) =(a-b+c)a+b-c)

bzzbz—(c—a)zz(b—c+a)(b+c—a)
A> —(a=b)Y’=(c—a+b)c+a—Db).

Do a, b, ¢ 1a @0 dai ba canh cia mdt tam gidc nén tat ca cac vé€ clia cac bat
déng thic trén déu d ong. Nhan cdc v€ t ong ting clia ba bat déng thic trén,
tad oc
2 2 2
azbzczz(b+c—a) (c+a-b)y(a+b-c).

Lay cén bac hai clia hai vé€, ta d ¢c bat dang thitc can chiing minh. 0

Bat dang thirc vé gia tri tuyét doi

Tur dinh nghia gia tri tuyét doi, ta suy ra cac tinh chat sau day.

—lal < a<|a|vé6imoia € R.
|x|<a<<—a<x<a((véia>D0).

|x| >a <> x <—ahoac x> a (véia > 0).
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Sau day 12 hai bat dang thitc quan trong khéc vé gid tri tuyét doi (viét d 6i
dang bat dang thic kép).

lal —|b| < |a + b| <|al + |b| (v6i moi a, b € R).

Ta ching minh bét dang thic |a+b| |a| + |b|. That vay
la+b| o] + [p| < (@+bY o +2|ab| + b
& d+2ab+b d+2ab| +b* < ab |ab).
Bit déng thiic cudi ciing luén diing nén ta c6 bét ding thiic can chting minh.

P

EI St dung bét déng thuc vira ching minh va dang thic |a|=|a+ b+ (-b)| dé
chimg minh bét déng thuc |a|-|b|<|a+b]|.

3. Bat dang thic giita trung binh cong va trung binh nhan"
a) Doi voi hai so khong am

Ta da biét

la trung binh coOng cla hai s6 a va b. Khi a va b khong am

thi v/ab goi la trung binh nhan cta ching. Ta c6 dinh 1i sau day.

DINH Li

Véimoia>0,b>0tacd

a+b > \/@

2
Dang thiic xay ra khi va chi khi a = b.

N6i cach khdc, trung binh cong ciia hai so khong am lon hon hodc bang trung
binh nhan cua chiing. Trung binh cong ciia hai s6 khong dm bang trung binh

nhadn ciia chiing khi va chi khi hai so’ dé bang nhau.

(1) Ng i ta con goi la bat dang thitc Co-si (Augustin-Louis Cauchy, 1789 — 1857).
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Chung minh. V6ia>0,b >0, tacod

atb —@zé(am—z@) =%(\/Z—J3)2 >0.

2
Do d6

a;b > Jab .
Pang thiic x4y ra khi va chi khi (\/_ - \/5)2 =0,ticlaa=h. O

@I Trong hinh 4.1, cho AH = a, BH = b. H&y tinh D

cac doan OD va HC theo a va b. Tir do suy ra bét ¢
dang thure gitta trung binh cong va trung binh nhan

claavab.

Vi du 4. Chiing minh rang néu a, b, ¢ 1a ba s6 0 H
d ong bat ki thi

a+b b+c c+a
+ + > 6.

c a b
Gidi. Ta co Hinh 4.1

a+b b+c c+a
- +

S o

C a

[ |® 9 |®‘
@'Q Qlﬁ

ol
N—

oS
+
o

Q|0

o

Il

)}
O

HE QUA

Néu hai s6"d ong thay doi nh ng cé tong khong doi thi tich ciia
chiing lom nhdt khi va chi khi hai s6'dé bdang nhau.
Néu hai s6'd ong thay doi nh ng cé tich khong doi thi tong ciia
chiing nhd nhdt khi va chi khi hai sé’ dé bang nhau.

Ching minh. Gia st hai s6 d ong x va y c6 tong x + y = S khong déi. Khi do,

2
i - x;y > Jxy nén xy %.Dzlmg thiic x4y ra khi va chi khi x = y

2
Do do, tich xy dat gi4 tri 16n nhit bang ST khi va chi khi x = y.
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Gia sirhai s6 d ong x va y c6 tich xy = P khong déi. Khi d6

Y [ =P nen x+y 2JP.

2
Dang thiic x4y ra khi va chi khi x = y. Do d6, téng x + y dat gid tri nho nhat
bang 2~/P khi va chi khix = . O
UNG DUNG

Trong tdt cd cdc hinh chit nhdt cé cang chu vi, hinh vuéng cé dién
tich lon nhdt.

Trong tdt cd cdc hinh chit nhdt cé cang dién tich, hinh vuong cé
chu vi nho nhdt.

Vi du 5. Tim gia tri nho nhét ctia ham s6 f(x) = x + 3 vGi x > 0.
X
.« 2 A 7, 3 3 N
Giai. Dox>0néntacéd fix)=x+— 2,|x.— = 2\/§ va
X X

=23 @ x=> =3,

X

Vay gid tri nhd nhat ctia ham s6 f(x) = x + 3 x>0l f(\3) = 24/3.
X

b) Doi véi ba so khong am

.. a+b+c N . ) . . 3 N
Ta da biet —3 l1a trung binh cong cua ba s6 a, b, c. Ta goi Jabc 1a
trung binh nhan cua ba s6 d6. Ng 0i ta ciling ching minh d oc két qua t ong
tu dinh 1i trén cho tr ong hop ba s6 khong am.

Vé6imoia>0,b>0,c>0,tacd

%ZHC > abc.

Pang thiic x4y ra khi vachikhia=b=c.

No6i cach khéc, trung binh coéng ciia ba sé khong am lon hon hodc bang trung
binh nhdn cua chiing. Trung binh cong cua ba s6 khong dm bdng trung binh
nhan ciia chiing khi va chi khi ba sé’ dé bang nhau.



Vi du 6. Chiing minh ring néu a, b, c laba s6 d ong thi

(a+b+c)(l+l+lj 9.
a b c

Khi nao xay ra dang thic ?
Gidi. Vi a,b,clabaséd ong nén

a+b+c 33abe (dang thic x4y rakhi vachikhia=b=c) va

l+l+l 33,fL (dﬁngthl’rcxéyrakhivachikhil:l:l)-
a b ¢ abc a b c

Do dé6 (a+b+c)(l+l+lj 3\3/abc.33‘/L:9.
a b c abc

=b=c
1

_1
b c

a
Dang thiic xdy ra khi va chi khi { |
a

Vay dang thiic x4y ra khi vachi khia =b =c. O

El Phat biéu két qua t ong tu hé qué & phan a) cho tr dng hop ba s6 d ong.

~ ?m - n
Cauhoiv b itap
. s . . 11
Ching minh rang, néu a > b va ab >0 thi — < —.
a
Chiing minh rang nita chu vi ciia mot tam giéc 16n hon do dai méi canh cua tam
giac do.

2> ab + be + ca véi moi so thuc a, b, c.

Ching minh ring a® + b* + ¢
Ding thic x4y ra khi va chikhi @ = b = c.

Hay so sanh cac két qua sau day :

a) v2000 + /2005 va +/2002 + +/2003 (khong ding bang s6 hoac mdy tinh) ;

b) Ja+2 +va+4 vava+Ja+6 (a>0).
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10.

11.

12.

13.
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Chli‘ngminhréng,né'ua>0Véb>0thil+12 4 .
a b a+b

Chiting minh ring, néu @ >0 va b >0 thi @’ + b> > ab(a + b). Déng thic

xay ra khi nao ?

a) Ching minh rang a® +ab + b* > 0 v6i moi so thuc a, b.

b) Chiing minh réing véi hai s6 thuc a, b tuy ¥, ta cé a* + b* > a’b + ab®.

Ching minh rang, néu a, b, ¢ 1a do dai cdc canh cia mot tam giéc thi
at+b*+ 7 < 2(ab + bc + ca).

Ching minh rang, néu a >0 va b > 0 thi

a+b a+b> a+b
X < .
2 2 2

2 y

I+x 1+y

a) Ching minh rang, néu x >y > 0 thi

la—bl < lal N bl

b) Chiing minh ring doi véi hai s6 tuy ¥ a, b, ta c < )
) 8 8 vy 1+la=-bl 1+lal 1+1bl

Chiing minh rang :

a) Néu a, b 12 hai s6 cing déu thi %+9 >7
a

b) Néu a, b 1a hai s6 trdi dau thi < +2 <.
a
Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ctia ham s6 f(x)=(x+3)(5—x) véi

—3<x<5.

Tim gid tri nho nhét cua ham s6 f(x)=x+—1 voi x> 1.



Bai doc thém

1. Bat dang thitc Bu-nhi-a-c6p-xki di véi hai cip sé thuc
Véi hai cap s6 thuc (a,b) va (x,y) ta co
(ax + by)* < (a” + b + y9).

Déng thic xay ra khi va chi khi ay = bx.
Chung minh.
Dé& dang chiing minh dang thic sau :

(ax + by)2 + (ay — b)c)2 = (a2 + 172)(x2 + y2).
Mét khac, do (ay — bx)* >0 nén

(ax + by)2 + (ay - b)c)2 > (ax+ by)z.
T d6 suy ra bat dang thiic can chiing minh.

Déng thiic xay ra khi va chi khi ay — bx =0, tic 1a ay = bx.

Chu y. Khixy 0, didukién ay=bx cond deviétd 6idang & = 2
X y

2. Bt dding thirc Bu-nhi-a-cop-xki déi véi hai bd ba sé thuc

C6 thé chiing minh két qua sau :

VGi hai bo ba s6 thuc (a;, ay, a3),( by, by, b3), ta cd

(@1by + azhy + ash3)* <(ab + @ + a2 )(bE + b + b?).

N&U b, b, by 0 thi ding thiic xy ra khi va chi khi 2L = 22 - %
b] b2 b3

Vi du. Chimg minh rdng néu a* + 26 + 9¢* =3 thi a + 2b + 9¢ < 6.
Gidi. Tacod (a+2b+9¢)> = (a.1 + V2 b.N2 +3¢3) <

<@+ (25 + G112+ (V2)2 +3% =12 (a® +2b° + 9¢%) = 36,
Vivay a+2b+9c<6.

(1) Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804 — 1889), nha todn hoc Nga.

BAT DPANG THUC BU-NHI-A-COP-XKI™"
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Luyén tap

Chiing minh rang néu a, b, ¢ 1aba s6 d ong thi

é + ﬁ + —423abc.

b c a
Mot khach hang dén mot ctra hang ban hoa qua mua 2 kg cam da yéu cau
can hai lan. Lan dau, ng oi ban hang dat qua can 1 kg 1én dia can bén phai
va dat cam 1én dia can bén trdi cho dén khi can thiang bang va lan sau, dat
qua can 1 kg 1én dia can bén trdi va dat cam 1én dia can bén phai cho dén khi
can thang bang. Néu cdi can dia d6 khong chinh xdc (do hai cdnh tay don
dai, ngin khac nhau) nh ng qua can l1a ding 1kg thi khich hang c6 mua
d oc dung 2 kg cam hay khong ? Vi sao ?

Ching minh rang v6i moi s6 nguyén d ong n, ta 6 :

1 1 1 1
a) —+—+—+...+ <1
1.2 23 34 n(n +1)
Ho"ngdcfn.Vié'tizl—l;L:l—l,...
1.2 2 23 2 3
b)iz+i2+i2+...+%<2.
1 2 3 n

Tim gid tri 16n nhat va gi4 tri nho nhat cta biéu thiic

A:x/x—1+x/4—x.

Ching minh rang v6i moi s6 thuc a, b va ¢, ta c6

(@a+b+c) <3 +b*+c?).

> abcd.

4
Chiing minh rang néu a, b, ¢, d 1a bon s6 khong am thi (M)

Ching minh rang :

a)Néu x* + % =1 thi | x+y|<v2 ; b)Neudx -3y =15 thi x* +y* > 9.



S r 2 DAI CUONG VE BAT PHUGNG TRINH

1. Khai niém bat ph ong trinh mot an

DINH NGHIA

Cho hai ham s6'y = f(x) va y = g(x) ¢é tdp xdc dinh lan | ot la EDf
va Qg. Pt D = \,Dfm 98.

Ménh dé chita bién c6 mot trong cdc dang flx) < g(x),
f(x) > g(x), fix)  g(x), fix) = g(x) d oc goi la bdt ph ong trinh
mét dn ; x goi la dn s6 (hay dn) va 9 goi la tdp xdc dinh clia
bdt ph ong trinh dé.

S0 xy € D goi la mot nghiém ciia bdt ph ong trinh f(x) < g(x)

néu fixy) < g(xy) la ménh dé diing.

Khai niém "nghiém" cling d oc dinh nghia t ong tu cho cic bat ph ong trinh dang
Jx) > g(x), flx) - g(x) va flx) = g().

Gidi mét bdt ph ong trinh 1a tim tat ca cic nghiém (hay tim tdp nghiém) cua
bat ph ong trinh d6.

CHUY
Trong thuc hanh, ta khong can viét o tap xdc dinh & cha bat
ph ong trinh ma chi can néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién do6 goi

14 diéu kién xdc dinh cua bdt ph ong trinh, goi tat 1a diéu kién cua
bdt ph ong trinh.

EI Biéu dién tap nghiém ctia méi bat ph ong trinh sau bdi céac ki hiéu khodng
hoéac doan :
a) —0,5x>2; b) Ixl <1.
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D 6i day, ching ta chi ndi téi bat ph ong trinh dang f{x) < g(x). D6i vé6i cac bat
ph ong trinh dang f{x) > g(x), fix) < g(x) va fix) > g(x), ta ciling cé cac két qua
t ong tu.

Bat ph ong trinht ongd ong
DINH NGHIA

Hai bdt ph ong trinh (cung dn) d oc goi la t ong d ong néu
chung co cung tdp nghiém.

Néu fi(x) < g1(x) t ongd ong vdi f5(x) < g5(x) thi ta viét
F10) < g1(0) & fr(x) < gr(0).

@ Céc khang dinh sau day ding hay sai ? Vi sao ?
a)x+Jx-2 >+Jx-2 ©x>0;
b) Wx-1’<1 &x-1<1.

CHUY
Khi muon nhan manh hai bat ph ong trinh ¢6 cung tap xdc dinh 9

(hay c6 cung diéu kién xac dinh ma ta ciing ki hiéu 1a 9) va t ong
d ong v6i nhau, ta noi :

— Hai bat ph ong trinh t ong d ong trén 9, hoic

— Vé6i diéu kién 9, hai bat ph ong trinh 1a t ong d ong véi nhau.

Vi du 1. Véi diéu kién x > 2, ta c6

>l o1>x-2. O
x_

Bién d6it ong d ong cac bat ph ong trinh

Ciing nh  v6i ph ong trinh, & day ching ta quan tam dén cdc phép bién doi
khong lam thay ddi tap nghiém ctia bat ph ong trinh. Ta goi ching la céc phép
bién doi t ong d ong. Phép bién doi t ong d ong bién mot bdt ph ong trinh
thanh mot bdt ph ong trinh t ong d ong véi né. Chang han, viéc thuc hién céc
phép bién d6i dong nhat & moi vé clia mot bat ph ong trinh va gift nguyén tap
xdc dinh ctia n6 1a mot phép bién déit ong d ong.



D 6i day la dinh 1i vé mot s6 phép bién ddit ong d ong th ong dung. C4c ham
s6 néi trong dinh Ii ndy déu d ¢c cho bdi biéu thiic.

DINH LI

Cho bdt ph ong trinh f(x) < g(x) ¢é tdp xdc dinh 9, y = h(x)
la mot ham s6 xdc dinh trén 9.

Khi dé, trén 9, bdt ph ong trinh f(x) < g(x) t ongd ong vdi
moi bdt ph ong trinh :

1) f(x) + h(x) < g(x) + h(x) ;
2) fl)h(x) < g(xX)h(x) néu h(x) > 0voi moi x €9 ;

3) f)h(x) > g(xX)h(x) néu h(x) < 0 véi moi x € 9D.

Chitng minh. Sau day, ta chi chiing minh két luan 3). Cac két luan khéc ciing
d gc chiing minh t ong tu.

Néu xg thuoe D thi f(xy), g(xy) va h(xy) 1a cic gid tri xdc dinh bang s,
hon nita, vi (x) luén am nén A(x,) < 0. Do d6, d4p dung tinh chét cua bat
dang thic s6, ta c6

fxp) <glxy) < fxg)h(xy) > g(xp)h(xp).

Tur d6 suy ra rdng hai bat ph ong trinh ¢6 cung tap nghiém, nghia 1a chiing
t ong d ong v6i nhau. O

Vidu 2

a) Bat ph ong trinh /x >—2 t ong d ong véi bét ph ong trinh

Jx—x>2-+/x.
b) Bat ph ong trinh x > -2 khong t ong d ong véi bat ph ong trinh
x—x>-2-+/x. O
El Chting minh cac khang dinh trong vi du 2.
Céc khang dinh sau day ding hay sai ? Vi sao ?

a)x+l<1+l<:>x<1; b)M
X X x—1

<2 & x <2
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22.

23.

24.
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HE QUA
Cho bdt ph ong trinh f(x) < g(x) ¢6 tdp xdc dinh 9.
1) Quy tdc ndng lén luy thita bac ba
) < g & [T < [T,
2) Quy tdc ndng lén luy thita bdac hai
Néu f(x) va g(x) khong am véi moi x thuéc 9D thi
fi) < ) & [P < [e)T.
T ong ty, ta cling c6 quy tic nang lén luy thira bac 1€ va nang 1én luy thira bac chan.
El Gidi b4t ph ong trinh sau day (bang cach binh ph ong hai vé), gidi thich ré cac
phép bién déit ong d ong da thuc hién :

[x+1]<|x].

Cauhdiv b itap

Mot ban 1ap luan nh sau : Do hai vé€ cua bat ph ong trinh Vx —1 < |x]|
luon khong 4m nén binh ph ong hai vé€, ta d ¢c bat ph ong trinh t ong d ong
x — 1 <% Theo em, lap luan trén c6 ding khong ? Vi sao ?

Tim diéu kién xdc dinh réi suy ra tap nghiém ctia méi bat ph ong trinh sau :

a)\/;>\/;; b) vx—-3<1++x-3;
1 X 2

>2+ ; d) < .
x=3 x—-3 Vx-2 Jx-2

Trong hai bat ph ong trinh sau day, bat ph ong trinh nao t ong d ong véi bat
ph ong trinh2x-12>0:

Cc) x +

1 1
va 2x—1- > —

2x—1+ > > .
x-3 x—-3 xX+3 x+3

Trong bon cap bat ph ong trinh sau day, hay chon ra cac cap bat ph ong trinh
t ong d ong (néu co) :

A)x—2>0vax’(x—2)<0; b)x—2<0vax’(x—-2)>0;
)x-2<0vax’(x—2)<0; dx-2 0vaxi(x-2)>0.



BAT PHUONG TRINH VA HE BAT PHUCONG
TRINH BAC NHAT MOT AN

Tr 6c day, ching ta da 1am quen v6i bdt ph ong trinh bdc nhdt mot dn. D6 1a
bit ph ong trinh c6 mot trong cac dang ax + b <0, ax + b <0, ax + b > 0,

ax+b >0, trong d6 a va b 1a hai s6 cho tr 6¢c véia #0, x la an.

EI Cho bét ph ong trinh mx < m(m + 1).
a) Giai bat ph ong trinh v6i m = 2.

b) Gidi bat ph ong trinh véi m =2 .

Nh vay, né€u a va b 1a nhiing bi€u thic chita tham s6 thi tap nghiém cua bat
ph ong trinh phu thudc vao tham s6 d6. Viéc tim tap nghiém cua mot bat
ph ong trinh tuy theo cdc gia tri ctia tham s6 goi la gidgi va bién ludn bat
ph ong trinh do.

D 6i day, ching ta chl yéu néi vé cdch giai va bién luan bat ph ong trinh
dang ax + b < 0. D6i véi cac bat ph ong trinh dang con lai, cach giai ciing
t ong tu.

Giai va bién luan bat ph ong trinh dang ax + b < 0

K&t qua giai va bién luan bat ph ong trinh

ax+b<0 (1)
d oc néu trong bang sau day.

I)Néua>0thi(l) < x< —2. Vay tap nghiém cua (1) 1a S :(—oo ; —éj
a a

2)Néua<O0thi(l) x> —2. Vay tap nghiém cua (1) 1a S :(_2 ; +ooj.
a a
3) Néua=0thi (1)< 0x<-b. Do dé :
— Bat ph ong trinh (1) vo nghiém (S=)néub>0;
— Bat ph ong trinh (1) nghiém ding v6i moi x (S = R) néu b < 0.
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CHUY
Viéc biéu dién céc tap nghiém trén truc so s& rat co ich sau nay.

Chang han, phan khong bi gach & trén hinh 4.2 biéu dién tap
nghiém cua (1) v6i a > 0.

///////////
}//IIIIII//

b

a

Hinh 4.2

Vi du 1. Giai va bién luan bat ph ong trinh
mx+1>x+m. )

Gidi. Bat ph ong trinh (2) t ong d ong véi

(m—Dx>m*— 1. 3)
Ta cé
m* —
I)Néeum>1thim—-1>0nén (3) < x> Sx>m+ .
m_
m> —
2)YNéum<1thim—1<0nén (3) < x< Sx<m+ 1.

3) Néu m = 1 thi bat ph ong trinh trd thanh Ox > 0 nén né vo nghiém.

Két ludn : — Néu m > 1 thi tap nghiém cua (2) 1aS= (m + 1 ; +oo0).
— Néu m < 1 thi tap nghiém cta (2) 1a S = (-0 ; m + 1).

— Néu m =1 thi tap nghiém cua (2) la S = . O

@ Tir két qué trén, hdy suy ra tap nghiém cta bét ph ong trinh

2
mx+1>2x+m".

Vi du 2. Giai va bién luan bat ph ong trinh

2mx 2 x +4m — 3. 4)
Giai. Bat ph ong trinh (4) t ong d ong véi
2m—-1)x=4m - 3. (5)



1 _
1)Né’um>5 thi2m—-1>0nén (5) < x> 4m

. 1 -
2)Neum< — thi2m—1<0nén (5) < x < 4m
2 2m

- 1 9 N 2, 7 . ~ 2,0 .
3) Neum = 5 thi (5) tro thanh Ox > —1, boi vay nd nghiém ding v6i moi x.

Két lugn : — Néu m > % thi tap nghiém cta (4) 1a S = {;lm _f ; o0 J
m_

z 1 . R N -
—Néum< 5 thi tap nghiém cua (4)1a § = (—oo ; dm 3}.

2m—1

. 1 . , N
—Néum= 5 thi tap nghiém cua (4)1a S = R.

Giai hé bat ph ong trinh bac nhat mot an

T ong tu nh hé ph ong trinh, tap nghiém cua mot hé bat ph ong trinh la

giao cua tat ca cac tap nghiém cta cac bat ph ong trinh trong hé.

Do do,

Muén gidi hé bdt ph ong trinh mot dn, ta gidi tung bdt ph ong

trinh ciia hé roi ldy giao cia cdc tdp nghiém thu d oc.

Vi du 3. Giai hé bat ph ong trinh

3x—5<0 (6)
) 2x+3>0 (7)
x+1>0. )]

Gidi. Giai lan 1 ot ting bat ph ong trinh clia hé, ta d ¢c :
Tap nghiém cua (6) 1a S, = [—oo : %} :

R A R 3
Tap nghiém cua (7) 1a S, = [_5 ; +ooj ;

Tap nghiém cua (8) 1a S5 = (-1 ; +o0).
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Vay tap nghiém cua hé bat ph ong trinh da cho la

5
S:S10520532(—1;§j|. O

Ta ciing c6 thé trinh bay 10i gidi vi du 3 nh sau :
5
X< —
3

b < xZ—g <:>—1<x£§

3
x>-1

Tap nghiém cua hé bat ph ong trinh da cho l1a

5
S=|-1;—1.
( 3} -

Dé dé x4c dinh tap nghiém S, ta biéu dién c4c tap nghiém trén truc
s6 bang cach gach di cdc diém (phin) khong thuoc tap nghiém cua
ting bat ph ong trinh trong hé, phan con lai s& biéu dién tap
nghiém can tim (h.4.3).

CHUY

Hinh 4.3
Bl Tim céc gia tri clia x d€ dong thdi x3y ra hai dang thurc :
[3x+2|=3x+2va|2x-5|=5-2x.
H ongdan.|A|l=A< A>0va|B|=-B< B<0.
Vi du 4. Vi gia tri nao cua m thi hé bat ph ong trinh sau c¢6 nghiém ?

x+m=<0 )
{—x +3<0. (10)
Gidi. Ta ¢6 (9) < x < —m. Tap nghiém cua (9) 1a (- ; —m].
(10) < x > 3. Tap nghiém cua (10) 1a (3 ; +0).
Vay tap nghiém ctia h¢ 1a § = (oo ; —m] N (3 ; +o). Hé c6 nghiém khi va
chi khi § # &, tic 1a 3 < —m hay m < 3. |
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Cauhoiv b itap
25. Giai cac bat ph ong trinh :
x+2 3x+5 xX+2

a) —x+1>x+3; b) 5 1< 3 + X ;
o) (1-v2)x<3-2V2 ; d) (x +3)% > (x —3)% +2.
26. Giai va bién luan cac bat ph ong trinh :
aymx—m)<x-1; b) mx+6>2x+3m;
)x+Dk+x<3x+4; dD@+Dx+a+3=24x+1.
27. Giai cac hé bat ph ong trinh :
Sx—-2>4x+5 2x+1>3x+4
a) b)
Sx—4<x+2; S5x+3>28x-09.
Luyen tap
28. Giai va bién luan cac bat ph ong trinh :
aymx—m)>2(4-x); b)3x+m22m(x+3);
)k(x—1)+4x>5; d)bx—1)<2—x.
29. Giai cac hé bat ph ong trinh :
S5x+2
) 3 z4-x b) (1—)()2>5+3x+x2
a
6—5x<3x+1; (x+2)3<x3+6x2—7x—5;
13
4X—5<x+3 x—-1<2x-3
o 7 d) [3x<x+5
3x+8>2x_5. 5_13
4 ’ L < x-3,
2
30. Tim cdc gi4 tri clia m dé mdi hé bat ph ong trinh sau c¢6 nghiém :
3x—2>-4x+5 b x—2<0
a
3x+m+2<0; m+ x> 1.

31. Tim cdc gi4 tri cia m d€ mdi hé bat ph ong trinh sau vo nghiém :
2x+7<8x—1 —3) > 42
2) X X b) (x 3) >x"+7x+1
2x+m+520; 2m — 5x < 8.
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DAU CUA NHI THUC BAC NHAT

Nhi thitc bac nhat va dau cua né

Nhiéu bai toan dén dén viéc xét xem mot biéu thitc f(x) da cho nhan gid tri am
(hoac d ong) véi nhiing gid tri nao cha x. Ta goi viéc lam do6 1a xét ddu cua

biéu thirc f(x). D 6i day, ta s& tim hiéu vé nhi thitc bac nhat va d4u ctia né.
a) Nhi thirc bac nhat

DINH NGHIA

‘ Nhi thitc bdac nhdt (doi véi x) la biéu thitc dang ax + b, trong dé a va

b la hai s6 cho tr écvdia #0.

Ta da biét, ph ong trinh ax + b =0 (a # 0) c6 mot nghiém duy nhat x, = —é.
a

Nghiém d6 ciing & ¢c goi 1a nghiém ciia nhi thiic bdc nhdt f(x) = ax + b. N6
c6 vai tro rat quan trong trong viéc xét dau cua nhi thiic bac nhat f(x).

b) Dau cua nhi thitc bac nhat
bat x, = _b , ta viét nhi thic bac nhat f(x) = ax + b nh sau
a

f)y=ax+b= a[x + 2) = a(x — xgp).
a

Khi x > x; thi x — x> 0 nén déu cua a(x — xy) trung véi dau cua a.

Khi x < x; thi x — x; < 0 nén dau cta a(x — xy) trdi véi ddu cla a.



T d6 ta cod

DINH LI (vé d&u clia nhi thiic bac nhat)

Nhi thitc bdc nhdt f(x) = ax + b cung ddu vdi hé sé a khi x lon
hon nghiém va trdi ddu véi hé so' a khi x nho hon nghiém ciia nd.

Két qua cta dinh 1i nay d oc tom tit trong bang sau

X ‘ —00 _X'O +00
f=ar+b |  wdidiuvéia 0 cingdduvéia
Chang han nhi thifc fix) = —x + 1,5
P A ~ N PN y \0 y
co hé s6 a = —1 va nghiém x, = 1,5. X
Do d6, diu ctia n6 d oc cho trong *//0 \
bang sau . Yo
o| /*o X ol . X
X ‘—oo L5 +00 Se,
)
—x+15 ‘ L+ 0 _ a>0 a<0 °

Nhi thitc di cho d ong khi x < 1,5 Hinh 4.4

va am khi x > 1,5.

[H1| Hay gidi thich béng d6 thi (h.4.4) cac két qua cdia dinh If trén.

Mot so ting dung
a) Giai bat ph ong trinh tich

Ta xét c4c bat ph ong trinh c6 thé d a vé mot trong cdc dang P(x) > 0, P(x) > 0,
P(x) £0, P(x) <0 v6i P(x) 1a tich cta nhitng nhi thic bac nhat.

Vi du 1. Giai bat ph ong trinh

x=3)x+1)2-3x)>0. (D)
Cdch gidi. Dé giai bat ph ong trinh (1), ta 1ap bang xét dau vé trai cta (1).
bat P(x) =(x - 3)(x+ 1)(2 — 3x).
— Giai ph ong trinh P(x) =0,tad oc

x=3)x+1)(2-3x)=0< x=3hodac x =—1 hodc x = %

123



124

— Sép x€ép céc gia tri tim d ¢c cua x theo thit tu ting : —1, % , 3. Ba s0 nay chia

truc s6 thanh bon khoang. Ta xéac dinh dau cta P(x) trén timg khoang bang céch
lap bang sau day goi 1a bang xét ddu ciia P(x).

X —00 -1 % 3 +00
x=3 - - - 0 +
x+1 - 0 + + +
2-3x + + 0 - -
P(x) + 0 - 0 + 0 -

Trong bang xét diu, hang trén cung ghi lai bon khoang d oc xét cua truc so,
ba hang ti€p theo ghi ddu ctia cdc nhan tr bac nhat trén mdi khoang (dua vao
dinh 1i vé dau cta nhi thic bac nhit) ; hang cudi ghi dau ctua P(x) trén moi
khoang bang céch 14y "tich" ctuia cdc ddu cling coOt & ba hang trén.

Dua vao bang xét du, ta c6 tap nghiém ctia bat ph ong trinh (1) 1a

S:(—oo;—l)u(gﬁj. O

b) Giai bat ph ong trinh chita 4n ¢ mau

day, ta chi xét cac bat ph ong trinh c6 thé d a vé mot trong cic dang

PO o, PO o PO 5 o PO 6 trong d6 P(x) va O(x) 1a tich cita

o) oW oW T 0
nhitng nhi thic bac nhat. Dé giai cdc bat ph ong trinh nh  vay, ta 1ap bang xét
P(x)

(x)

dau cua phan thic . Khi lap bang xét ddu, nhé rang phai ghi tat ca cac

nghiém cua hai da thiic P(x) va Q(x) 1én truc s6. Trong hang cudi, tai nhiing
diém ma Q(x) = 0, ta dung ki hiéu || d€ chi tai d6 bat ph ong trinh da cho
khong xac dinh.

Vi du 2. Giai bat ph ong trinh
3 5
< .
x=2 2x-1

2)



Giai. Taco
2) - 3 B 5
x—-2 2x-1
@3(2x—1)—5(x—2)£0
(x=2)2x-1)

P 3)
(x—2)2x—1)

<0

Bang xét ddu vé trai cua (3) :

X —00 -7 % 2 +00
x+7 ~ 0 + + +
x—2 — — - 0 +
2x—1 ~ - 0 + +
V& tréi -0+ | -+
Tu d6 suy ra tap nghiém cua (2) 1a S = (-0 ; =7] U (% ; 2) . 0

¢) Gidi ph ong trinh, bat ph ong trinh chita 4n trong dau gia tri tuyét doi
Mot trong nhiing cach giai ph ong trinh hay bat ph ong trinh chia 4n trong
dau gid tri tuyét doi 1a sir dung dinh nghia dé khir ddu gia tri tuyét doi. Ta
th ong phai xét ph ong trinh hay bat ph ong trinh trong nhiéu khoang (doan,
nira khoang) khdc nhau, trén d6 méi bi€u thitc ndm trong dau gid tri tuyét doi
déu c6 mot déu xac dinh. Sau day 1a mot vi du don gian.
Vi du 3. Giai bat ph ong trinh

|2x — 1| <3x+35. (4)
Gidi
D) Véix< 3, tacd

@DHe=1-2x<3x+5 <:>5x>—4<:>x>—%-

Két hop véi diéu kién x < %, tad oc —% <x< % Vay tap cac nghiém thoa
o g A1 L1 , 4 1
man diéu kién dang xét 1a khoang 3 ; 5)
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1
2) Véix > E,tacé

@ 2x-1<3x+5 < x>-6.

1 1 . ;o
Két hop véi diéu kién x > 5 tad oc x > —. Vay tap cac nghiém thoa man

[\)

diéu kién dang xét 1a ntra khoang [ D+ j

Tom lai, tip nghiém cta bat ph ong trinh (4) 1a

Cauhdiv b itap

32. Lap bang xét d4u cuia cdc biéu thic :

a)4—3x; b)1—2 x.
2x +1 3x -2
2
&) x(x —2)°G - ) ; B )
(x=51-x)
33. Phan tich céc da thic sau thanh nhan tlr bac nhat roi xét dau :
a) —x> +x+6 ; b) 2x% — (2 + 3)x + /3.
34. Giai cac bat ph ong trinh :
g 8=V =2) 4. by > > .
x+1 1-x 2x+1

) [2x— 2 |+ [N2 —x|>3x -2 d) |2 -VBx+1| < B ++2.
35. Giai cac hé bat ph ong trinh :

(x-3)R2-x)>0 2 1
a) {4x -3 ' b){2x—-1 3-x
<x+3; |x|<1.

IA
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

Luyén tap

Giai va bién luan cac bat ph ong trinh :
a) mx+4>2x+m’; b) 2mx + 1 > x + 4m” ;
xm’—D<m'—1; d)2(m + Dx < (m+ 1)* (x = 1).
Giai cac bat ph ong trinh :

3-2x

a —\/§x+2 x+1DM@x -5 >0; b <0;

) ( )+ D(4x - 5) v

c)_3x+1S— : x+2£x—2.
2x + 1 3x+1 2x-1

Giai va bién luan cac bat ph ong trinh :

a) 2x — N2)(x —m)>0; b)ﬂgo
x—2m+1

Tim nghiém nguyén cia moi hé bat ph ong trinh sau :

6x+§>4x+7 15x—2>2x+%

D ge+3 b) 3x — 14
D ox425: 2Ax —4) < x; .

Giai cac ph ong trinh va bat ph ong trinh :
|2x - 1]
>

A lxt1]+|x—1]=4; B il I
x+Dx-2) 2

Giai va bién luan cac hé bat ph ong trinh :

N {(x—\/g)(\ﬁ—Zx) >0 2 >

<
by ix-1 2x-1

x-m=<0; r—m>0
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BAT PHUONG TRINH VA ?
HE BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN

Bat ph ong trinh bac nhat hai 4n

a) Bat ph ong trinh bac nhat hai 4n va mién nghiém cua né

PINH NGHIA

Bdt ph ong trinh bdc nhdt hai dn la bdt ph ong trinh ¢6 mot
trong cdc dang

ax+by+c<0,ax+by+c>0,ax+by+c<0,ax+by+c=>0,

trong do a, b va c la nhitng s6 cho tr dc sao cho a®+b* #0;
xvay lacdc dn.

Moi cdp s6 (xy 5 ¥) sao cho axy+ byy + ¢ <0 goi la mot nghiém

cia bdt ph ong trinh ax + by + ¢ < 0.

Nghiém cta cac bat ph ong trinh dang ax + by + ¢ > 0, ax + by + ¢ <0 va
ax +by+c>0d ocdinhnghiat ong tu.

Nh vay trong mat phing toa do, mdi nghiém ctia bat ph ong trinh bac nhat
hai 4n d ¢c bi€u dién boi mot diém va tap nghiém ctia né d oc biéu dién
boi mot tap hop diém. Ta goi tap hop diém 4dy 12 mién nghiém cla bat
ph ong trinh.

D 6i day, ching ta s& thdy mién nghiém ctia bat ph ong trinh bac nhat hai 4n

12 mot nira mat phang.

b) Cach xac dinh mién nghiém cua bat ph ong trinh bac nhat hai 4n

Viéc x4c dinh mién nghiém ctia mot bat ph ong trinh bac nhat hai 4n (hay
biéu dién hinh hoc tap nghiém clia né) trong mat phang toa do dua trén dinh Ii
d oc thira nhan sau day.



DINH Li

Trong mdt phang toa do, d ong thang (d) : ax + by + ¢ = 0 chia
mdt phdng thanh hai nita mdt phdang. Mot trong hai nita mdt
phang dy (khong ké bo (d)) gom cdc diém cé toa do thod madn
bdt ph ong trinh ax + by + ¢ > 0, nita mdt phdng con lai (khong

ké bo (d)) gom cdc diém cé toa do thod man bdt ph ong trinh

ax+by+c<O.

Tu dinh Ii, ta suy ra
Néu (xq ; yo) la mot nghiém cia bdt ph ong trinh ax + by + ¢ >0
(hay ax + by + ¢ < 0) thi nita mdt phdng (khong ké bo (d)) chita
diém M(xy ; yo) chinh la mién nghiém ciia bdt ph ong trinh dy.
Vay dé xdc dinh mién nghiém cta bat ph ong trinh ax + by + ¢ < 0, ta lam
nh sau:
~Véd ongthang (d):ax+by+c=0;
— Xét mot diém M(x ; yo) khong nam trén (d).
Néu axy + by, + ¢ < 0 thi nita mdt phdang (khong ké bo (d)) chita
diém M la mién nghiém cua bdt ph ong trinh ax + by + ¢ < 0.
Néu axy + byy + ¢ > 0 thi nita mdt phéing (khong ké bo (d)) khong

chita diém M la mién nghiém cua bdt ph ong trinh ax + by + ¢ <0.

CHUY
Doi véi cac bat ph ong trinh dang ax + by + ¢ <0 hoac ax+ by + ¢ >0
thi mién nghiém 12 nira mat phang ké ca bo.

Vi du 1. Xac dinh mién nghiém ctia bat ph ong trinh 3x + y <0.

Gidi. Trén mat phang toa do, d ong thang (d) : 3x + y = 0 chia mat phing
thanh hai nlta mat phang.
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Chon mot diém bat ki khong thuoc d ong thang
d6, ching han diém M(0 ; 1). Ta thay (0 ; 1)
khong phai 1a nghiém cta bat ph ong trinh da
cho. Vay mién nghiém cin fim 13 nira mat phang
bd (d) khong chita diém M(O ; 1). (Trén hinh 4.5,
mién nghiém 12 nira mat phiang khong bi gach).

EI Xac dinh mién nghiém cla bat ph ong trinh x +y > 0. Hinh 4.5

Heé bat ph ong trinh bac nhat hai 4n
D 6i day 1a mot vi du vé hé bdt ph ong trinh bdc nhdt hai dn
3x—y+3>0
(I s 2x+3y-6<0
2x+y+4>0.
Trong mat phang toa do, ta goi tap hop cdc diém c6 toa do thod man moi bat
ph ong trinh trong hé 1a mién nghiém cua hé. Vay mién nghiém cua hé 1a
giao cadc mién nghiém culia cdc bat ph ong trinh trong hé.
Dé xac dinh mién nghiém clia hé, ta ding ph ong phdp biéu dién hinh hoc
nh sau:
— Vi méi bdt ph ong trinh trong hé, ta xdc dinh mién nghiém ciia
né va gach bo mién con lai.
— Sau khi lam nh  trén lan | ot doi vdi tdt cd cdc bdt ph ong trinh
trong hé trén cung mot mdt phdng toa dé, mién con lai khong bi
gach chinh la mién nghiém cua hé bdt ph ong trinh da cho.
Vi du 2. X4c dinh mién nghiém ctia hé bat ph ong trinh (I).
Gidi. Tr 6c hét, tavé bad ong thang :
d):3x-y+3=0;
(dy) : 2x+3y—-6=0;
(d3): 2x+y+4=0.

0
o

<
000999,

Thtr truc ti€p ta thay (0 ; 0) la nghiém cua ca ba
bat ph ong trinh. Diéu d6 cé nghia la géc toa do
thuoc ca ba mién nghiém cla ba bdt ph ong
trinh ctia hé (I). Sau khi gach bo cdc mién khong &4( dy)
thich hop, mién khong bi gach trén hinh 4.6

(khong ké bién) 12 mién nghiém ctia hé (I). O Hinh 4.6

900990,
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@ Xac dinh mién nghiém cla hé bat ph ong trinh

y—3x>0
x=2y+5<0
S5x+2y+10>0.

Mot vi du ap dung vao bai toan kinh té

Vén dé tim mién nghiém cta hé bat ph ong trinh bac nhit ¢6 lién quan chat
ché dén Quy hoach tuyén tinh. D6 1a mot nganh todn hoc ¢6 nhiéu ting dung

trong doi song va kinh té. Sau day 1la mot vi du don gian.

Bai toan
Ng 0i ta du dinh ding hai loai nguyén liéu dé chiét xuat it nhat 140 kg chat A
va 9 kg chat B. Tir mdi tdn nguyén liéu loai I gid 4 trieu dong, c6 thé chiét
xudt d oc 20 kg chét A va 0,6 kg chat B. Tir méi tdn nguyén liéu loai IT gid 3
trieu dong, c6 thé chiét xuat d gc 10 kg chat A va 1,5 kg chat B. Hoi phéi
dung bao nhiéu tan nguyén liéu mdi loai dé€ chi phi mua nguyén liéu 1a it nhat,
biét ring co s& cung cap nguyén liéu chi c6 thé cung cap khong qua 10 tidn
nguyén liéu loai I va khong qua 9 tan nguyén liéu loai II ?
Phdn tich bai todn. Néu st dung x tdn nguyén liéu loai I va y tdn nguyén liéu
loai 1I thi theo gia thiét, c6 thé chiét xuit d oc (20x + 10y) kg chit A va
(0,6x +1,5y) kg chat B. Theo gia thiét, x va y phai thoa mén cdc diéu kién :
0<x<10va0<y<9;
20x + 10y > 140, hay 2x +y > 14 ;
0,6x + 1,5y > 9, hay 2x + 5y > 30.
Téng s6 tién mua nguyén liéu 1a T(x ; y) = 4x + 3y.
Bai toan da cho trd thanh : Tim cac s6 x va y thoa man hé bat ph ong trinh

0<x<10

0<y<9

2x+y=>14

2x + 5y > 30,

(1)

sao cho T(x ; y) = 4x + 3y c6 gia tri nho nhat.
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Bai toan nay dan dén hai bai todn nho sau :
Bai todn 1. Xéc dinh tap hop (S) cdc diém c6 toa do (x ; y) thoa man hé (II).
Bai todn 2. Trong tit ca cdc diém thudc (S), tim diém (x ; y) sao cho T(x ; y)
c6 gia tri nho nhat.

Viéc giai bai todn 1 chinh Ia viéc xdc dinh mién nghiém cta hé bat ph ong

trinh (I[) matadalapd oc.
2 Z
: i/ B

Kiém tra lai rang mién nghiém
(S) cla hé (1) la mién tu giac ABCD
trén hinh 4.7 (k€ ca bién).

BO <

[

Dé gidi bai todn 2, ta thira nhan
rang biéu thic T(x ; y) c6 gid tri
nhé nhat va gia tri 4y dat d oc tai

mot trong cac dinh cua td gidc
ABCD (xem bai doc thém trang
133). Bang cach tim toa do cac
dinh A, B, C, D rdi so sanh cic gia
tri t ong ung cta T(x ; y), tad gc
T(5; 4) =32 1a gia tri nho nhat. Hinh 4.7

AL

N
S

Vay dé chi phi nguyén liéu it nhat, cin sit dung 5 tdn nguyén liéu loai I va
4 tan nguyén liéu loai II (khi d6, chi phi téng cong 1a 32 triéu dong).

Cauhdiv b itap

Xéc dinh mién nghiém ctia méi bat ph ong trinh hai 4n :
A)x—2+42(y—1)>2x+4; b) 2x -2y + 2 -2<0.

Xac dinh mién nghiém clia mdi hé bat ph ong trinh hai 4n :

Y 150 4x-5y+20>0
a) 23 b) |y>0
Y
2c-D+=<4; —
b3 yess il



44. Mot gia dinh can it nhat 900 don vi protéin va 400 don vi lipit trong thic an
modi ngdy. Mbi kilogam thit bo chita 800 don vi protéin va 200 don vi lipit.
Mboi kilogam thit lon (heo) chida 600 don vi protéin va 400 don vi lipit. Biét
rang gia dinh nay chi mua nhiéu nhat 12 1,6 kg thit bo va 1,1 kg thit lon ; gid
tién 1 kg thit bo 1a 45nghin dong, 1 kg thit lon la 35nghin dong. Gia su
gia dinh d6 mua x kilogam thit bo va y kilogam thit lgn.

a) Viét c4c bat ph ong trinh biéu thi c4c diéu kién cha bai toan thanh mot hé
bat ph ong trinh r6i xdc dinh mién nghiém (S) cta hé dé.

b) Goi T (nghin dong) 1a s6 tién phai tra cho x kilogam thit bd va y kilogam
thit lon. Hay biéu dién T theo x va y.

C) cau a), ta thay (S) 1a mot mién da gidc. Biét rang T ¢6 gia tri nhd nhat tai
(Xg3 Yo) VOi (X535 o) 1a toa do clia mot trong cac dinh cuta (S). Hoi gia dinh

d6 phai mua bao nhiéu kilogam thit méi loai dé chi phi 1a it nhat ?

MOT PH ONG PHAP TIM CUC TR[\CL’JA BIEU THUC
P(x ; y) = ax + by TREN MOT MIEN DA GIAC LOI

B I TOAN : Tim gia tri nhd nhét hay I6n nhét ctia biéu thirc P(x ; y) = ax + by (b = 0)
trén mot mién da giac phang 16i (ké cd bién).

Bai toan dé c6 nghia la :

Cho biéu thiic P(x ; y) = ax + by (b # 0) va mot mién da giac 16i (S), ké ca bién, trong
mét phang toa d6 Oxy. Hay tim gia tri nhd nhat (hay 16n nhat) clia P(x ; y) véi (x ; y) &
toa do clia cac diém thudc (S).

Céch gidi. Ta ludn c6 thé gia thiét rang b > 0, bdi vi néu b < 0 thi ta c6 thé nhan ca
hai v& vGi —1 va bai toan tim gia tri nhd nhét (hay 16n nhéat) cla P(x ; y) sé tr§ thanh
bai toan tim gia tri I6n nhat (hay nhd nhat) clia —P(x ; y) = —ax + b'y, trong d6 b' = —b > 0.
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Tap cac diém (x ; y) d& P(x ; y) nhan gia tri p 1a

d ong thdng ax + by =p, hay y = —%x + f b ong
thdng nay c6 hé sé goc bang —% va cét truc tung

tai di€m MO ; m) Vi m = % (h.4.8). Ki hiéu d &ng

thdng nay 1a (d,,). Vi b > 0 nén viéc tim gia tri
nhd nhéat (hay I6n nhat) cla P(x ; y) = p VGi
(x ;) € (S) quy vé viéc tim gia tri nhd nhét

(hay 16n nhat) cta m = % téc la tim diém M &

vi tri thdp nhat (hay cao nhéat) trén truc tung sao
cho d &ng théng (d,) cb it nhat mét diém chung
véi (9).

Hinh 4.8

Tu dd, chay rang (d,,) c6 hé s6 gbc bang —% khéng ddi. Ta di d&n cach lam sau :

Khi tim gia tri nhd nhat clia P(x ; y), ta cho d dng thdng (d,,) chuyén déng song
song vGi chinh n6 tir mét vi tri nao d6 & phia d i mién (S) va di 1én cho dén khi (d,,)
lan d4u tién di qua mot diém (x, ;y,) nao do6 cla (S). Khi d6, m dat gia tri nhd nhat
vat ang Gng véi no 1a gia tri nho nhat clia P(x ; y). D6 1a

P(xy;yy) = axy + by,.

Khi tim gia tri 16n nhét clia P(x ; y), ta cho d dng thdng (d,,) vdi hé s8 gbc —%
chuyén déng song song v6i chinh né t&r moét vi tri ndo dé & phia trén mién (S) va di
xuéng cho dén khi (d,) 1an dau tién di qua mét diém (x,;y,) nao dé cla (S). Khi
dé, m dat gia tri 16n nhat va t ong (ng vGi nd 1a gia tri 16n nhat cla P(x ; y). DO 1a

P(xy;yy) = axy + by,.

CHUY
Qua céach lam trén, ta thdy rang P(x ; y) dat gia tri nhd nhat (hay 16n nhét)
tai mét dinh nao do6 cla da giac (S).
Ap dung cach lam trén vao bai toan 2 néu trong 5, ta thdy khi (d,) di qua dinh
A(5 ; 4) thi m nhd nhéat. Diéu dé c6 nghia la T(x ; y) dat gia tri nhoé nhét khi x = 5 va
y =4. Khi d6, T(5 ; 4) = 32.
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Luyén tap

45. X4c dinh mién nghiém ctia cdc bit ph ong trinh hai 4n :

a)x+3+2Q2y+5)<2(1-x); b) (1+3)x—(1-~3)y>2.
46. X4c dinh mién nghiém cla cdc hé bat ph ong trinh hai 4n :
X—y>0 3x-2y-620
a) sx—3y<-3 b) 2(x—1)+37y£4
X+y>S: x>0,

47. Goi (S) 12 tap hop céc diém trong mat phing toa do c6 toa do thoa man hé
2x—-y=22
x—2y<2
x+y<5
x20.
a) Hay x4c dinh (S) d€ thdy ring d6 12 mot mién tam gidc.
b) Trong (S), hdy tim diém c6 toa do (x ; y) 1am cho biéu thiic f{x ; y) = y —x ¢6 gid
tri nho nhat, biét rang f(x ; y) ¢6 gid tri nho nhét tai mot trong céc dinh cta (S).
48. Bai todn vitamin
Mot nha khoa hoc nghién ctiu vé tdc dong phdi hop cua vitamin A va vitamin B
doi v6i co thé con ng Oi. Két qua nh sau :
i) Mot ng di ¢6 thé ti€p nhan d oc mdi ngay khong qua 600 don vi vitamin A
va khong qud 500 don vi vitamin B.
ii) Mot ng i méi ngay can tir 400 dén 1000 don vi vitamin ca A 1an B.
iii) Do tdc dong phoi hop cua hai loai vitamin, méi ngay, s6 don vi vitamin B
khong it hon % s6 don vi vitamin A nh ng khong nhiéu hon ba 1an s6 don vi
vitamin A.
Giasutxvaylanl otla s6 don vi vitamin A va B ma ban ding méi ngay.
a) Goi ¢ (d6ng) 1a s6 tién vitamin ma ban phai tra méi ngay. Hay viét ph ong
trinh biéu dién ¢ d 6i dang mot biéu thic clia x va y, néu gid mot don vi
vitamin A 12 9 dong va gid mot don vi vitamin B 1a 7,5 dong.
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b) Viét céc bat ph ong trinh biéu thi céc diéu kién i), ii), va iii) thAinh mot hé
bat ph ong trinh r6i xdc dinh mién nghiém (S) ctia hé bat ph ong trinh d6.

c¢) Tim ph ong 4n dung hai loai vitamin A va B thod man cdc diéu kién trén dé
sO tién phai tra 1a it nhat, biét rang ¢ dat gia tri nho nhat tai mot trong céc dinh
ctia mién nghiém (S).

0 4/,
SN

VAI NET VE LICH SU QUY HOACH TUYEN TiNH

TU thoi ¢6 dai, khi thuc hién cac cong viéc cla minh,
loai ng &i da ludon h Gng tGi cach lam t6t nhat trong
cac cach lam c6 thé d dc (tim ph ong an t6i u trong
cac ph ong an). Khi toan hoc phat trién, ng i ta da
mé hinh hoa toan hoc cac viéc can lam, nghia l1a biéu
thi cac muc tiéu can dat d dc, cac yéu cau hay cac
diéu kién can thod man biang ngén ngii toan hoc dé
tim 10i gidi t6i  u cho né. T d6, hinh thanh nén céac bai
toan toi  u.

Quy hoach tuyén tinh 1a linh vuc toan hoc nghién cu
cac bai toan t6i u v6i hitu han bién (&an), trong d6,

muc tiéu va cac diéu kién rang budc d oc biéu thi Kup-man, Dan-dich va
bang cac ham s, cac ph ong trinh hay bat ph ong Kan-to-ré-vich &
trinh tuyén tinh (bac nhat). Lac-xam-bua nam 1976.

C6 thé néi, ng di dau tién quan tam dén Quy hoach tuyén tinh la L. V. Kan-tord-vich
(Leonid Vitalyevich Kantorovich, 1912  1986). Trong cudn "Cac ph ong phap toan
hoc trong t& chiic va k& hoach hoa san xuat" (NXB Dai hoc Quéc gia Lé-nin-grat,
1939), 6ng da néu bat vai trd cla mdt I6p bai toan Quy hoach tuyén tinh va dé xuét
thuat toan so bd dé giai chang. Tuy nhién, Quy hoach tuyén tinh chi d dc nhiéu
ng &i biét dén vao nam 1947, khi G.B. Dan-dich (George Bernard Dantzig, 1914
2005) cong bd thuat toan don hinh dé gidi cac bai toan Quy hoach tuyén tinh. Ciing
nam d6, T. C. Kup-man (Tjalling Charles Koopmans, 1910 1985) da chi ra rang
Quy hoach tuyén tinh la cong cu tuyét voi dé phan tich Ii thuyét kinh t& cé dién.

N&m 1975, Kan-to-ro-vich va Kup-man da d oc Vién Han Iam Hoang gia Thuy Dién
trao gidi th éng N6-ben vé khoa hoc kinh té.

Ngay nay, trong thdi dai may tinh dién t&, Quy hoach tuyén tinh van d dc tiép tuc
nghién cltu nham tim ra cac thuat toan tét hon.



DAU CUA TAM THUC BAC HAI

1. Tam thirc bac hai

DINH NGHIA

Tam thitc bdc hai (doi voi x) la biéu thitc dang ax® + bx + c,

trong do a, b, ¢ la nhitng s6 cho tr oc vdi a # 0.
Theo dinh nghia trén, cic biéu thiic

f)= 232 +3x+1, g(x) = x> =5 va h(x) = %xz
l1a nhitng tam thtc bac hai.

Nghiém ctia ph ong trinh bac hai ax> +bx+c=0 cting d gc goi la nghiém

cua tam thiic bdc hai f(x) = ax® + bx +c.

Cic bidu thic A = b*> — dacva A' = b* — ac v6i b = 2b' theo thit tu cling d gc
goi 1a biét thiic va biét thiic thu gon cua tam thiic bdc hai f(x) = ax® + bx + c.
Trong 4, ta da xét dau cha nhi thic bac nhat va 4p dung dé giai mot s6 bat
ph ong trinh. Trong bai nay va céac bai ti€p theo clia ch ong, ta s& xét ddu cua
tam thic bac hai va d4p dung né dé giai cdc bat ph ong trinh va ph ong trinh
bac hai cling nh  mot s6 ph ong trinh va bat ph ong trinh khac.

2. Dau cua tam thirc bac hai

Ta s& quan sdt d6 thi ctia hAm s6 bac hai dé suy ra dinh 1i vé ddu ctia tam thiic
bac hai f(x) = ax* + bx + c.

Dau ctia f{x) phu thuoc vao ddu cuta biét thitc A va hé s a.
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Trong tiing tr ong hop, diu cua f(x) d ¢c néu trong cac bang sau :

1) A <0 (tam thitc bac hai vo nghiém)

a>0 a<0 Két ludn
y y
0 x X | —o0 +00

fx) ‘ Cling ddu véi a

ol X
(afix) > 0 v6i moi x € R).

X —00 +00 X , —00 —+00
fx) + f) l -

2)A=0 (tam thic bac hai c6 nghiém kép x, = —

2

)

a>0 Két ludn
y
x ‘ —0 Xg +00
) N
Ol Iy > f Cung dau () C}l.ng déu
0 véi a , Vol a
X l —00 X0 +00
(af(x) > 0 v6i moi x # xg).
f + 0+ fxo) - 0 -

3) A > 0 (tam thic bac hai c6 hai nghiém x; va x, (x; < x,))

a>0 a<0 Két ludgn
y y
\_/ o o v w
0 xl\_/xz X xy 0 \x2 * Cung dau , Khac défu, Cung
‘ f) | véia 0 v6ia (|)d€{u véi g
YT M AR X0 Y O () < 0 v6E moi x €(x; ; xp), af(x) > 0
fol + 0-0 + fo| -0+ 0 - v6i moi x €(—0 5 x7) U (x5 +00)).




Cac két qua trén d ¢c phét biéu trong dinh Ii sau day.

DINH LI (vé dsu clia tam thitc bac hai)

Cho tam thiic bdc hai f(x) = ax* + bx + ¢ (a # 0).
Néu A <0 thi f(x) ciung ddu vdi hé s6 a véi moi x € R.

Néu A =0 thi f(x) cung ddu voi hé so a voi moi x # B
a

Néu A >0 thi fix) c6 hai nghiém x, va x, (x; < x,). Khi do, f(x)
trdi ddu vai hé so" a véi moi x nam trong khodng (x, ; x,) (tiic la
VOi x| < x < X,), va f(x) cang ddu véi hé s6” a véi moi x nam
ngoai doan [x ; x,] (titc la voi x < x; hodc x > x,).

CHUY
Ciing nh  khi giai ph ong trinh bac hai, khi xét ddu tam thiic bac
hai, ta c6 thé diing biét thic thu gon A' thay cho A va ciing d gc cac
két quat ong tu.
Vidu 1. f(x)=2x2—x+ 1 >0 véi moi x € R vi tam thic fix) c6 A=—-7<0
vaa=2>0. O

Vi du 2. Xét ddu chia tam thic bac hai f(x) = 3x> — 8x + 2.

4-J10 4a+4ho

Giai. Vi a = 3 > 0 va f(x) c¢6 hai nghiém x; = 3 Xy 3
(dé thdy x; < x,) nén f{x) > 0 (cing dau véi a) khi x € (=0 ; x;) U (x, ; +0), va
fx) <0 (trdi dau vé6i @) khi x € (x; ; x,). O

Ciing c6 thé ghi két qua trén trong bang xét dau cla f(x) nh sau :

X —Qo0 X1 X9 +00

fx)=3x"—8x+2 + 0 - 0 o+

EI Xét dau cla céac tam thirc béac hai sau :

a) f(x)=—2x>+5x+7; b) g(x)==2x>+x/5-7 ; ¢ h(x)=9x> —12x+4.
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Nhdn xét
Tir dinh 1i vé d&u cta tam thitc bac hai, ta thdy chi c6 mot tr ong hop duy nhat
trong d6 dau ctia tam thiic khong thay d6i (Iu6n am hoic luon d ong), do 1a

khi A < 0. Lic d6, ddu cua tam thic trung v6i ddu cta hé s6 a. Do d6, ta co

a>0
A<O
a<0
A <O.

VxeR,ax2+bx+c>0<:>{

‘v’xeR,ax2+bx+c<0<:>{

Vi du 3. Vé6i nhitng gid tri nao cua m thi da thic fix) = (2 — m)x2 —2x+1

luond ong ?

Gidi. V6i m = 2 thi fix) = —2x + 1 14y c4 nhiing gia tri am (chang han
f() = -1). Do d6, gid tri m = 2 khong thoa man diéu kién doi hoi.

Vé6im #2, f(x)la tam thic bac hai véi biét thic thu gon A'=m — 1. Do d6

a=2-m>0 m<?2
Vx, f(x) >0 = oS m<l.
AN=m-1<0 m<1
Vay v6i m < 1 thi da thic f(x) luon d ong. O

@ VGi nhiing gia tri nao cla m, da thuc f(x) =m-Dx*+Q2m+Dx+m+18m voi

moi x thuéc R ?

Cauhoiv b itap
Xét ddu cac tam thic bac hai sau :
a)3x> —2x+1; b) > +4x—1;
o)X — 3x + % : d) (1-+/2)x% = 2x + 1++/2.

Tim cdc gia tri chia m d€ mdi biéu thitc sau luon d ong :

a) (m> + 2% —2(m+ Dx+ 1 ; b) (m + 2)x% + 2(m + 2)x + m + 3.



51. Tim cdc gid tri cia m d€ mdi biéu thiic sau luon am :

a)—x2+2m\/5x—2m2—l; b)(m—2)x2—2(m—3)x+m—1.

52. Chidng minh dinh 1i vé d4u clia tam thiic bac hai.

H odng dan. V6i céc tr ong hop A <0 va A =0, stt dung hé thic da biét

Calfes ) oA (e ) A
f(x)—a[(x+2aj 4a2} hay af(x) = a Hx+2aj 4a2}.

Tr ong hgp A > 0, st dung hé thic da biét
f) =alx—x))(x—xy) hay af(x) = a*(x — x))(x — xp),

trong d6 x; va x, 1a hai nghiém cua tam thiic bac hai f(x).

BAT PHUONG TRINH BAC HAI

1. Dinh nghia va cach giai

Bdt ph ong trinh bdc hai (dn x) la bdt ph ong trinh cé mot
trong cdc dang fix) > 0, fix) <0, fix) >0, fix) <0, trong do f(x) la
mot tam thiic bdc hai.

Cdch gidi. Dé giai bat ph ong trinh bac hai, ta 4p dung dinh 1i vé ddu cta tam
thic bac hai.
Vi du 1. Giai bat ph ong trinh
2x> —3x+1>0. (1)
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Giai. Tam thic bac hai 2x% = 3x +1 ¢6 hai nghiém x; = 5 va x, =1 vaco
hé s6 a =2 >0 nén
2x2—3x+1>0<:>x<%hoacx>l.
Vay tap nghiém cua (1) 1a (—oo : %)u(l ; + o0).

Ta biéu dién tap nghiém cta (1) trén truc so (h.4.9). O

1 1

2
Hinh 4.9

EI Tim tap nghiém cla cac bat ph ong trinh sau :

a) x> +5x+4<0 ; b) 3x2 +243x <1 ; c) 4x—5£%x2.

2. Bat ph ong trinh tich va bat ph ong trinh chita 4n 6 mau thirc
Vi du 2. Giai bat ph ong trinh

2
2x°+3x-2 S

> >0.
x“=5x+6
Gidi. Ta xét dau ctia biéu thiic
2x% +3x-2
fo = —
xX“=5x+6

Tu thitc 1a tam thic bac hai c¢6 hai nghiém -2 va 3
Mau thic 1a tam thic bac hai ¢6 hai nghiém 2 va 3.

D4u ctia f{ix) d oc cho trong bang sau

X —00 -2 1 2 3 400
2
2W+3x-2| + 0 - 0 +
X -5r+6 + + + 0 - 0
f(x) + 0 - 0 + - +
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Téap nghiém ctia bat ph ong trinh da cho la

(—oo;—z]uB;zju<3;+oo>. .
EI Giai bat ph ong trinh

(4-2x)(x* +7x+12)<0.

Vi du 3. Giai bat ph ong trinh
2
2x° —16x+27 <

> <2.
x"=7x+10
Giai. Bat ph ong trinh da chot ong d ong véi
2
w ~2<0. (1)
x“=Tx+10
Ta c6
207 —16x+27-2(x* =7x+10 _
(1) < . ( )go o 22x—+7s0.
x“=T7x+10 x“=T7x+10
A 9 —2)( + 7 2 A
Dau cua f(x) = - d oc cho trong bang sau day.
x°=T7x+10
X —00 2 7 5 +00
2
—2x+7 + + 0 - -
= Tx+10 + 0 - - 0+
70 " - 0+ | -
Tap nghiém cua bat ph ong trinh da cho la
7
(2;5} U (5 ; +o0). O

3. Hé bat ph ong trinh bac hai
Vi du 4. Giai hé bat ph ong trinh
3x2 = 7x+2>0
(D )
-2x"+x+3>0.
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Cdch gidgi. Mu6n giai hé bat ph ong trinh bac hai mot 4n, ta giai riéng ting
bat ph ong trinh ctia hé ro6i 1y giao cla céc tap nghiém tim d oc.

Bat ph ong trinh tht nhat c6 tap nghiém §; = (—oo ; %J U (2 ; +00).

Bat ph ong trinh thit hai c6 tap nghiém S, = (—1 ; %J

Muén tim §; N S, , ta ¢6 thé biéu dién cdc tap ndy trén truc s6 bang céch l1an
1 ¢t gach bo cac phan khong thudc S; va cac phan khong thuoc S,. Phan con
lai khong bi gach1a § =S; N S, (h.4.10).

B

—1 1 3 2
3 2
Hinh 4.10

[O8)

. , N 1
Tt d6 suy ra tap nghiém cua hé¢ 1a S = (—1 ; Ej

Trong thuc hanh, bai giai vidu 4 th ong d oc trinh bay nh sau.

Gidi. Taco

1
x <—hoac x>2

Ol 3 o —l<x<i
3
“l<x<—
2
. , 1
Tap nghiém ctia bat ph ong trinh da cho la khoang (—l ; §j O

[H3| Gidi he bat ph ong trinh

2x+1>5
2x%—9x+7<0.

Vi du 5. Tim cdc gi4 tri cia m dé bat ph ong trinh sau vo nghiém
(m = 2)x* +2(m + Dx +2m > 0.

Gidi. Dat f(x) = (m — 2)x* + 2(m + 1)x + 2m.

Bét ph ong trinh da cho vo nghiém khi va chi khi f{x) < 0 v6i moi x € R.



53.

54.

5S.

56.

2
Véi m=2,tacfix)= 6x+4.Khido, filx)<O<=x< -3
Gia tri m = 2 khong thoa man diéu kién doi hoi.
A'<0,
m—2<0.

Thay A'= (m + 1)2 —2m(m—2) = —m* + 6m+ 1 vao hé trén, ta c6

Vé6i m#2,tacd flx) <0 véi moi x € R khi va chi khi {

m-2<0 m<?2

—? <3_- 3 >
{m +6m+1£0©{m_3 \/Ehoacm_3+\/ﬁc>mg3_\/m.

Vay bat ph ong trinh da cho vo nghiém khi va chi khi

mS3—\/ﬁ.

Cauhdiv b itap

Giai cac bat ph ong trinh sau :
a) —5v> +4x+12<0; b) 16x° +40x +25<0 ;
Q)3 —dx+4>0; ¥ —x-6<0.

Giai cac bat ph ong trinh sau :

2 2
x2 9x+14>0; b) 22x +7x+7S
X —5x+4 x°=3x-10

) 2x+ DN +x-30)>0; d)x* -3¢ <o0.

a) -1 :

Tim cdc gi4 tri chia m d€ mdi ph ong trinh sau c6 nghiém :

a) (m—5)x2—4mx+m—2=0;

b) (m + 1)x* + 2(m —x + 2m — 3 = 0.

Giai cac hé bat ph ong trinh :

a){2x2+9x+7>0 b){4x2—5x—630

Y +x—-6<0; A4’ +12x-5<0:

) 2x% —5x4+4<0 0 222 +x-6>0
C
—x? -3x+10>0; 3x2 —10x + 3 > 0.
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

146

Luyén tap

Tim céc gid tri cha m dé ph ong trinh sau ¢6 nghiém
X2+ (m—2)x—2m+3=0.
Chidng minh rang cdc ph ong trinh sau vo nghiém du m 1ay bat ki gia tri nao :
a) x> —2m+ Dx+2m* +m+3=0; b)(m° + 1) +2(m+2)x+6=0.
Tim cdc gia tri chia m d€ bat ph ong trinh
(m—Dx* —2(m+ Dx +3(m—2)>0
nghiém ding véi moi x € R.

Giai cac bat ph ong trinh sau :

P 1 1
<

a) ———— <0 b) 5 5 .
x“=5x+4 x"-=-T7x+10

X2 +5x+6

Tim tap xdc dinh cia méi ham so sau :

2450 +4
a)y = f(2x + 5)(1 - 2x); b) y = ‘/ﬁ.

Giai cac hé bat ph ong trinh :

4y —3<3x +4 2x2 +9x -7 >0
a b)

x2—7x+1030; x2+x—6£0;

?-9<0
c)

(x = DBx* + 7x +4) > 0.
Tim cac gid tri ctia a sao cho v6i moi x, ta luén c6

2
Ly X EHE g
2x°—=3x+2

Tim cé4c gia tri cha m dé hé bat ph ong trinh sau c6 nghiém :

¥ +2x-15<0
(m+1)x=3.



MOT SO PHUONG TRINH VA
BAT PHUONG TRINH QUY VE BAC HAI

1. Ph ong trinh va bat ph ong trinh chita 4n trong d4au gia tri tuyét doi

Vi du 1. Giai bat ph ong trinh x* — x +|3x — 2| > 0.

Giai. Tr Gc hét, ta bo dau gia tri tuyét doi.

Néu 3x — 2 > 0 thi x° —x+|3x-2|= x—x+(3x 2)= P+ 2x— 2;
Néu 3x — 2 < 0 thi ¥ —-x+|3x-2|= Pox- (Bx-2)= - 4x+2.
Do do, bat ph ong trinh da chot ong d ong véi :

{3){—220 {3x—2<0
(D) hoac (II)

X +2x-2>0 x2 —4x+2>0.

N6i cach khac, tap nghiém cua bat ph ong trinh da cho 1a hop cac tap nghiém
cua hai hé bat ph ong trinh (I) va (II).

Ta co
2
> =
() R== 3 <:>x>—1+«/§.
x<—l—\/§hoacx>—1+x/§
X <=
1) < 3 c>x<2—\/§.

x <2-+2 hoac x >2++2
Tap nghiém ctia bat ph ong trinh 1a (—0 ; 2 — JE) U (-1+ V3 ; +00). O
[H1] Gidiph ong trinh |x* —8x + 15 = x - 3.
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2. Ph ong trinh va bat ph ong trinh chita 4n trong d4u can bac hai

Khi gidi ph ong trinh hodc bat ph ong trinh chita 4n trong d4u cin bac hai, ta
thuc hién mot s6 phép bién d6i t ong d ong dé d a n6 vé mot ph ong trinh
hodc bat ph ong trinh khong con chita 4n trong ddu can bac hai. Trong qud
trinh bién déi canl u y :
— Néu cdc diéu kién xdc dinh cua ph ong trinh hoac bit ph ong
trinh va néu diéu kién ctia nghiém (néu co) ;

— Chi binh ph ong hai vé€ cta ph ong trinh hodc bat ph ong trinh
khi ca hai v€ déu khong am.

Gop cac diéu kién d6 v6i ph ong trinh hodac bat ph ong trinh méi
nhan d oc, ta c6 mot hé ph ong trinh hoac bat ph ong trinh t ong
d ong v6i ph ong trinh hoac bat ph ong trinh da cho (tic Ia
ph ong trinh hoac bat ph ong trinh da cho va hé thu d oc c6 cung
tap nghiém).

day, ta chi xét mot s6 vi du don gian.

Vi du 2. Gii ph ong trinh v3x2 + 24x + 22 = 2x + 1.

Phdn tich. Di€u kién xéac dinh cta ph ong trinh da cho la

3x% + 24x +22 > 0. (1)
Dé thay nghiém ctia ph ong trinh da cho phai thoa man diéu kién
2x+12>0. (2)

Vé6i cic diéu kién (1) va (2), ph ong trinh da cho t ong d ong véi
ph ong trinh
3%+ 24x +22 = 2x + )% (3)

Hién nhién (3) kéo theo (1). Do d6, nghiém cta ph ong trinh di cho la
nghiém cua ph ong trinh (3) thoa man bat ph ong trinh (2). N6i mot cach
khéac, ph ong trinh da cho t ong d ong véi hé gébm bat ph ong trinh (2) va
ph ong trinh (3).

Sau day la bai giai vi du 2.

Gidi. Ph ong trinh da chot ong d ong véi hé
2x+12>0,
{3)(2 +24x+22=(2x+1)%.
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Tacod
XZ——, _X'Z_l’
HR= 2 & 2 & x=21.
% —20x-21=0 x=-1hoac x=21

Nghiém ctia ph ong trinh di cho la x = 21. 0
EI Gidi ph ong trinh \x* + 56x + 80 = x + 20.
Vi du 3. Giai bat ph ong trinh Vx> — 3x — 10 < x — 2.

Phdn tich. Diéu kién xéc dinh cua bat ph ong trinh da cho la

X =3x-10>0. (1)
Dé thay nghiém cuia bat ph ong trinh da cho phai thoa man diéu kién
x—2>0. (2)

Vi hai diéu kién (1) va (2), bat ph ong trinh da cho t ong d ong véi bat
ph ong trinh

P -3x—10< (x-2)% 3)

Nh vay, bat ph ong trinh da cho t ong d ong v4i hé gom ba bat ph ong
trinh (1), (2) va (3).

Sau day la bai giai vi du 3.
Giai. Bat ph ong trinh da chot ong d ong véGi hé
x> =3x-1020
I x-2>0
xr =3x—10 < (x - 2)%.

Ta co
x < -2 hoacx >5
e x>2 & 5<x<14.
x <14
Tap nghiém cuta bat ph ong trinh da cho 1a [5 ; 14). O

Gidi bat ph ong trinh \x* —2x—15 < x—3.
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Vi du 4. Giai bat ph ong trinh Va? — 4x > x — 3.

Phdn tich. Diéu kién xéc dinh cua bat ph ong trinh da cho la
¥ —4x>0. (1)
Pé khir ddu can chita 4n, ta xét hai tr ong hop :

Tr ong hop 1

x-3<0. ()
Hién nhién, nghiém chung cua (1) va (2) 1a nghiém ctia bat ph ong trinh da
cho. N6i mot cach khac, trong tr ong hop nay, bat ph ong trinh da cho t ong
d ong v6i hé gom hai bat ph ong trinh (1) va (2).
Tr ong hop 2

x—=32>0. 3)
Véi céac diéu kién (1) va (3), bat ph ong trinh da cho t ong d ong véi bat
ph ong trinh

X —4x> (x-3)% 4)

Hién nhién (4) kéo theo (1). Do do6, nghiém chung cta hai bat ph ong trinh
(3) va (4) 1a nghiém cua bat ph ong trinh da cho. N6i cach khac, trong tr ong
hop nay, bat ph ong trinh da cho t ong d ong vGi hé gom hai bat ph ong
trinh (3) va (4).
Sau day la bai giai vi du 4.
Gidi. Bat ph ong trinh da chot ong d ong véi

2 _3>0
I {x 4x=0p ae an {x

x-3<0 ¥ —4x>(x=3)%.

Ta cé

x<0 hoac x=>4
UIR= ’ < x<0.

x<3

>

x=>3 x23 9
) < = 9 & x>—-

2x>9 x>5 2

Nghiém ctia bat ph ong trinh da cho la

xSOVéx>2-
2

Téap nghiém ctia bat ph ong trinh da cho la (-0 ; 0] U (% ; +oo). O

Gidi bat ph ong trinh \Jx* =1 > x + 2.



Céu hdéiv b itap
65. Giai cac ph ong trinh va bat ph ong trinh sau :
a) |2 —5x+4|=2+6x+5; b)x—1]=2x—1;
O|-+x-1]<2x+5; d) [ = <[ -1].
66. Giai cac ph ong trinh sau :

) V262 +dx—1=x+1; b) V4x? +101x + 64 = 2(x +10) ;

)V +2x = 247 —4x +3 ; d) J(x +1)(x+2) = 2" +3x - 4.

H o’ngdcf?n.c)DzElty:\/x2 +2x,y2>0,tad ocph 0mgtrinhy=—2y2+3.

d) Vi (x+1)(x+2):x2+3x+2néndaty= \]x2+3x+2,y20,tad oc
ph ong trinhy=y2—6.
67. Giai cac bat ph ong trinh :
a)\]x2+x—6<x—l; b)MSZx—3;
) N2xr —1>1-x; d) Va2 —5x —14 > 2x — 1.

68. Tim tap xac dinh cia m6i ham s6 sau :

2
2 X +x+1
a)y= x+3x—4‘—x+8; b) y = :
)y \/‘ ) \/|2x—1|—x—2

c)y:\/ ! - ! ; d)yz\/\/xz—Sx—14—x+3.

X2 —Tx+5 x> +2x+5 ’
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Bai doc thém

152

XET DAU PHAN THUC HOU Ti
BANG PH ONG PHAP KHOANG

Biéu thiic c6 dang % trong dé P(x) va Q(x) la nhiing da thiic, d dc goi la moét
X

phan thic hiu ti.
Ng di ta chiing minh & dc rang : Néu cac da thic P(x) va Q(x) c6 cac nghiém
X1, X9,-.., X, d6i MmOt khac nhau va x; < x, < ... < x,, thi trén méi khoang

(—(X) B xl)! (-x] ;xz)!"'v(xn— ]7 -xn)’ (-xn ) +OO)1

phan thiic Px) gilt mot dau khong déi.
X
p dung diéu khang dinh trén, muén xac dinh dau cda SEX) trén méi khoang da
X

néu, ta chi can tinh gia tri clia phan thiic tai mét diém nao d6 clia khoang.

Ph ong phap d dc st dung dé xét dau phan thic hiu ti trong cac vi du sau day
d oc goila ph ong phap khoang.

Vi du 1. Xét dau clia phan thic hiu ti

f(x)

207 +3x% -2x-3

P -x-12

Giai. TG thirc
3 2 2 2
2% +3x —2x-3=2x(x - D+3x - D=2x+3)x+ Dx—-1)
c6 cac nghiém la —%, —lval.

MAu thic 1a tam thic bac hai c6 cac nghiém la -3 va 4.
Ta viét phan thrc d Gi dang
2x+3)(x+1)(x—1
(x+3)(x—4)
va s&p xép cac nghiém cla t thic va mau thic cla f(x) theo th(f tu ting dan

-3, —g, -1, 1, 4.
2

Cac nghiém nay chia R thanh sau khoang

(<0 s -3), [—3 : —%j [—% ;—1), (15 1), (1:4) va (4 ; +o0).



Ta xac dinh dau cla f(x) trén mbi khodng da néu.
Ta c6 f(0) = i > 0, do d6 f(x) > 0 trén khoang (-1 ; 1). Khi x qua diém 1, chi ¢6 nhi

thitc x — 1 di dau, cac nhi thic khac déu gilf nguyén dau; do d6 f{x) d6i ddu. Vi vay,
f(x) < 0 trén khoang (1 ; 4). Khi x qua diém —1, chi c¢6 nhi thiic x + 1 d6i dau, do dé f(x)

déi dau. Vi vay f(x) < 0 trén khoang (—% ;—1). D4&u cla f(x) trén cac khoang con lai

d dc xac dinh mot cacht ong tu va tad dc bang xét diu sau :

X —0 -3 3 -1 1 4 +oo
2 O
Jx) | - + 0 - o + 0 - || +

Vi du 2. Xét dau biéu thiic

P(x) = (o + 2x + 1)(2x — D% = 5x + 4).
Gidi. Tam thiic bac hai x* + 2x + 1 = (x + 1)> ¢6 nghiém kép x = —1. Nghiém cla nhi
thic bac nhat 2x - 1 1a % Nghiém clia tam thlic bac hai x* — 5x + 4 [a 1 va 4. Ta viét
biéu thirc da cho d 6i dang

P = (x + 1)2Q2x = D(x — D)(x — 4).
Céc nghiém clia P(x) sap x&p theo th(r tu tang dan la

-1, % 1va4d.

Cac nghiém nay chia R thanh nam khoang

1 1 s
-0, =1, | -1;=|, | =:1]|, (1;4)va(4;+wo).
b (2] (F -
Ta xac dinh dau cla P(x) trén mdi khoang da néu.
Ta c6 P(0) = —4 < 0. Do d6 f(x) <0 trén khoang (-1 ; %). Khi x qua diém % chi c6 nhi
thiic 2x — 1 d6i dau. Do d6 P(x) d6i dau va ta c6 P(x) > 0 trén khoang (% : 1]. T ong

tu, P(x) &m trén khoang (1 ; 4) va d dng trén khoang (4 ; +0).

Nhan t&r (x + 1)2 bang 0 tai diém x = —1, nh ng luén d ong v6i moi x = —1 nén khi x
qua diém —1, P(x) khéng d6i dau. Do dé, P(x) < 0 trén khodng (—w ; —1). Ta ¢6 bang xét
dau sau :

X —0 -1

P | -0 -
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Luyén tap

69. Giai cac ph ong trinh va bat ph ong trinh sau :

2_
IS N by |354] 5,
x+1 x=2
¢) 2x_3‘21; d) | 2x +3] =] 4 -3x].
x=3
70. Giai c4c bat ph ong trinh sau :
@) |7 = 5x+ 4| <6+ 6x+5; b) 4x? + 4x —|2x + 1| 2 5.

71. Giai cac ph ong trinh sau :
a)\/5x2—6x—4:2(x—1); b)\/x2+3x+12:x2+3x.

72. Giai cac bat ph ong trinh sau :

a) Va? +6x+8 <2x+3: by 24 .

\/x2 -3x-10

¢) 6yJ(x —2)(x - 32) < 2% - 34x + 48.
H éng din. c)Paty = \J(x —2)(x —32) = Va® - 34x + 64.

73. Giai c4c bt ph ong trinh sau :

AVl —x—-12>x-1; b) Vi® —4x—12 >2x +3;
Jx+5

1—x

< 1.

c)

74. Tim cac gia tri ciia m sao cho ph ong trinh
x4+(1 —2m)x2+m2— 1=0
a) Vo nghiém ;
b) C6 hai nghiém phan biét ;
¢) C6 bon nghiém phan biét.
75. Tim cdc gia tri cua a sao cho ph ong trinh
(a—- 1)x4—ax2+a2— 1=0
c6 ba nghiém phan biét.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

. m

Cau hadi va hai tap on tap ch ong IV

Chiing minh cdc bat dang thiic :

a) |a+b|<|l+ab|véila|<1,|b|<1;

b) ! + ! +...+izlvéimoineN*;
n+l n+2 2n
+b ) ) ) ,
c) a < 4 v6i moi a > 0, b > 0. Khi nao dang thitc xay ra ?

1+a+b_1+a+1+b
Chitng minh cic bat dang thiic sau:

a) a+b+c>Jab +\bc +Neavéia=0,b>0,c> 0. Khindo c6 ding thic ?
b) a’b® +b*c* +c*a* > abc(a+b+c) véi moi a, b, ¢ € R. Khi ndo c6
déng thiic ?

Tim gia tri nho nhat clia cdc ham s6 sau :

1 42
a) f(x)=|x+—]; b) g(x) = :
X Va2 +1

Tim céc gia tri cia tham s6 m sao cho hé bat ph ong trinh sau ¢6 nghiém
7 I 3x 13
6 2 2 3

m’x +1>m* - x.

V6i céc gia tri ndo clia m, bat ph ong trinh (m2 + l)x +m(x+3)+1>0
nghiém ding v6i moi x € [-1 ;2] ?

Giai va bién luan cac bat ph ong trinh sau :

Q) a’x+1>(3a-2)x+3;  b)2x> +(m-9)x+m’> +3m+420.

Giai cac bat ph ong trinh sau :

2
2) x-=2 50 b) 2x 10x+142

1.
x2 —9x + 20 X2 —3x+2
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83. Tim céc gid tri ctia m sao cho R 1a tap nghiém ctia moéi bat ph ong trinh sau :
a) (m—4x> —(m-6x+m—-5<0;
b) (m” — 1)x” + 2(m + D)x + 3 > 0.
84. Giai cac ph ong trinh sau :
Q) | -2x-3|=2x+2; b)m=2(x—x/§).
85. Giai cac bat ph ong trinh sau :
a)\/x2—4x—12£x—4; b)(x—2)ﬁ£x2—4;
) vVt —8x 22(x+1); d) (x(x+3) <6-x* -3
86. Vi cac gia tri nao cua a, cac hé bat ph ong trinh sau c6 nghiém ?

)x2—5x+6<0 b) 4x +1<7x -2,
ax+4<0; x2 —2ax +1<0.

Trong cdc bai tdp tir 87 dén 89, moi bai ¢é6 bon ph ong dn trd 101, trong dé
chi c6 mot ph ong dn trd 1oi diing, hdy chon ph ong dn do.

87. a) Tam thiic bac hai f(x) = x° +(1 —ﬁ)x—S—sﬁ :
(A)D ong v6imoix € R ; (B) Am véi moix € R ;
(C) Am v6i moi x € (—2—J§ : 1+2J§); (D) Am vé6i moi x € (—o0; 1).
b) Tam thiic bac hai f(x) = (1 - Ji)x2 + (5 - 4ﬁ)x ~3J2+6:
(A)D ong v6imoix € R; (B)D o’ngvé’imoixe(—3;\/§);
(C) D ong v6i moi x € (—4 ; \/5) ; (D) Am véi moi x € R.

¢) Tap xéc dinh ciia ham s6 f(x)z\/(z_\/E)x2 +(15-745) x+25-1045 1a
AR, (B) (w03 1); O [-5;:1]; (D) [-5; \51.

88. a) Tap nghiém cua bat ph ong trinh
(3-2v2)%% —2(3V2 - 4)x + 6(2v2 -3) <0
la

W) [V2:32]5 B 113 ©F-1i+0); D)1 321
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b) Tap nghiém ciia bt ph ong trinh (2 + ﬁ)xz +3x—14-4J7 20 1

(AR ; B) (0 ; ~T]U[2;+0);
©) [22:5]; (D) (—0; =TT UL ; +o0).
c) Tap nghiém cua bat ph ong trinh
~1)(+* -1
(x-1)(x* -1) .
x2+(1+2\/§)x+2+\/§

1a
(A) (-1-2 5 =2} ; (B) (-1-v2 3 1];
(© (-1-v2 5 =2) v {1}; (D) [1 5 +0).

89.a) Nghiém ciia ph ong trinh Vx* +10x -5 =2(x - 1)1a
3

(W)x=" B) x =3-+6 ;

(C) x=3+46; (D) x, =3+~/6 vax,=2.

b) Tap nghiém ctia bt ph ong trinh \(x +4)(6 - x) <2(x +1) Ia
A)[-2:5]: (B [”1059‘3 ;6}; ©11:6]:  (D)[0:7].

c¢) Tap nghiém cutia bat ph ong trinh \/2(x — 2)(x — 5) >x-31a
(A) [-100; 2] ; (B) (-0 5 11
(O) (=05 2] U [6; +) (D) (=0 ;2] (4455 +e0).
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Chuong TH [j NG HE

TANG TRUONG GDP CUA VN : XU HUOGNG Ti\m; LEN
(Nguén: Ngan hang Thé gici)

1998 1999 2000 2001 2002
Tich luy tai san tinh theo % ctia GDP
m@m Tang trudng GDP theo % (cot trai)
@ Tang trudng muc ban Ié theo % ctuia GDP (cét phai)

WhOoOoONO®©

Trong doi song hién nay, Théng ké dang ngay cang tré nén
can thiét va quan trong doi véi moi nganh kinh té xa héi. Thong
ké gilp ta phan tich cac s6 liéu mot cach khach quan va rit ra
nhiéu théng tin &n chua trong cac s6 liéu do. Dé hiéu duoc diéu
do, chung ta can biét cach trinh bay cac s6 liéu thdng ké, cach
tinh cac s6 dac trung cla cac s6 liéu va hiéu y nghia cta chung.
Chac chan ching ta sé tim thdy cac ung dung cta Thong ké
ngay trong cac hoat déng cua truong hoc.
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$ 1 MOT VAI KHAI NIEM MO PAU

1. Thong kéla gi?

Nhiing thong tin d 6i dang s6 liéu rat phé bién trong khoa hoc va doi song.
Khi doc mot to bdo, nghe mot ban tin trén truyén hinh,... ching ta th Ong bt

gap nhiing con so6 thong ké.

Thong ké la khoa hoc vé cdc ph ong phdp thu thdp, t6 chitc, trinh bay, phdn
tich va xit li s0'liéu.

Thong ké gitp ta phan tich cac so liéu mot cach khach quan va rit ra cac tri
thic, thong tin chita dung trong cac s6 liéu do. Trén co s& nay, ching ta méi
c6thé d arad oc nhitng du bdo va quyét dinh diing dan. Vi thé, thong ké can
thiét cho moi luc 1 gng lao dong, dac biét rat can cho cdac nha quan Ii, hoach
dinh chinh sach. Ngay tir dau th€ ki XX, nha khoa hoc ng 6i Anh, Oen
(H.G.Well) da du bdo nh sau : "Trong mot t ong lai khong xa, kién thiic
thong ké va t duy thong ké sé trd thanh mot yéu to khong thé thiéu d oc
trong hoc vdn phé thong ciia moi cong ddn, giong nh la khd ndng biét doc

biét viét vay".

2. Mau so liéu
16p 7, ta da lam quen véi khdi niém dau hiéu, don vi diéu tra va gia tri cia
ddu hiéu.
Vi du. D€ diéu tra vé s6 hoc sinh trong mdi 16p hoc & cap Trung hoc phd
thong (THPT) ctia Ha Noi, ng 0i diéu tra dén mot s6 16p hoc va ghi lai si s6

ctia méi 16p d6. Sau day 1a mot doan trich tir s6 cong tdc cliang i diéu tra :
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STT Lop S6 hoc sinh
1 10A 47
2 10B 55
3 10C 48
4 10D 50
5 10E 50
6 11A 45
7 11B 53
8 11C 48
9 11D 54

10 11E 55

Trong vi du trén, ddu hiéu X1a s6 hoc sinh cua méi 16p, don vi diéu tra 1a mot
16p hoc cap THPT cua Ha Noi, gia tri ciia dau hiéu X (ki hiéu x) 6 16p 10A 1a
47,616p 10B1a 55, ...

Mot tdp con hitu han cdc don vi diéu tra d oc goi la mot mdu. SO
phdn tir ciia mot mau d oc goi la kich th déc mdu. Cdc gid tri cua
ddu hiéu thu d oc trén mau d oc goi la mot mdu so liéu (méi gid tri
nh thé con goi la mot s’ liéu ciia mau).

Néu céc s6 lieu trong mau d gc viét thanh day hay thanh bang thi ta con goi mau
sO lieu d6 1a day so'liéu hay bdng so'liéu.
Trong vi du trén, ching ta c6 mot mau la cac 16p {104 ; 10B; 10C; ...; 11D ; 11E}
vamau s6 lieu 1a {47 ;55 ;48 ; ...; 54 ; 55}, kich th 6c mau béang 10.

Neéu thuc hién diéu tra trén moi don vi diéu tra thi do 12 diéu tra toan bo.

Néu chi diéu tra trén mot mau thi d6 1a diéu tra mau.

[H1| Ng @i diéu tra phai kiém dinh chét | ong cac hop sia cla mét nha méy ché

bién sita bdng cach mé hép sita dé kiém tra. Co thé diéu tra toan bo hay khéng ?
Diéu tra toan bo doi khi khong kha thi vi s6 1 ong cac don vi diéu tra qua

16n hodc vi khi muon di€u tra thi phai phd huy don vi diéu tra. Ching ta

th ong chi diéu tra mau va phan tich x{ I miu s6 liéu thu d gc.



Cauhdiv b itap

1. Dé diéu tra s6 con trong mbi gia dinh & huyén A, ng 0i ta chon ra 80 gia dinh,
thong ké s6 con cua cac gia dinh d6 va thu d oc mau s6 liéu sau :

2 4 3 2 0 2 2 3 45
2 25 2 1 2 2 2 3 2
5 2 7 3 4 2 2 2 3 2
35 2 1 2 4 4 3 4 3
4 4 4 4 2 5 1 4 4 3
3 4 1 4 4 2 4 4 4 2
32 3 4 5 6 2 5 1 4
1 6 5 2 1 1 2 4 3 1

a) Dau hiéu va don vi diéu tra ¢ day 1a gi ? Kich th 6c mau la bao nhiéu ?
b) Hay viét cac gia tri khac nhau trong mau s6 liéu trén.

2. Diéu tra vé dién nang tiéu thu trong moét thang (tinh theo kW.h) cua 30 gia
dinh & mot khu ph6 A, ng i ta thu d oc mau s6 liéu sau :

165 8 65 65 70 50 45 100 45 100
100 100 100 90 53 70 141 42 50 150
40 70 84 59 75 57 133 45 65 5.

Ciing hoi t ong tunh trong bai tap 1.

TRINH BAY MOT MAU SO LIEU

1. Bang phan bé tan sé - tan suat

Vi du 1. Khi di€u tra vé nang suét cia mot giong lda mdi, diéu tra vién ghi lai
nang suat (ta/ha) ctia giong lia do6 trén 120 thira rudng c6 cung dién tich lha.
Xem xét mau so liéu nay, diéu tra vién nhan thay :
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10 thira ruong cuing ¢6 nang suat 30 ;

20 thtra rudng cung c6 nang suat 32 ;

30 thira rudng cung c6 nang suat 34 ;

15 thira ruong cung cé nang suit 36 ;

10 thira ruong cuing ¢6 nang suat 38 ;

10 thira ruéng cung c6 nang suit 40 ;

5 thira rudng cung c6 nang suit 42 ;

20 thira rudng cuing c¢6 nang suat 44.
Trong mau s6 liéu trén chi c6 tdm gid tri khdc nhaula: 30 ;32 ;34 ;36; 38 ;
40 ; 42 ; 44. Mdi gia tri nay xudt hién mot s6 1an trong mau s6 liéu. |

Ta c6 thé trinh bay gon gang mau s6 liéu trén trong bdng phdn bo tdn s6 (goi
tat 12 bang tdn so’) sau day.

Giatri(x) | 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 40 | 42 | 44
Tanso(n) | 10 | 20 | 30 [ 15| 10 | 10 | 5 | 20 | N=120

S6" lan xudt hién ciia moi gia tri trong mau so liéu d oc goi la
tdn so cua gid tri do.

Bang 1
Néu muon biét trong 120 thlra rudng, c6 bao nhiéu phan tram thira rudng c6
nang suat 30, 32, ... ta s€ phai tinh thém tin suét cia moi gia tri.
Tan sudt f; ciia gid tri x; la ti s6 giita tan s6'n; va kich th 6c mau N

Ng 0ita th Ong viét tdn suat d Gi dang phan tram.
B6 sung thém mot hang tan suit vao bang 1, ta nhan d oc bdng phdn bo tdn
O - tan sudt (goi tat 12 bang tdn so - tdn sudt) sau day.
Gia tri 30 32 34 36 38 40 42 44
Tan so 10 | 20 [ 30 | 15 | 10 | 10 | 5 20 | N=120
Tan suat %| 8,3 | 16,7 | 250 | 125 83 | 83 | 42 | 16,7

Bang 2
CHUY
a) Trén hang tan s6, ng 0i ta th dng danh mot 6 dé ghi kich th 6c
mau N. Kich th 6c miu N bing tdng cic tan so.
b) C6 thé viét bang tan so - tan sudt dang "ngang" (nh bang 2)
thanh bang "doc" (chuyén hang thanh cot nh béang 3).
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EI Théng ké diém thi mén Toan trong ki thi vira qua cla 400 em hoc sinh cho ta
béng sau day.

Diém bai thi Tan sé Tan suat (%)
0 1,50
1 15 375
2 43 10,75
3 53 13,25
4 85 21,25
5 18,00
6 55
7 33
8 18
9 10
10 10

N =400
Bdng 3

Dién tiép cac s6 vao cac ché tréng (...) 3 cot tan s6 va cot tan suét trong béng 3.

Bang phan bé tan so - tan suat ghép lép

Vi du 2. Chon 36 hoc sinh nam cta mot tr ong THPT va do chiéu cao cua ho,
ta thu d oc mau s6 liéu sau (don vi : cm).

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.

Dé trinh bay mAu s6 liéu (theo mot tiéu chi nao d6) d oc gon gang, sic tich,
nhét 12 khi c6é nhiéu s6 liéu, ta thuc hién viéc ghép s6 liéu thanh cdc 1op.
day, ta ghép cdc s6 liéu trén thanh nam IGp theo cdc doan c¢6 do dai bang
nhau. Lép thi nhat gébm céc hoc sinh ¢6 chiéu cao nam trong doan [160 ;162],
16p thit hai gém céc hoc sinh ¢6 chiéu cao ndm trong doan [163 ;165], ... . Khi
do, ta s€ c6 mot bang nh  sau :

Lop Tan so
[160 ; 162] 6
[163 ; 165] 12
[166 ; 168] 10
[169 ; 171] 5
[172; 174] 3

N =36
Bdng 4
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Trong bang 4, tan sé cia mai lop 12 s6 hoc sinh trong 16p dé.

Bang 4 d@ oc goi 1a bang phdn bé tan so ghép lop (goi tit 12 bdang tdn so
ghép lop).

B6 sung mot cot tan sut vao bang 4, tanhan d ¢c bang 5 sau

Lop Tansé | Tan suat (%)
[160; 162] 6 16,7
[163; 165] 12 33,3
[166 ; 168] 10
[169 ; 171] 5
[172;174] 3

N =36
Bdng 5

Bang 5 d oc goi 1a bang phdn bé tdn sé - tan sudt ghép lop (goi tat 12 bdng
tdn sO - tan sudt ghép lop).

@I Hay dién céc s6 vao ché tréng (...) & cot tan suét trong bang 5.

Trong nhiéu tr dng hop, ta ghép 16p theo cdc nita khoang sao cho muit bén
phai cua mot ntra khoang ciing 1a mut bén trai cua nlra khoang tiép theo.
Chang han, trong vi du 2, ta cé thé ghép cdc s6 liéu thanh nam 16p véi céc
ntra khoang [159,5 ; 162,5) ; [162,5; 165,5) ; ... . Ta ¢6 bang sau

Lop Tan s6 | Tan suat (%)
[159,5; 162,5) 6 16,7
[162,5; 165,5) 12 333
[165,5; 168,5) 10 27,8

[168,5; 171,5) 5
[171,5; 174,5) 3

N=36

Bdng 6
3. Biéu do

AN

Tuc ngit ¢6 nhitng cau : "Tram nghe khong bang mot thay" ; "Mot hinh anh
gid tri hon ngan 16i n6i". D€ trinh bay méu s6 liéu mot cdch truc quan sinh
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dong, dé nhé va gay an t ong, ng i ta sit dung biéu do. Sau day la mot s6
biéu dé thong dung nhat.

a) Biéu do tan so, tan suat hinh cot
Biéu d6 hinh cot 1a mot cdch thé hién
rat tot bang phan b6 tan s6 (hay tan
sudt) ghép 16p. 10
Vi du 3. Xét bang phan bo tan s6 (bang 4)
chiéu cao ctia 36 hoc sinh trong vi du 2. 81
Hinh 5.1 12 biéu d6 tan s6 hinh cot thé
hién bang 4 vé6i cich v€ nh sau :
V& hai d ong thang vuong géc.

Trén d ong thing nam ngang (ding lam
truc s0), ta danh dau cac doan xac dinh 2
16p, bat dau tir doan [160 ; 162] cho t6i

doan [172; 174]. 160 162 163 165 166 168 169 171172 174
Tai moi doan, ta dung 1én mot cot hinh
chit nhat véi ddy la doan d6, con chiéu
cao bing tan s6 cua 16p ma doan d6

Hinh 5.1

e 12+
xdc dinh.
Hinh thu d oc d6 1a biéu do tin so 10T
hinh cot. O 5

Dai v6i cach ghép 16p nh & bang 6, ta
thé hién bang phan bo tin s6 bang biéu 6+
do6 hinh cot nh  hinh 5.2. Trong tr ong
hop nay giita cac cot khong c6 "khe h¢". 4T

Chiing ta ciing c6 thé dung bi€u d6 hinh  , |
cot dé thé hién bang tan sudt ghép 16p
goi 12 biéu do tan sudt hinh cot. Trong
tr ong hop nay, cot hinh chit nhat s€ c6
chiéu cao bang tan suét (tinh theo %).

159,5 162,5 165,5 168,5 171,5 174,5
Hinh 5.2

[H3] Hay vé biéu d6 tan suét hinh cot thé hién bang 5.
b) P ong gap khiic tan so, tan suat

Bang phan bo tan s6 ghép 16p cling c6 khi d oc thé hién bing mot bi€u do6
khac goila d ong gdp khiic tan so.
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Vi du 4. Xét bang phan bd tan so trong vi du 2 (bang 4). B ong gap khiic tan
s6 thé hién bang 4 d gc vé nh sau (h.5.3) :

Ta vé hai d ong thang vuong goéc. Trén d ong thing ndm ngang (dung lam
truc s6), ta ddnh dau cdc di€ém A, A,, A3, Ay, As, 0 d6 A, 12 trung di€ém cua
doan (hoac nlta khoang) xéc dinh 16p thi i (i = 1, 2, ..., 5). Tai mdi diém A, ta
dung doan thang A;M; vuong goc véi d ong thang nam ngang va c6 do dai bang tin
s0 cha 16p thi i ; cu thé 1a A,M, = 6, ..., AsM5 = 3. V& cdc doan thang M, M,,
M,M5, M3M,, M M5, ta @ gc mot d ong gép khic. D6 la d ong gdp khiic
tan so0'thé hién bang 4. 0

121

107

1I61 1I64 ll67 ll70 1I73
Hinh 5.3
o Néu do dai doan thang A;M; d oc 14y bang tan suat cta 16p thi i thi khi vé
cdc doan thang MM, M,M5, ..., My;Ms, ta d oc mot d ong gdp khic goi la
d ong gdp khiic tan sudt.

Hay dién cac s6 vao chb tréng trong bang 6 réi vé d dng gép khuc tan suét
thé hién bang do.

¢) Biéu do tan suat hinh quat

Biéu d6 hinh quat rat thich hgp cho viéc thé hién bang phan b6 tan suat ghép
16p. Hinh tron d ¢c chia thanh nhitng hinh quat. Méi 16p d oc t ong tGng véi
mot hinh quat ma dién tich cua né ti 1€ véi tan suat cta 16p do.



Vi dll 5. Hinh 5.4 1a biéu do tan [163 ; 165]
sudt hinh quat thé hién bang 5.

Cich v& nh sau : Ldp thd nhit [160; 162]
6 1,
[160 ; 162] chiém 6-6° 16,7%

cua kich th 6¢c mau. Do do, hinh

quat t ong tng s& chiém é hinh

tron. S6 do goc cua hinh quat nay

lé-%-cﬁa.360°,tﬁclé,60°.Th.dﬁng

[166; 168]

Hinh 54
th &c do géc dé dung hinh quat néi trén. T ong tu, ta dung hinh quat cho cic
16p con lai. Hinh thu d oc goi 14 biéu do tdn sudt hinh quat thé hién bang 5. O

CHUY

Ciac biéu d6 hinh cot va biéu doé hinh quat d oc sir dung khong chi
nhdm minh hoa bang hinh anh bang phan bd tan s6 - tAn sudt ghép
16p ma con d gc st dung rong rai trong viéc minh hoa céc so liéu
thong ké & cdc tinh huéng khéc. Xem céc biéu do d 6i day trich ra
tie Thoti bdo kinh t¢'Viét Nam 16-12-2002.

NHU CAU VON CHO HA TANG GIAO THONG

| | I
[Eha 1 | g |".:.'.'n;ui
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|
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: Co eiu guadn | kKinkh doanh

i fiin ntng i (Y]
|

#e Dutrgelt Dubngsing Himgithéng T &% GT ningthtn

167



168

Cauhdiv b itap

Trong mot gidi bong dd hoc sinh, ng di ta t6 chitc mot cudc thi du dodn két
qua cua 25 tran dang chd y nhat. Sau day la s6 phi€u du doan ding cua 25
tran ma ban t6 chitc nhan d oc :

54 75 121 142 154 159 171 189 203 211 225 247 251
259 264 278 290 305 315 322 355 367 388 450 490.

Hay lap bang tan s6 - tin suat ghép 16p géom sau 16p : 16p dau tién l1a doan
[50 ; 124], 16p thit hai 1a doan [125 ; 199], ... (d0 dai mbi doan 1a 74).

Mot tram kiém sodt giao thong ghi toc do (km/h) ctia 30 chiéc xe 6 t6 di qua
tram nh sau:

53 47 59 66 36 69 83 77 42 57 51 60 78 63 46

63 42 55 63 48 75 60 58 80 44 59 60 75 49 63.
Hay lap bang tan so - tan suét ghép 16p (chinh xac dé€n hang phan nghin)
gom sdu 16p : 16p dau tién 1a doan [36 ; 43], 16p thi hai 1a doan [44 ; 51], ...
(do dai méi doan 1a 7).

biéu tra v€ s6 dia CD cua 80 gia dinh, diéu tra vién thu d ¢gc bang tan so -

tan suat sau ;

Lop Tan s6 Tan suat

(%)

[1;10] 5 6,25

[11;20] 29

[21 ; 30] 21

[31;40] 16

[41 ; 50] 7

[51; 60] 2

N =280

a) Dién cdc s6 vao cho trong (...) & cOt tin suat.
b) V& biéu d6 tan s6 hinh cot.

c¢) V& biéu do tan sudt hinh cot.

d) Vé biéu do tan suat hinh quat.



Luyén tap

6. Doanh thu cua 50 ctra hang cia mot cong ti trong mot thang nh  sau (don vi :
triéu dong)
120 121 129 114 95 88 109 147 118 148 128 71 93 67 62
57 103 135 97 166 83 114 66 156 88 64 49 101 79 120
75 113 155 48 104 112 79 87 88 141 55123 152 60 83
144 84 95 90 27.
a) Ddu hiéu, don vi diéu tra & day 1a gi ?
b) Lap bang tan sO - tdn suat ghép 16p gém bay 16p : 16p dau tién 1a nira
khoang [26,5 ; 48,5), 16p ti€p theo la nira khoang [48,5 ; 70,5), ... (d0 dai mdi
ntra khoang 1a 22).
c) V& biéu do tan so hinh cot.
7. Mot cuoc diéu tra 50 nha nhiép anh nghiép d véi cau hdi : "Trong thdng
tr 6c anh (chi) st dung hét bao nhiéu cuon phim ?" cho két qua nh sau :
5 3 3 1 4 3 4 3 6 8 4 5 3 4 2 4 7
6 5 9 6 6 6 7 0 11 3 12 4 7 14 0 2 4

4 3 515 010 4 5 2 3 5 1 8 1 2 12

a) Ddu hiéu, don vi diéu tra & day 1a gi ?
b) Lap bang tan s6 ghép 16p, véi 16p dau tién 1a doan [0 ; 2], 16p ti€p theo la
doan [3; 5], ..., 16p cudi cung 1a doan [15 ; 17] (d0 dai moéi doan 1a 2).
c) V& bi€u do tan s6 hinh cot.

8. Mot th vién thong ké s6 ng oi dén doc sdch vao budi t6i trong 30 ngay cla
thdng vira qua nh sau :
85 81 65 58 47 30 51 92 85 42 55 37 31 82 63
33 44 93 77 57 44 74 63 67 46 73 52 53 47 35.
a) Lap bang tan so - tan suat ghép 16p (chinh xdc dén hang phan tram), véi 16p
dau tién la doan [25 ; 34], 16p tiép theo la doan [35; 44], ..., 16p cudi cung la
doan [85;94] (do dai mbi doan 14 9).

b) V& biéu do tan sudt hinh cot.
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CAC SO PAC TRUNG CUA MAU SO LIEU

Dé nhanh chéng nam bat d oc nhitng thong tin quan trong chtta dung trong
mau s6 liéu, ta d a ra mot vai chi s6 goi 12 cdc s6 ddc tr ng cua mdu sé'liéu.

So6 trung binh

Gia su ta ¢6 mot mau so liéu kich th 6¢ N 1a x;, x5, ..., xy. 16p d 6i,
ta da biét s6 trung binh (hay s6 trung binh cong) cua mau so6 liéu nay, ki hiéu
la X, d oc tinh bdi cong thiic

X+ Xy et Xy

N )

X =

N

Dé cho gon, ta ki hiéu téng x| +x,+ ... + xy 12 > x; va doc Ia "tdng cua céc x;
i=1

vGi i chay tir 1 dén N". Véi ki hiéu nay, cong thiic (1) d oc viét gon la

1Y
X—Ngxi.

Gia sirmau s6 liéu d ¢c chod 6i dang mét bang phan bd tan s6 (bang 7) :

Gid tri XXy o X,
Tén so mny .. n, |N
Bdng 7

Khi d6, cong thiic tinh s6 trung binh (1) trd thanh

X = = —
N N*

m
mx; +nyx, +..+n,x, 1
D nmx;, )
=1
m
trong do6 n; la tan s6 cta so liéu x;, (i =1, 2, ..., m), an- =N.
=1

Gia st méu so liéu kich th 6c N d ¢c cho d 6i dang bang tan s6 ghép 16p. Céc
sOliéu d oc chia thanh m 16p tng v6i m doan (bang 7a) hoac m 16p ung véi



m nita khoang (bang 7b). Ta goi trung diém x; ctia doan (hay nira khodng) tng
v6i 16p thit i 12 gid tri dai dién cia 16p d6.

Lop Gia tri dai dién Tan so
lay ; a] Xy n
laz ; a4l ) §7)
(@2 15 ol Y N
m
i=1
Bdng 7a
Lép Gia tri dai dién Tan s6
lay 5 ay) X1 ny
lay ; az) ) n,
[am ; am +1) xm nm
m
i=1
Bdng 7b
Khi d9, s6 trung binh ciia mau s6 liéu nay d ¢c tinh xap xi theo cong thiic
1 m
X~ v Z n;X; .
i=1

Vi du 1. Mot nha thuc vat hoc do chiéu dai cta 74 14 cay va thu d oc bang tan
s0 sau (don vi : mm) :

Lép Gia tri dai dién | Tan s6
[5,45;5,85) 5,65 5
[5,85; 6,25) 6,05 9
[6,25 ; 6,65) 6,45 15
[6,65 ; 7,05) 6,85 19
[7,05;7,45) 7,25 16
[7,45 ;7,85) 7,65 8
[7,85; 8,25) 8,05 2

N =74
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Khi d6, chiéu dai trung binh ctia 74 14 nay x4p xi 1a

T 5.5,65+9. 6,05+;£.‘+8 .7,65+2 .8,05 ~ 6,80 (mm). -

nghia cta s6 trung binh
S6’ trung binh cia mdu so liéu d oc dung lam dai dién cho cdac s6
liéu cuia mdau. N6 la mot sé' ddc tr ng quan trong ciia mau so'liéu.
Chang han, néu biét ring thoi gian trung binh dé diéu tri khoéi bénh A d6i véi
bénh nhan nam 1a 5,3 ngdy, doi v6i bénh nhan nit 12 6,2 ngay thi ta ¢6 thé cho
rang no6i chung véi bénh A thi bénh nhan nam chéng binh phuc hon so véi
bénh nhan nir.
Tuy nhién, khi céc s6 liéu trong mau c¢6 su chénh 1éch rat 16n d6i véi nhau thi
s0 trung binh ch a dai dién t6t cho céc s6 liéu trong mau.

Vi du 2. Mot nhém 11 hoc sinh tham gia mot ki thi. S6 diém thi ctia 11 hoc

sinh d6 d oc sip xép tir thap dén cao nh sau (thang diém 100) :
0;0:;63:;65;69;70;72;78;81;85;89.

S6 trung binh Ia

0+0+63+...+85+89

~61,00.
11

Quan sdt ddy diém trén, ta thdy hau hét cac em (9 em) trong nhém c6 s6 diém
v ¢t so trung binh. Nh vay, s6 trung binh nay khong phan anh ding trinh do
trung binh cua nhém. Trong tr ong hgp nay, c6 mot s6 dac tr ng khac thich
hop hon d6 1a s6 trung vi. |

So6 trung vi

Gid sit ta c6 mot mdu s6'liéu kich th éc N d oc sdp xép theo thir
N +1

tu khéng giam. Néu N la mot so' 1€ thi so liéu diing thir
(so'liéu ditng chinh giita) goi la so trung vi. Néu N la mot sé

c . N Py ? . P B - - N BN
chan, ta ldy trung binh cong cua hai so liéu ding thir £} va

N . .
kY +1 lam s6 trung vi.

So'trung vi d oc ki hiéu la M,.



Vi du 3. Diéu tra vé s6 hoc sinh trong 28 16p hoc, ta d gc mau s6 liéu sau
(sap x€p theo thit tu ting dan) :
383239 39 40 40 40 40 40 40 41 41 41 42 42
43 43 43 43 44 44 44 44 44 45 45 46 4T 47
S lidu ding thit 14 1a 42, ding tha 15 13 43. Do vay, s6 trung vi I

by B2 43

e

=42,5. O

[

a) Tinh sé trung vi ctia mau sé liéu trong vi du 2.
b) Tinh sé trung binh clia mau s6 liéu trong vi du 3 va so sanh né vai sé trung vi.

CHUY

Khi cédc s6 liéu trong mau khong cé su chénh léch qua 16n thi s6
trung binh va s6 trung vi x4p xi nhau.

@ Do chiéu cao ctia 36 hoc sinh clia mot tr dng, ta c6 mau s6 liéu sau, sap xép
theo thur tu tang (don vi: cm) :

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164

164 165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167

168 168 168 168 169 169 170 171 171 172 172 174

Tim s6 trung vi cia mau s6 liéu nay.

Mot
Cho mot méu s6 liéu d 6i dang bang phan bo tan s6. Ta da biét gia tri cé tan
s0 16n nhat d ¢c goi 1a mét clia mau s6 liéu va ki hiéu la M.

Vi du 4. Mot clra hang ban quan do thong ké s6 4o so mi nam da ban ra trong
mot quy theo cac ¢ khac nhau va c6 d oc bang tin s6 sau

Co 40 (x) 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
Soaoband oc(n) | 13 | 45 | 110 | 184 | 126 | 40 5

Diéu ma cira hang quan tAm nhét 1 ¢d do nao d oc khdch hang mua nhiéu nht.
Bang thong ké trén cho thay ¢d 40 ma khach hang mua nhiéu nhat 1a c& 39 (tic 1a
gia tri 39 c6 tin s6 16n nhit). Vay gid tri 39 1a mot clia mau s6 liéu nay. O
CHUY
Mot mau s6 lieu c6 thé c6 mot hay nhiéu mot.
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Vi du 5. Mot clra hang ban 6 loai quat véi gia tién 1a 100, 150, 300, 350, 400,
500 (don vi la nghin dong). S6 quat clra hang ban ra trong mua he vira qua
d oc thong ké trong bang tan so sau

Gia tién (x) 100 150 300 350 400 500
So quat ban d oc (n) | 256 353 534 300 534 175

Ta thdy mau s6 liéu trén c¢6 hai mot 1a 300 nghin dong va 400 nghin dong.
D6 1a gia tién cua hai loai quat d oc khach hang mua nhiéu nhat. O
Ph ong sai va do léch chuan

Vi du 6. Diém trung binh timg mon hoc clia hai hoc sinh An va Binh trong
nam hoc vira qua d oc cho trong bang sau :

Mon Piém cia An | Piém cua Binh
Toan 8 8,5
Vat i 7,5 9,5
Hoa hoc 7.8 9.5
Sinh hoc 8.3 8.5
Ngir van 7 5
Lich str 8 5,5
bia li 8,2 6
Tiéng Anh 9 9
Thé duc 8 9
Cong nghé 8,3 8,5
Gido duc cong dan 9 10

EI Tinh di€m trung binh (khong k€ hé s6) cua tat cd cac moén hoc cla An va cla
Binh. Theo em, ban nao hoc kha hon ?
Nhin vao bang diém, ta c6 ngay nhan xét 1a An hoc déu cdc mon, con Binh thi
khong. Su chénh léch, bién dong giita cdc diém cta An thi it, cia Binh
thi nhiéu.

Dé do miic do chénh léch gifta cac gid tri clia miu s6 liéu so véi sO trung
binh, ng oitad arahais6 dic tr ngla ph ong sai va do léch chudn.



Gid sit ta ¢c6 mot mau s6 liéu kich th éc N 1a {x|, ..., xy}.

] 2 2 Ky N , [N N 2 ’ 2.
Ph ong sai cua mau so liéu nay, ki hiéu la s~, d oc tinh boi
cong thiic sau

RIRE TS 3)
NG ,

trong dé X la so trung binh ciia mdu so6'liéu.
Cdn bdc hai cua ph ong sai d oc goi la do léch chudn, ki hiéu la s.

nghia ciia ph ong sai va do léch chudn

Trong cong thic (3), ta thdy ph ong sai la trung binh cong cua binh ph ong
khoang céch tir moi s6 liéu téi sO trung binh. Nh vay, ph ong sai va do léch
chudn do miic do phdn tdn cia cdc sé liéu trong mau quanh so trung binh.
Ph ong sai va do léch chudn cang lon thi do phdn tan cang lon.

CHUY
C6 thé bién ddi cong thitc (3) thanh

1 N

N 2
2 2 1

i=1

Str dung cong thiic (4) thuan tién hon trong tinh toan.

Tré lai vi du & trén, ta hiy tinh ph ong sai va do léch chudn diém cdc mon
N N
9 N ~ 2, g g 7 R N 2
hoc cua An va Binh. Tr &c hét, ta tinh céc tong le- va le- .
i=1 i=1

Tur s6 lieu & cot diém clia An, ta c6

1

11 11
> x=89,1; Y x7 =72511.
i=1 i=1

T s6 liéu & cot diém cia Binh, ta ¢

11 11
> x =89 Y x7 =750,5.

i=1 i=1
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Tiép theo, ta thé céc két qua nay vao cong thic (4) dé tim 5%
Ph ong sai va do léch chuin diém cdc mon hoc clia An 1a

2
si = 72511 - 89.1 ~0,309 ; 54 =+/0,3091 = 0,556.
11 11
Ph ong sai va do léch chuin diém cdac mon hoc ctia Binh 1a
2
$2 = 751?’5 -(%) ~2,764 1 sp~+[2,764 ~ 1,663,

Ta thdy mitc do "hoc léch" ctia Binh so v6i An d ¢c thé hién qua viéc so sénh
hai ph ong sai : Ph ong sai diém cidc mon hoc cua Binh gdp gin 9
(= 8,945) lan ph ong sai diém cdc mon hoc cta An. Diéu d6 phu hgp véi
nhan xét Binh hoc 1éch hon An.

Ta ciing c6 thé so sanh do hoc léch ctia Binh va An thong qua viéc so sanh hai

do léch chuan. 0
N N

Viéc tinh céc téng le- va lez s€ nhanh chéng néu dung may tinh bd tui.
i=1 i=1

(Xem bai doc thém dé d oc h 6ng din chi tiét vé cach st dung mdy tinh bd

tdi trong tinh toan thong ké).

e Néu s6 lieu d gc cho d Gi dang bang phan bd tan s6 (bang 7) thi ph ong sai

d oc tinh boi cong thic

2
52 —iin ¥? —L inx 5
Nl:l 1771 N2 P 1771 *

Vi du 7. San 1 ¢ng Iia (don vi la ta) cua 40 thira rudng thi nghiém c6 cung
dién tich @ oc trinh bay trong bang tan s6 sau day.

San1 ong (x) 20 21 22 23 24
Tan s6 (n) 5 8 11 10 6 |N

Il
o
(@)

a) Tim san 1 ong trung binh cua 40 thira rudng.
b) Tinh ph ong sai va do léch chuan.

Giai. Tr 6c hét, ta tinh

5 5
> nix; =884, > mxf =19598.
i=1 i=1
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a) San 1 ong trung binh ctia 40 thira ruong la

=38 1 ).
40

b) Theo cong thiic (5), ta c6 ph ong sai la
2
2 o19598 (8845
40 40
Do léch chuin 1a s = /1,54 ~ 1,24 (ta). O
e Gia st miu s6 lieu d oc cho d 6i dang bang phan bo tan s6 ghép 16p. Cac s6
lieu d oc chia thanh m 16p ting v6i m doan (hoac ntra khoang). Goi x; la gid tri
dai dién cua 16p thi i (xem bang 7a, 7b).
Khi d6, ph ong sai ctia mau s6 liéu nay c6 thé tinh x4p xi theo cong thiic (5).
Vi du 8. Tinh ph ong sai va do léch chuén clia miu s6 liéu cho & vi du 1.
Giai. Ta co

7
D mix; =502,9,
i=1

7
> mxG =3443,385.
=1

> 3443385 502,97

Vay s ~0,347.
dy 74 742
Po léch chudn 13 s ~+/0,347 ~ 0,589 (mm). O

~ ?m - n
Cauhdiv b itap
Trong cdc bai tdp d 6i ddy, yéu cdu tinh s6 trung binh, so trung vi, ph ong
sai, do léch chudn (chinh xdc dén hang phdn tram).

9. C6 100 hoc sinh tham du ki thi hoc sinh gidi Todn (thang diém Ia 20). Két qua
d oc cho trong bang sau day.

Piém | 9 |10 1112|1314 |15|16|17 | 18|19
Tanso | 1 13|58 ([13|]19]24|14|10] 2 | N=100

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh s6 trung vi va mot. Néu y nghia ctia chiing.
¢) Tinh ph ong sai va do léch chuan.
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10.

Ng 0i ta chia 179 cu khoai tay thanh chin 16p can cu trén khdéi | ong cua
chiing (don vi la gam). Ta c¢6 bang phan bo tan s6 ghép 16p sau day.

Lop Tan so
[10; 19] 1
[20; 29] 14
[30; 39] 21
[40 ; 49] 73
[50; 59] 42
[60 ; 69] 13
[70; 79] 9
[80; 89] 4
[90; 99] 2

N=179

Tinh khéi 1 ¢gng trung binh cua mdt ct khoai tdy. Tim ph ong sai va do
léch chuén.

11. Bang sau day trich tir s6 theo ddi ban hang ctia mot cira hang ban xe may.

12.

13.

178

So xe ban trong ngay 0 1 2 3 4 5

Tan s6 2 13 15 12 7 3

a) Tim s0 xe trung binh ban d oc trong mot ngay.
b) Tim ph ong sai va do léch chuén.

Luyén tap

Trong cdc bai tdp d 6i ddy, yéu cdu tinh so trung binh, so trung vi, ph ong
sai, do léch chudn chinh xdc dén hang phdn tram.

S6 liéu sau day cho ta 1ai (quy tron) hang thang cua mot cua hang trong nam
2005. Pon vi 1a triéu dong.

Thang | 1 2 31415 6 | 7 8 9 | 10 | 11 | 12

Lai 12115 18|13 (13|16 |18 | 14 | 15| 17 | 20 | 17

a) Tim s6 trung binh, so trung vi.

b) Tim ph ong sai va do léch chuan.

Mot cilra hang vat liéu xay dung thong ké s6 bao xi mang ban ra trong 23 ngay
cuoi nam 2005. Két qua nh sau :

47 54 43 50 61 36 65 54 50 43 62 59 36 45 45 33 53 67
21 45 50 36 58.



14.

15.

Bai doc thém

a) Tim s0 trung binh, sO trung vi.

b) Tim ph ong sai va do léch chuan.

S6 1 gng khdch dén tham quan mot diém du lich trong méi thang d oc thong
ké trong bang sau day.

Thang {23456 |7 |89 101112
S6 khach | 430|560 [ 450 | 550 | 760 | 430 | 525 | 110 | 635 | 450 | 800 | 950

a) Tim s6 trung binh, s0 trung vi.

b) Tim ph ong sai va do 1éch chuan.

Trén hai con d dong A v B, tram kiém soat da ghi lai to6c do (km/h) ctia 30
chiéc 0 to trén moi con d ong nh sau :

Cond ongA: 60 65 70 68 62 75 80 83 82 69 73 75 85 72 67
88 90 85 72 63 75 76 85 84 70 61 60 65 73 76.

Cond ongB:76 64 58 82 72 70 68 75 63 67 74 70 79
80 73 75 71 68 72 73 79 80 63 62 71 70
74 69 60 63.

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi, ph ong sai va do léch chudn clia t6c do 6 to

trén moi con d ong A, B.

b) Theo em thi xe chay trén con d ong nao an toan hon ?

SU DUNG MAY TiNH BO TUI TRONG THONG KE

May tinh b6 tui (MTBT) la cong cu ho trg rét dac Iuc cho viéc hoc Théng ké. Nho
MTBT, Théng ké da tré nén dé hoc va dé ing dung.

Chang han, déi véi may CASIO fx - 500MS, dé tinh sé trung binh, ph ong sai va do
léch chuan, ching ta can lam trinh tu theo cac b éc sau :

1) DAu tién, dé& vao ché dd tinh toan théng ké, ta &n

2) Gi& str mau sé liéu 1a x,, x,,..., x,. D& nhap s liéu, ta &n
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P& nhap mau s6 liéu x,, x,,..., x,, trong d6 x; cotadn s n;, (i = 1,2, ..., m), ta &n

X [:]m [DT] x, [SHIFT|[; ] n, [DT]...
5, [SHIFT] 5] n,

3) Nhap di liéu xong, dé tinh s& trung binh ¥, ta an
SHIFT| [S — VAR [=]

4) Pé tinh d6 léch chuan s, ta an
SHIFT| [S - VAR [=]

5) Dé tinh ph ong sai s> (Idy binh ph ong clia d6 léch chuan), ta an tiép
=]
Vi du 1. Tinh s6 trung binh, ph ong sai, d6 léch chuan diém cac mén hoc clia An &
vidu 6, §3.
Sau khi thuc hién b éc 1, dé nhap di liéu, ta &n

2)8|DT|75|DT| ..9 [DT|

3) D& tinh trung binh *, ta an

SHIFT| [S — VAR [=]

Két qua x = 8,1, d6 la s6 trung binh can tim.

4) Pé tinh do léch chuan s, ta an

SHIFT| [S-VAR] [2] [=]

Két qua s ~ 0,555959449, d6 1a d6 Iéch chuan can tim.

5) Dé tinh ph ong sai s>, ta an tiép

2] [<]

K&t qua s° ~ 0,309090909, d6 1a ph ong sai can tim. O
Vi du 2. Tinh s6 trung binh, ph ong sai, d6 léch chuin clia mau s6 liéu trong vi du 7, §3.
Sau khi thuc hién b éc 1, dé nhap dir liéu, ta &n

2) 20[ SHIFT| [;|5[DT]|21[SHIFT| [;]8[DT]... 24[SHIFT] [;] 6[DT]

3) P& tinh trung binh ¥, ta an

SHIFT| [S — VAR [=]

Két qua x =22,1, d6 la s6 trung binh can tim.
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16.

17.

18.

4) Pé tinh d6 léch chuén s, ta &n

SHIFT| [S — VAR [=]

Ké&t qua s ~ 1,240967365, d6 1a d6 1éch chuan can tim.

5) D& tinh ph ong sai s>, ta 4n tiép

(] [=]

K&t qua s° ~ 1,54, d6 la ph ong sai can tim. O

Cau hdi va bai tap on tap ch ong V

Chon ph ong an ding trong bon ph ong an tra 10i sau day.

Ng 0i ta xép s6 can nang cua 10 hoc sinh theo thit tu tang dan. S6 trung vi cta
mau s6 liéu nay la :

(A) S6 can nang ctia hoc sinh thd nam ;

(B) SO can nang cua hoc sinh thit sdu ;

(C) S6 can nang trung binh clia em thit nam va thit sau ;

(D) Khong phai céc so trén.

Chon ph ong an ding trong bon ph ong an tra 10i sau day.

Po léch chudn 13 :

(A) Binh ph ong ctia ph ongsai;  (B) Mot nia cua ph ong sai ;

(C) Can bac hai cua ph ong sai ; (D) Khong phai la cac cong thitc trén.
Trong cdc bai tdp tr 18 dén 21, yéu cdu tinh sé trung binh, so trung vi,
ph ong sai, do léch chudn chinh xdc dén hang phdn trdam.

Ng 0i ta phan 400 qua triing thanh nam 16p can cu trén khoi | ong cua ching
(don vi la gam). Ta c6 bang phan bd tan s6 ghép 16p sau day.

Lop Tan so
[27,5; 32,5) 18
[32,5; 37,5) 76
[37,5;42,5) 200
[42,5; 47,5) 100
[47,5;52,5) 6

N =400

a) Tinh so6 trung binh.
b) Tinh ph ong sai va do léch chuén.
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19.

20.

21.

182

Mot ng i ldi xe th dng xuyén di lai gilta hai dia diém A va B. Thoi gian di
(tinh bang phit) d ¢c ghi lai trong bang phan bo tin s6 ghép I16p sau day.

Lop Tan so
[40 ; 44] 9
[45 ; 49] 15
[50 ; 54] 30
[55; 59] 17
[60 ; 64] 17
[65 ; 69] 12

N =100

a) Tinh thoi gian trung binh ma ng oi d6 di tir A dén B.

b) Tinh ph ong sai va do léch chudn.

Mot nha nghién citu ghi lai tudi ctia 30 bénh nhan méc bénh dau mat hot. Két
qua thu d gc mau so liéu nh sau :

21 17 22 18 20 17 15 13 15 20 15 12 18 17 25 17 21 15
12 18 16 23 14 18 19 13 16 19 18 17.

a) Lap bang phan bd tan so.

b) Tinh s6 trung binh va do léch chuan.

c¢) Tinh s6 trung vi va mét.

Ng 0i ta tién hanh phong van mot s6 ng 0i vé mot bd phim mdi chié€u trén
truyén hinh. Ng i diéu tra yéu cdu cho diém bo phim (thang di€ém 1a 100).
Két qua d oc trinh bay trong bang phan bo tan s6 ghép 16p sau day.

Lop Tan so
[50; 60) 2
[60 ; 70) 6
[70; 80) 10
[80 ; 90) 8
[90 ; 100) 4

N =30

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh ph ong sai va do léch chuan.



GOC LUONG GHAC VA
Chuong CONG THUC LUONG GIAC

Gac va cung luong giac co gi khac voi géc va cung hinh hoc ?
Diéu quan trong la méi goc va cung luong giac déu tuong tng véi
mét s6 thuc duy nhét va véi mét diém duy nhét trén duong tron luong
gidc.Trong chuong nay, ching ta sé thay lai cac ti s6 lugng giac
da hoc theo mot y nghia sau sac hon, sé phai ghi nhd kha nhiéu
céng thuc luong giac va rén luyén cac ki nang bién ddi luong
giac. Cac kién thuc va ki nang ay sé rat co ich khong nhiing
trong Dai s6 ma ca trong Hinh hoc 16p 10, lop 11,... va mot s6
mén hoc khac.
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GOC VA CUNG LUCONG GIAC

Ta da c6 khai niém goc giita hai tia chung géc ma ng 0i ta con goi la géc hinh
hoc. Trong bai nay, ta s€ xay dung khai niém goc 1 ong giac lién quan chat
ch€ v6i goc hinh hoc.

Pon vi do goc va cung tron, do dai cua cung tron
a) bo

Ta da biét @ ong tron ban kinh R c¢6 do6 dai bang 2nR va c6 s6 do bing 360°.
Néu chia d ong tron thanh 360 phin bang nhau thi moi cung tron nay c6 do
... 27R R ’ , . L
dai bang ST T a6 56 do 1°, gbc & tam chin méi cung dé c6 s6 do

360 180

béing 1°.
Vay cung tron ban kinh R ¢6 s6 do a° (0 < a < 360) thi c6 do dai

T R
180

Vidul

— S5 do chia % d ong tron 1a %-3600 — 270°,

.72 R= 211;R.

— Cung tron bén kinh R ¢6 s6 do 72° thi ¢6 do dai 1a 180 5

O
] (0]

[H1] Mot hai Ii 1a d6 dai cung tron xich dao c6 s6 do (%j — 1'. Biét do dai xich dao

& 40 000 km, hdi mot hi If dai bao nhigu kilémét ?

b) Radian

Mot don vi khdc d oc stt dung nhi€u trong todn hoc, khoa hoc va ki thuat 1a
radian. N6 to ra thuan 1gi khi tinh d6 dai cung tron.



DINH NGHIA

Cung tron c6 do dai bang ban kinh goi la cung ¢6 sé do 1 radian,
goi tat la cung 1 radian. Géc & tdm chdn cung 1 radian goi la géc
¢6 s6'do 1 radian, goi tdt la géc 1 radian.

I radian conviét tdt la 1 rad.

@ DE€ hinh dung goc 1 rad ng di ta quén doan day dai bang ban kinh d dng tron
quanh d ong tron dé (h.6.1). Hay lam diéu trén va do xem goc 1 rad xap xi bdng bao
nhiéu dbo. R

e Xét cac cung cua d ong tron ban kinh R. Vi cung
tron c6 do dai bang R thi c6 s6 do 1 rad nén :
— Toan bo d ong tron (do ¢6 do dai bang 2nR) c6 sO6 O

do radian la Z%R =2n ;

— Cung c6 do dai bang / thi ¢6 s6 do radian 1a

l
a = —-
R
Vay cung tron ban kinh R ¢6 s6 do « radian thi ¢6 do dai Hinh 6.1
l=aR

va khi R = 1 (ttic 1a trén d Ong tron don vi) thi do dai cung tron bing s6 do
radian cua no.

« Bay gio, ta xét quan hé giita s6 do radian va s6 do do ctia cing mot cung tron.
Gia str cung tron c6 do dai /. Goi «la s6 do radian va a 1a s6 do do cua cung dé.
Khi d6, theo cdc cong thic vé do dai cung, ta cd

[ =aR = ﬂ-R,
180
suy ra
a_4
n 180
A : . 180
Vay cung c6 s6 do 1 radian thi c6 s6 do do la > tic 1a
T
(8]
1 rad = (@J ~ 57°17'45".
T
Cung ¢6 s0 do 1 do thi c6 s6 do radian la Tt Ia

1° = % rad =~ 0,0175 rad.
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2.

186

CHUY
Vi tinh chat tu nhién va thong dung cua radian, ng oi ta th ong
khong viét chit radian hay rad sau s6 do clia cung va géc, chang han

% rad cling d oc viét la %

GHI NHO

Bang chuyén déi s6 do do va s6 do radian clia mot s6 cung tron

Po | 30°|45° | 60°|90° [120°]135°150°|180°(270°|360°

2n | 3n |5 | o |3,

e | T | T | T | T
Radian| = | 2 | 3 | 5 |3 |7 |6 2

Goc va cung 1 ong giac

Khai niém géc va cung 1 gng giadc gan chat v6i viec quay quanh mot diém
trong mat phang.

a) Khai niém géc 1 ong giac va sé do ciia chiing

Dé khao st viéc quay tia Om quanh di€ém O, ta cAn chon mot chiéu quay goi
1a chiéu d ong. Thong th dng, ta chon d6 1a chiéu ng ¢c chiéu quay cta kim
dong ho (va chiéu quay ctia kim dong ho goi 1a chiéu dm) (h.6.2).

//m \\m

a) b)
Hinh 6.2
Khi d6, néu tia Om quay theo chiéu d ong ding mot vong thi ta néi tia Om
(o)

quay goc 360° (hay 2m rad), quay ding hai vong thi néi né quay géc 720
(hay 4r rad), quay theo chiéu am nira vong thi néi né quay géc 180°

(hay m rad), quay theo chi€éu &m ba vong bon phan bay (tiic 275 vong) thi n6i

n6 quay goéc ?.3600 (hay 5()anad)...



Cho hai tia Ou, Ov. Néu tia Om quay chi theo chiéu d ong (hay chi theo
chiéu am) xuat phat tir tia Ou dén trung véi tia Ov thi ta n6i : Tia Om quét mot
goc 1 ong gidc tia ddu Ou, tia cuéi Ov. Khi quay nh thé, tia Om c6 thé giap
tia Ov nhiéu 1an, m6i 1an ta d oc mot géc 1 ong gidc tia dau Ou, tia cudi Ov.
Do d6, cho hai tia Ou, Ov thi c6 vo s6 goc 1 ong gidac (mot ho géc 1 gng giac)
tia ddu Ou, tia cu6i Ov. Mbi géc 1 ong gidc nh th€ déu d ¢c ki hiéu 1a
(Ou, Ov).

Khi tia Om quay géc a° (hay « rad) thi ta néi géc 1 ong gidc ma tia d6 quét
nén cé sé do a° (hay o rad).
Nh vay:
Moi goc | ong gidc goc O d oc xdc dinh boi tia ddu Ou, tia cudi
Ov va s6 do do (hay sd do radian) cua né.
Vi du 2. Trén mdi hinh 6.3 a), b) déu c6 biéu dién géc 1 ong gidc tia dau Ou,
tia cudi Ov va c6 s6 do 150°.
a) Goc thit hai trén hinh 6.3 a) c6 d oc do tia Om quay ti€p theo chiéu d ong
hai vong nita nén c6 s6 do 150° + 2.360° (= 870°).
b) Géc thit hai trén hinh 6.3 b) ¢6 d ¢c do tia Om quay theo chiéu am tir Ou
dén tring Ov lan dau tién nén c6 s6 do —(360° —150°)=150° —360°(=-210°).
Néu cho tia Om quay ti€p mot vong nita theo chiéu am thi d oc géc 1 ong

giac (Ou, Ov) c6 s6 do 150° - 2.360° (= =570°). O
vV
\%
150°
o0 u 150°
19} U
a) 150° + 2.360° = 870° b)
Hinh 6.3 v

EI Trén hinh 6.4 c6 ba goc | ong giac \

(Ou, Ov), trong d6 moét goc cé6 sé do g

HGSi hai goéc | ong giac con lai c6 sé do
bao nhiéu ? Hinh 6.4
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Tong quat :
Néu mot goc 1 ong gidc cé s6 do a° (hay o rad) thi moi géc | ong
gidc cung tia ddu, tia cudi véi né cé so do dang a° +k360° (hay
a+ k2 rad), k la s6' nguyén, moi géc ving vdi mot gid tri cua k.

Vi du 3. Gia su géc hinh hoc uOv trén hinh 6.5 v

c6 56 do 60°. Khi d6 dé thay cic goc 1 ong gidc tia ‘\+

dau Ou, tia cudi Ov c6 s6 do 60° +k360°, con 60°

cac goc 1 ong giac tia dau Ov, tia cu6i Ou c6 s6 do 0 !

—60° + k360° (k € Z). 0 Hinh 0.5
CHUY

Khong d oc viét a° + k2 hay a + k360° (vi khong cling don vi do).

b) Khai niém cung 1 ong giac va s6 do cia chiing

Vé mot d ong tron tam O ban kinh R. Néu tia Om cit d Ong tron tai M thi
viéc cho tia Om quay quanh O ciing c6 nghia 12 cho diém M chay trén d Ong
tron d6. Chiéu quay ctia tia Om cho ta chiéu di dong clia diém M trén d Ong
tron : chiéu d ong la chiéu ng ¢c chiéu quay ctia kim dong ho va chiéu am 1a
chiéu quay ctia kim dong h6é nh & hinh 6.6. B ong tron véi chiéu di dong da
d oc chonnh thé goilad ong tron dinh h ong.

a)

Hinh 6.6
Goi giao cua cac tia Ou, Ov n6i trén v6i d ong tron d6 1a U va V. Khi tia Om
quét nén goc 1 ong gidc (Ou, Ov) thi diém M chay trén d Ong tron luon theo
mot chiéu tir diém U dén diém V. Ta néi diém M vach nén mot cung | ong gidc
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miit ddu (diém dau) U, muit cuoi (di€ém cudi) V, t ong tng véi goc 1 ong gidc
(Ou, Ov). Vay hai diém U va V trén d ong tron dinh h éng xéc dinh vo s6 cung
1 ong gidc (ho cung 1 ong gidc) mut dau U, miit cudi V, cing d oc ki hiéu la [
X
Ta coi s6 do cua goc 1 ong giac (Ou, Ov) la s6 do cua cung 1 ong giac UV

t ong ung. Tu do :

Trén d ong tron dinh h dng, moi cung | ong gidc d oc xdc dinh
boi miit dau, miit cudi va sé do cua né. Néu mot cung | ong gidc

(. U . . ., N Loaa . o
UV ¢6 so do a thi moi cung | ong gidc cung mut dau U, mut cudi V

¢6 s6'do dang a+ k2w (k € Z) ; moi cung ving vdi mot gid tri cua k.

- N g 9 2 /_\
Néu « 1a so6 do cua cung 1 ong giac UV
vach nén boi diém M chay trén d ong tron
theo chiéu d ong tir U dén giap V lan dau

tién thi 0 < a < 2n va « chinh 12 s6 do cua

cung tron (hinh hoc) UV (h.6.7).

Hinh 6.7
Hé thirc Sa-lo

Ta da biét, do dai dai s6 AB clia vecto AB trén
truc s6 Ox (v6i vecto don vi i) la s6 xac dinh boi
AB = (AB)i. Khi dé, v6i ba diém tuy ¥ A, B, C trén
truc s6, tt AB + BC = AC suy ra déng thic s6
AB + BC = AC goi la hé thiic Sa-lo vé do dai dai s6.

Ta thira nhan mot hé thic ¢6 dang t ong tu goi 1a hé thic

Sa-lové so' do ciia goc | ong gidc -

Mi-sen Sa-lo Vi ba tia tuy y Ou, Ov, Ow, ta cé
(Michel Chasles 1793 — 1880)

sd(Ou, Ov) + sd(Ov, Ow) = sd(Ou, Ow) + K2nt (k €7).

D6 1a mot hé thic quan trong trong tinh todn vé s6 do cua goc 1 ong gidc.
Tiwr hé thic trén suy ra : Vé6i ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta c6

sd(Ou, Ov) = sd(Ox, Ov) — sd(Ox, Ou) + kK2n (ke 7).
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Vi du 4. Néu mot géc 1 gng giac (Ox, Ou) c6 s6 do —% va mot géc 1 gng

giac (Ox, Ov) c6 s6 do %n thi moi goc 1 ong gidc (Ou, Ov) c6 s6 do %+k27‘[

k € Z). O

« D6i v6i cac cung 1 gng gidc, ta ciing ¢6 hé thitc Sa-lo :
Vi ba diém tuy y U,V, W trén d ong tron dinh h dng, ta cé
'\ TN TN
sd UV + sd VW =sd UW + k2n (k € Z).

Cauhdiv b itap
Trong cdc khing dinh sau, khang dinh nao diing, khang dinh nao sai ?
a) S6 do ctia cung tron phu thudc vao ban kinh cta no.
b) Do dai cung tron ti 1& v6i s6 do ctia cung do.
¢) Do dai cung tron ti 1é vé6i ban kinh ctia n6.
d) N&u Ou, Ov 1a hai tia d6i nhau thi s6 do cua cac goc 1 gng giac (Ou, Ov)
la 2k + D, k € Z.

Kim phut va kim gio cta dong ho 16n nha B u dién TP. Ha Noi theo thi tu dai
1,75 m va 1,26 m. Hoi trong 15 phut, miii kim phiit vach nén cung tron c6 do
dai bao nhiéu mét ? Ciing cau hoéi d6 cho miii kim gio.

Dién vao cac 0 trong trong bang

So do do —60° —240° 3100°
S6 do 3m | _len 687
radian 4 3 5

a) D6i s6 do do cha cdc cung tron sau thanh s6 do radian (chinh xdc dén
hang phan nghin) 21°30' va 75°54".
b) Ddi s6 do radian clia cdc cung tron sau ra s6 do do (chinh xac dén phit) :

2 2 o ..
2,5 rad va — rad (c6 thé dung mdy tinh bo tii, xem bai doc thém).
i

Coi kim gio dong ho 1a tia Ou, kim phit 1a tia Ov. Hay tim s6 do cua cac goc
1 gng giac (Ou, Ov) khi dong ho chi 3 gio, chi 4 gio, chi 9 gio, chi 10 gio.



6. Chiing minh rang :
o e oo 10m 22 o
a) Hai géc 1 ong gidc c6 cung tia dau va c6 so do la = va =5 thi c6 cung
tia cuoi ;
b) Hai goc 1 gng gidc c6 cling tia dau va c6 so do 1a 645° va —435° thi c6
clng tia cuoi.
7. Tim s6 do a°, =180 < a < 180, clia géc 1 ong gidc c6 cling tia ddu va tia cudi

vGi géc trén méi hinh sau (h.6.8) :
300° —420°

Vv O u O u u u
‘_1\80% / :C -120°
v 1% \%
Hinh 6.8
Luyén tap

8. Cho ngii gidc déu ApA|A,A3A, ndi tiép d dng tron tam O (cdc dinh d oc sap
x€p theo chiéu ng ¢c chiéu quay ctia kim dong hé). Tinh s6 do (do va radian)
5 ’ R Wt S . .
cua cac cung 1 ong gidc AyA;, A,-Aj (i,j=0,1,2,3,4,i #)).

9. Tim gbc 1 gng giac (Ou, Ov) c6 s6 do d ong nho nhit, bi€t mot goc 1 ong
giac (Ou, Ov) c6s6 do :

2)-90°; b)1000°; ¢ 0. gy DT
7 11
10. Tim s6 do radian ,—m< <, clia goc 1 ong gidc co cung tia dau, tia cudi

vGi géc trén mdi hinh sau (h.6.9) :

4_7.[ v
2n 3
@ u u u
V
o
4

Hinh 6.9
11. Chiing minh rdng hai tia Ou va Ov vuong géc véi nhau khi va chi khi goc

1 ong giac (Ou, Ov) c6 s6 do (2k + l)g, ke 7.
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12. Kim gio va kim phit dong hé bat dau cung chay tir vi tri tia Ox chi s6 12 (tic
lic 0 gio). Sau khoang thoi gian 7 gio (¢ 1ay gia tri thuc khong am tuy y), kim
gi0 dén vi tri tia Ou, kim phuit dén vi tri tia Ov.

a) Chitng minh rang khi quay nh thé, kim gid quét goc 1 ong gidc (Ox, Ou)
c6 s0 do —%t, kim phiit quét géc 1 ong giac (Ox, Ov) c6 s6 do —2nr. Hay tim
s0 do cua géc 1 ong giac (Ou, Ov) theo t.

s

b) Ching minh rang hai tia Ou va Ov trung nhau khi va chi khi ¢ = %VO’]

k=0,1,2,3, ..
¢) Chitng minh rang trong vong 12 gid (0 < ¢ < 12), hai tia Ou va Ov & vi tri hai
tia d6i nhau khi va chi khi ¢ = %(2k +1) v61k=0,1, ..., 10.

13. Hoi hai géc 1 ong gidc c¢6 s6 do radian 35775 va m?rc (m 12 s6 nguyén) c6 thé

c6 cung tia dau, tia cudi khong ?

GIA TRI LUGNG GIAC CUA GOC (CUNG)
§ 2 LUONG GIAC

Trong muc nay, ta s€ m& rong cac gia tri 1 gng gidc ctia géc hinh hoc thanh
gid tri 1 ong gidc clia géc 1 ong gidc. D6 1a co s& dé xay dung cdc ham so
1 ong gidc, nhitng ham s6 quan trong trong toan hoc, khoa hoc va ki thuat,
lién quan mat thiét dén thuc tién.

1. D ongtronl o¢ng giac
a) Pinh nghia

| D ong tron | ong gidc la mét d ong tron don vi (ban kinh

bdang 1), dinh h éng, trén dé cé mot diém A goi la diém goc.
Nhéc lai ring ng i ta luon quy G6c trén d ong tron | gng gidc, chiéu ng oc
chiéu quay ciia kim dong ho la chiéu d ong va chiéu quay cua kim dong ho la
chiéu am.
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b) T ong ting giita s6 thuc va diém trén d ong tron 1 ong giac

Cho d ong tron 1 ong gidc tam O, goc A. V6i méi so thuc «, hién nhién c6
mot cung 1 ong gidc duy nhat AM c6 s6 do « (rad), ciing c6 nghia la c6 mot
goc 1 ong gidc duy nhat (OA, OM) c6 s6 do a. Cung va goc 1 ong gidc d6
goi tit 12 cung a va géc a ; doi khi ta ciing vist AM'= a va (OA, OM) = a.
Diém M thuoc d ong tron | ong gidc sao cho (OA, OM) = o goi
la diém xdc dinh béi sé o (hay bdi cung a, hay bdi géc a).
Piém M con d oc goi la diém trén d ong tron | ong gidc biéu
dién cung (géc) l ong gidc c6 s6'do a.
Ta nhan xét ngay rang :
ng véi méi so thuc a cé6 mot diém trén d ong tron | ong gidc
(diém xdc dinh bdi s6'd6) t ong tu nh  trén truc s6. Tuy nhién, méi
diém trén d ong tron | ong gidc ting voi vé s sé thuc. Cdc so thuc
do c6 dang a+ k2m, k € 7. t

EI DE thdy ré hon t ong ung giita s6 thuc va diém
trén @ dng tron | gng giac, hay xét truc s6 At (goc A) la
tiép tuyén ctia d ong tron | gng giac tai A, hinh dung At
la mot sgi day va quén day dé quanh d &ng tron | ong
giac nh & hinh 6.10 : Biém M, trén truc At co toa do «
dén trung voi diém M trén @ dng tron | gng giac thoa
man sd AM'= a, tifc M xac dinh béi a. HGi :

a) Cac diém nao trén truc sé At dén trang voi diém A trén
d dng tron! ong giac ? Hinh 6.10

b) Cac diém nao trén truc s6 At dén trung véi diém A' trén d dng tron | gng giac (A'

la diém déi xing cla A qua tdm O cua d dng tron) ? Hai diém tuy y trong sé céac

diém do cach nhau bao nhiéu ?

¢) Hé toa d6 vuong goc gian v6i d ong tronl ong giac

Cho d ong tron 1 gng gidc tam O, diém goc A. Xét hé toa do vuong goc Oxy
. N e . .. s ., T

sao cho tia Ox trung vé6i tia OA, goc 1 ong gidc (Ox, Oy) 1a géc 5 +k2n, k e Z

(h.6.11). Hé toa do d6 d oc goi 1a hé toa do vuong goéc gan vdoi d ong tron
l ong gidac da cho.
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Sau nay, ta luon xét d ong tron 1 ong gidc trong
hé toa do vuong géc gian véi no.

@ Tim toa do cla diém M trén d dng tron | ong

. S W 3n
giac sao cho cung | gng giac AM c6 sé do T
(h.6.11).

Gia tril ong giac sin va cosin
a) Cac dinh nghia
Vé6i mbi géc 1 ong gidc (Ou, Ov) ¢ s6 do o, 1dy diém
M trén d ong tron 1 ong gidc dé (OA, OM) = a, tic
1a diém M xéc dinh boi s6 o (h.6.12). Goi toa do clia
M trong hé toa do gan v6i d ong tron d6 12 (x ; y).
Hoanh do x cua M & oc goi la
cosin cua goc | ong gidc (Ou, Ov)
hay cua a va ki hiéu

cos(Ou, Ov) = cosa = x.
Tung do y cua M @& gc goi la sin
cua goc | ong gidc (Ou, Ov) hay

cua ava ki hiéu

sin(Ou, Ov) = sina = y.

Néu sd(Ou, Ov) = a° thi ta ciing viét
cos(Ou, Ov) = cosa’,
sin(Ou, Ov) = sina®.

Vidul
-5)-3
a)cos| —— |[=—;
3 2
b 3
sinf —— | = ——— (h.6.13
-2]--2 oy
b) sin 225° = —72 ;
c0s225° = —Q (h.6.14). O

2

y
M
™~ A
Hinh 6.11
y

=

-

)
Dq\/Q S

~y

Hinh 6.12
y A
4R
2
_ |
ON3) A~
3N\
2= M
Hinh 6.13
y

el
o
Nisl Qy

Hinh 6.14

RS
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CHUY
Goi i = OA, Jj = OB 1a céc vecto don vi trén truc hoanh va truc
tung (h.6.12). Khi d6, néu diém M thuoc d ong tron 1 ong gidc xdc
dinh bdi s6 « thi

OM = (cosa) i + (sinq) j,
tic 1a M c6 toa do (cosa ; sina).
Goi H, K theo thtt tu 12 hinh chi€u vuong goc ctia diém M trén Ox
vaOythi OH = (cosa)i va OK = (sinq) j, tic 1a

cosa = OH s sina = OK .

Trong | ong gidc, ng 0Oi ta con goi truc Ox 1a truc cosin va truc Oy
1a truc sin.

a) Tim o d€ sina = 0. Khi do, cosa bang bao nhiéu ?

b) Tim o d€ cosa = 0. Khi do, sina bang bao nhiéu ?

b) Tinh chat
1) Vi cac goc 1 ong gidc a + k2r, k € Z cung x4c dinh mot diém M trén

d ong tron 1 gng gidc nén ta co6

cos(a+ k2m) = cosa ; sin(a + k2m) = sina.

2) V6i moi «, ta ludn co

—1<cosa<l;-1<sina<1.

3) Vi OH® + OK> = OM* = 1 (h.6.12) nén ta c6

2 .2
cos a+sin"a=1.

a) Trén d dng tron | ong giac géc A, xét cung | gng giac AM ¢6 s6 do a. Héi diém M
nam trong nita mat phdng nao thi cosa > 0, trong nlta mat phang nao thi
cosa <0 ? V& hinh minh hoa. Ciing cau héi do cho sinc.

b) Hay xac dinh ddu cla sin3 va cos3.
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Giatril gng giac tang va cotang
a) Cac dinh nghia
Cho géc 1 ong giac (Ou, Ov) c6 s6 do c.

sin o

A7 2, Tc N4 A .
Néu cosa#0 (tc a#= — + kmn, k € Z) thi ti s6 d oc goi
2 cosa

la tang cua goc a, ki hiéu la tana (ng oi ta con dung ki hiéu tga).

Vay
tan(Ou, Ov) = tana = sme
cosa
Néu sina # 0 (tic a = kn, k € Z) thi i s6 2% d gc goi la
sina
cotang cua goc a, ki hiéu la cota (ng oi ta con dung ki hiéu cotga).
Vay
cot(Ou, Ov) = cota = C?S .
sina
Khi sd (Ou, Ov) = a°, ta cling viét
tan(Ou, Ov) = tana’ ; cot(Ou, Ov) = cota’.
Vidu 2. Theo vidu 1, ta c6
T sin (— Ej — ﬁ
a)tan| —— | = 3/ 2 =—\/§;
3 cos (— E] 1
3 2
J2
o ——=
b) cot2250 = S82B_ _ 2 . O
sin 225° B Q
2

b) nghia hinh hoc

Xét truc so At goc A, ti€p xic v6i d ong tron 1 ong gidc tai diém goc A va
cung h 6ng véi truc Oy. Khi (OA, OM) = a sao cho cosa # 0 thi d ong thing
OM cit truc At tai diém T c6 toa do 1a (1 ; tana), tic 12

tana = ﬁ




Thuc vay, d ong thang qua goc O (khéc Oy) 7\

c6 ph ong trinh y = kx nén né di qua diém

M(cosa ; sina) khi va chi khi k = 2%

T(1 ; tanc)

y
, cosa
Vay ph ong trinh d ong thang OM la / o
y =% (h.6.15). RG rang, giao diém o H JAx
cosa
T dang xét c6 hoanh do x = 1 nén tung do
, . sina
cuaTla y = = tana.
cosa

Vi vay, truc Az con goi 12 truc tang. Hinh 6.15

Xét truc sO Bs goc B ti€p xuc v6i d ong
tron 1 ong giac tai B(O ; 1), cung h Ong
v6i Ox (h.6.16).

Khi (OA, OM) = ¢ ma sina # 0 thi d ong
thang OM cit truc Bs tai diém S c6 toa do
Ia (cota; 1), tirc la

S(cota;l)

cota = B_S

/\Rw%
Q
=
=

(ching minh t ong tu nh trén).

Vi vay, truc Bs con goi la truc cotang. Hinh 6.16
Vi du 3. a) tan(—45°) = -1 (h.6.17).
7
b) cot(?ﬂj =3 (h.6.18). O
y
y t B s y
S(V331)
In 11 I
o]
0 450 A x o A X 0 A x
M I v
M
"""""" T(1;-1)
Hinh 6.17 Hinh 6.18 Hinh 6.19

EI Céc truc toa do Ox, Oy chia mat phdng thanh bén goéc phan t I, 11, IIl, IV
(h.6.19). HGi véi diém M nam trong géc phan t nao thi

a) tan(OA, OM)>0 ?

b) cot(OA, OM) <0 ?
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¢) Tinh chat

1) Tt y nghia hinh hoc n6i trén, suy ra : V6i moi k € Z, ta c6

tan(a + k) = tana ; cot(a + km) = cota

(khi céc biéu thifc c6 nghia).
2) Tur dinh nghia tang va cotang, suy ra

Khi sina. cosar # 0 (tic khi o # k%, ke Z),taco

cota =

tan

3) Tur dinh nghia tang va cotang va tur cong thic sin’a + cos’a = 1, ta suy ra
ngay cic cong thtc

Khi cosa # 0, 1 +tan’a =

COS2 (24

1
2

Khi sina # 0, 1+ cot2a =

sin” o

Tim gia tril ong giac cua mot so goc

T dinh nghia cac gia tri 1 ong giac ndi trén, ta thay : Néu goc 1 gng giac
(Ou, Ov) ¢6 s6 do @, 0 < o < 7 thi cdc gid tri | gng gidc cha no bang céc gia
tri 1 ong gidc ctia géc hinh hoc uOv da hoc tr 6c day. Vay ta c¢6 bang sau :

T T T TU
o 0 - - = =
6 4 3 2
sina 0 l ﬁ ﬁ 1
2 2 2
cosao 1 ﬁ ﬁ l 0
2 2 2
1
tana 0 — 1 J3 | Khong xéc dinh
\/g g
1
coter | Khong x4c dinh | /3 1 — 0
: 5




14.

Khi biét mot gia tri 1 gng gidc cua goc a, c6 thé dung céc cong thitc 1 ong
gidc & muc 2, muc 3 va ddu cha gid tri 1 ong gidc dé tinh todn cdc gid tri
1 ong gidc con lai cta géc a.

, R e 4
Vidud4.Cho o, t<a < 3% Hay tim cosa, néu biét sina = —g-
Gidi. Do n<a < %T nén cosa < 0, tir dé
/ . 3
cosa = —\1 — sin® :—g- n

Vi du 5. Cho a, —g < a < 0. Hay tim cosq, sina, biét tana = —g-

. 5. s « Ao on
Giai. Do 5 < a <0 néncosa>0. Vay t

cos? a = 1 S S
9

1+tan20(_1+§
4

suy ra cos @ =% vatrdo sina =cosa.tana = —g-
CHUY

Vi cho géc 1 ong gidc (Ou, Ov) cling c¢6 nghia 1a cho cung 1 ¢ong
gidc UV t ong tng trén d ong tron 1 ong giac tam O, nén ndi vé
céac gid tri 1 ong gidc ctia géc (Ou, Ov) ciing c¢6 nghia la néi vé céc

ce . .. .\ ,
gid tril ong giic cua cung UV t ong tng.

~ ?2m - n
Cauhdiv b itap
Mbi khang dinh sau diing hay sai ?
a) Néu « am thi it nhat mot trong cac s6 cosa, sina phai am.
b) Néu ad ong thi sina= V1 - cos” « .
c) Cac diém trén d ong tron 1 ong gidc xdc dinh bdi céc so thuc sau tring nhau :

n. Tn. Bno,  7in

4’ 4 4 4
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d) Ba s6 sau bang nhau :

c0s%45° ; sin(%cos%) va —sin210°.

e) Hai s6 sau khac nhau :

sin T vy (%’t+1505n).

6
PSS ST SN 1A e e yae . e~ T2W
g) Cac diém cuad ong tron] ¢ng gidc lan 1 ot xac dinh boi cac s6 0 ; E; ?;
2 M
T Y va 3 1a céc dinh lién ti€p cua mot luc gidc deu.

15. Tim cidc diém cha d ong tron 1 ong gidc xdc dinh béi s6 « trong mdi

tr ong hop sau :
V1= cos® «

cosa

a) cosa = 1-sin’a ; b) \/sinza =sina ; c¢)tana=

16. Xac dinh ddu ctia cac so sau :

a) sin 156°; cos(—80°) ; tan(—%) va tan 556° ;
b) sin(a + Ej ; cos(a — 3_7:) va tan(a —E), biétrang 0 < a < I
4 8 2 2

17. Tinh cac gia tri 1 gng gidc cua cac goc sau :

a)—§+(2k+1)n; b) kr; c)§+kn; d)§+kn (k e Z).
18. Tinh céc gid tri1 ong gidc cia géc « trong moéi tr dng hop sau :
a) cosa= l, sina<0; b) sina = —l, E<0¢<3—TE ;
4 2 2
1
c) tana = > -n<a<0.
19. Don gian cac biéu thic :
\/.4 ) 2 1-cosa 1 o o
a) Vsin" « + sin” acos” « ; b) 5 - (giasusin #0);
sin” a 1+ cosa
.2 2
c) I =sin ?COS ? _costa (gia sttcos #0).

Cos o
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Luyén tap

20. Tinh cac gia tril ong giac clia cac goc sau :

225°, -225° 750°, =510°, 53”, lHr ~ 10m = 17,

6 3 3

21. Xét goc 1 ong gidc (OA, OM) = a, trong d6 M la diém khong nim trén céc
truc toa do Ox, Oy. Hay l1ap bang ddu cua sing, cosa, tana theo vi tri cia M
thuoc cac goc phan t 1, II, III, IV trong hé toa do Oxy. Hoi M & trong goc

phant nao thi:

a) sing, cosa cung dau ? b) sina, tana khac dau ?

22. Chiing minh c4c dang thic sau :

4 . 4 2
a)cos a¢—sin a=2cos"a — 1

2 1 L
b)1-— cot'a= . - — (néu sina=0) ;
sin“a  sin” o

1+sin’a

c) — = 1+ 2tan’ « (néu sina # £1).
1-sin“«

23. Chiing minh cac biéu thiic sau khong phu thudc « :

a) \/sin4a + dcos’a + \/cos4a + 4sin’a ;

b) 2(sin6a + cos6a) - 3(cos4a + sin4a) ;

2 cotae +1 ,
c) + (néu tana = 1).
tanad —1 cota —1
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Bai doc thém

SU DUNG MAY TiNH BO TUI BE BOI SO PO GOC
VATIMGIATRIL ONG GIAC

C6 thé dung may tinh bd tui dé tim gia tri | gng giac clia goc | gng gidc va déi s6 do
dd cla cung tron ra radian va ng dc lai. Chang han, dung may tinh CASIO
fx —500MS

— P& tinh sin (_%Tnj thi an

[MODE| [MODE| [MODE] (]9 n [+ 4[]
V2

K&t qua 1a — 0,707 106 781 (z _TJ .

— Dé tinh tan 63°52'41" thi &n
[MODE| [MODE| [MODE| [1] [tan] 63 [+7] 52 [»*] 41[+~] [2]
K&t qua 1a 2,039 276 645.
— D& ddi 33°45' ra radian thi an
[MODE| [MODE| [MODE]| [2] 33 [+] 45 [7] E

Két qua la 0,589 048 622.

_ D& déi % rad ra do thi &n

[MODE| [MODE| [MODE] 3] 4 E
Két qua 1a 42°58'19" (xap xi).

GIA TRI LUONG GIAC CUA CAC GOC (CUNG)
CO LIEN QUAN PAC BIET

= 4

H| Xét hai diém M, N thudéc d dng tron | ong giac xéc dinh bdi hai géc cé lién
quan néu trong bén tr dng hop 1, 2, 3, 4 d 6i day. Cé nhén xét gi vé vi tri cia hai
diém M, N dé6i véi hé truc toa do Oxy cho méi tr dng hop ? Tir do gidi thich tai sao ¢
cac cong thirc sau day (chi xét cac goc | ong giac ma biéu thuc trong cong thirc
co nghria).
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1. Hai goc doi nhau

y
(OA, OM) = a, (OA, ON) = — (h.6.20). M
sin(—a) = —sina !
cos(—a) =cosa 0 >_O; Yo
tan(—q@) = —tana
cot(—a) = —cota. N
Hinh 6.20
2. Hai goc hon kém nhau &t
y
M
(OA, OM) = a, (OA, ON) = a+ nt (h.6.21).
sin(la+m) = —sina > .
A
cos(ax+ m) = —cosa )
tan(a + ) = tana
N
cot(ax+ 1) = cota.
Hinh 6.21
3. Hai goc bu nhau
(OA,OM) = a, (OA, ON) = — x (h.6.22). d
sin(mt — ) = sina N: T hia :M
I (04
cos(m — ) =—cosa ' 0 Ti >
tan(m — ) = —tana
cot(m — o) =—cota.
Hinh 6.22
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4. Hai goc phu nhau

(OA, OM) = a, (OA,ON) = g —a (h.6.23).

| (TE )
sinf ——«a | = cosa
2
(n j |
cos| ——«a | = sina
2
T
tan[a— a) = cota

T
cot(— — 0() = tanca.
2 Hinh 6.23

Nhdn xét. Nho cac cong thic trén, ta ¢6 thé d a viéc tinh gia tri 1 ong giac
cia mot goc 1 ong gidc tuy y vé€ viéc tinh gid tri 1 ong gidc cta goc «,

0<a<l thamchi0<a<Z.
2 4

Vay c6 thé dung bang tra citu sin va cosin cta cic géc cb s6 do a°
(0 < a < 45) dé tim sin va cosin clia cic géc 1 ong gidc tuy y. Chang han dé
tim sin(-100°), ta c6 thé tién hanh nh sau :
sin(-100°%) = — sin100° = — sin(180° — 100°)
= —5in80° = — cos(90° — 80°) = — cos10°.

Vi du

a) Tir cdc cong thic trén, ta dé dang suy ra cic cong thiic th ong gip sau day
vé hai géc hon kém nhau g (cling c6 thé dung hinh vé& d€ nhin nhan céc cong

thitc nay, xem hinh 6.24).

y A
e T . .
cos( + aj = cos (5 - (- a)) = sin(—a) = —sina ; N
i N [Zig
sin §+a = sin ——( a)| =cos(—a)=cosa; . o |
0 A X
T
tan (— + 0{) = —cota;
2
i
cot (— + aj —tanc.
2 Hinh 6.24
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24.

25S.
26.

¢) tan10° tan 20° tan 30° tan 40° tan 50° tan 60° tan 70° tan 80° =

= (tan10° tan 80°).(tan 20° tan 70°).(tan 30° tan 60°).(tan 40° tan 50°) = 1

(do tana® tan(90° — a°) = tana®cota® =1). O

CHUY

Néu s6 do ctia goc hinh hoc uOv 1a & (0 £ a < 1) thi s6 do cua goéc
1 ong gidc tuy ¥ (Ou, Ov) bang a + k2n hoac —a + k2x (k € Z). Do
do, tir cac cong thic cos(—a) = cosa ; sin(—a) = —singa, ta c6

cosuQv = cos(Ou, Ov), sinuQv = |sin(0u, 0v)|

v6i mot goc 1 ong gidc (Ou, Ov) tuy y.

Cauhdiv b itap

Mbi khang dinh sau diing hay sai ?

a) Khi o d6i dau (tic thay a bsi —a) thi cosa va sina déi d4u con tana khong
déi dau.

b) Vi moi a, sin2a = 2sina.

¢) V6i moi a, sin(a - gj — cos(a + m)| + = 0.

T )
cos(a — Ej + sin(a — )

cos(—5a) —Sa

d) Néu cosa # 0 thi = -5.

cosao a

g+cosz3§n=l. g) sin%:cosz—sn-

e) cos?

Tim cac moi lién hé gitta cac gia tri | ong gidc cua cac cung o va o — 3775
Tinh :
a) sin® 10° + sin?20° + sin®30° + ... + sin®> 80° (8 s6 hang) ;
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b) cos10° + c0s20° + cos30° + ... + cos180° (18 s6 hang) ;
¢) cos315° +5in330° + sin250° — cos160°.
27. Dung bang tinh sin, cosin (hodc diing mdy tinh bo tii) dé tinh céc gid tri sau
(chinh x4c dén hang phan nghin) :
cos(—250°) ; sin520° va sin%-
28. Xét hé toa do vuong goc Oxy gan v6i d ong tron 1 ong gidc. Kiém nghiém
5’5
Gia str diém M xdc dinh boi s6 a. Tim toa do cac diém xé4c dinh bdi cac s6 :

ring diém M vdi toa do (—ié) nam trén d ong tron 1 ong gidc do.

T . T
T—a;n+a;, ——ava — + a.
2 2

29. Biét tan15° =2 — /3, hay tinh cdc gid tri ] ong gidc clia goc —75°.

Luyén tap

30. Hoi cac goc 1 ong gidc c6 cung tia dau va ¢6 s6 donh sau :
2594°; —646° ; —2446° va 74°
thi ¢6 cuing tia cu6i khong ?
31. Xdc dinh ddu cta cdc gid tri ] ong gidc sau :

c0s250° ; tan(—672°) ; tan% : sin(—1050°) va cosm?“.

32. Hay tinh céc gié tri 1 ong gidc cta géc o trong mdi tr dOng hop sau :

4 . _ 8 . .
a)sma—svacosa<0, b) cosa = 17 Va2<a<n,

¢) tana = \/§V§17'C< a< 37“

33. a) Tinh sin 6 + cOos ===+ tan 1

25n 25n (_ 251 )
. .

b) Biét sin (1 + o) = —%, tinh cos(2m — ), tan(a — 7m) va sin (3% - a).
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34. Chiing minh rang :

1-2sinacosa 1-tana s L es -
a) 3 T = (khi céc biéu thic d6 c6 nghia) ;
cos“a —sin“a 1+tana

b) tan’c — sin’ ot = tanzasinza; ¢) 2(1-sina)(1+ cosa) = (1 — sina + cosa)z.
35. Biét sina — cosa = m, hay tinh sin’a - cos’a.
36. V6iso a,0< a< g, xét diém M ctiad ong tron 1 ong gidc x4c dinh boi s6 2«
roi xét tam giac vuong A'MA (A' d6i xiing v6i A qua tam O ctia d Ong tron).
a) Tinh AM? bang hai cdch kh4c nhau dé suy ra cos2a =1 — 2sin’a.

b) Tinh dién tich clia tam gidc A'MA bing hai cidch khdc nhau dé suy ra
sin2a = 2sina cosa.

¢) Chiing minh sin% = %\/2 V2, cos% :% 2++/2 1i tinh céc gia tri
1 ong gidc cua cac goc % va 5?75

37. Trong hé toa do vuong goc Oxy gan v6i mot d Ong tron 1 gng giac, cho diém
P c6toado (2;-3).

9 S .2 e P N . .2 9 . e
a) Ching to rang diem M sao cho OM = |g—| l1a giao diém cua tia OP véi
OP
d ong tron 1 gng gidc do.
b) Tinh toa do clia diém M va tir d6 suy ra cosin, sin ctia goc 1 ong gidc (Ox, OP).

o0 4/,
CY 1807 ° 180
PIEU LA : sin T | =sin L
180 + « 180 +
Thét vay, dat x = —o2" thi ta ¢
180

+ T

1807 j . n
=si

sinx = sin(mt — x) = sin[n - n
180+ & 180+ =

X . X
= sin— = sinx°® (chu yrang x° = —rad).
180 ( y g 180 )

207



1.

208

C6 thé thir lai diéu la nay nhd may tinh bd tai CASIO fx — 500MS bang cach &n
180 [x] [SHIFT] = [<] [(180 [+] [SHIFT] = [=]
[ON] [MODE| [MODE| [MODE] =

Két qua la 0,053 864 486.

n tiép :
[ON|] [MODE| [MODE| [MODE] ALPHA [=]
Cho két qué 0,053 864 486.

1801
180+ 7
3607
180 — =t

ciing c6 tinh chat siny = siny®, sinz = sinz°.

Cac sé y =k +1) (k e Z),

(l e Z)

zZ =

MOT SO CONG THUC LUONG GIAC

Cong thirc cong
a) Cong thirc cong doi véi sin va cosin

V6i moi goc 1 ong gidc a, f, ta cd

cos(a — f) = cosacosf+ sinasinf
cos(a + f) = cosacosff— sinasinf
sin(a — f) = sinacosf— cosasinf

sin(a + f) = sinacosf+ cosasinf.




Chitng minh y4
1) Gia st cac diém M va N trén d ong tron M Y
1 ong gidc theo thit tu xdc dinh bdi a va
(h.6.25) thi OM ¢6 toa do (cosc ; sin), Y .
ON ¢6 toa do (cosf; sinf) vatich vo h éng 0 A
OM . ON = cosacosf+ sinasing.
Mat khac
O—MO—N = |0—1\4|.|0—]V|cosw = cosm, Hinh 6.25
ma da biét

cos NOM = cos(ON, OM) = cos[(OA, OM) — (OA, ON)] = cos(a — p)
nén suy ra
cos(a — ) = cosacosf+ sinasing.
2) Tu 1) ta suy ra

cos(a+ p) =cos[a — (— P)] = cosacos(—p) + sinasin(—p)
= cosacosf— sinasing.
3) Taco

sin(a — ) = cos [g —(a - ﬂ)} = cos{(g - aj + ﬂ}

= cos(g - ajcosﬁ - sin(g - ajsin,b’ = sinacosff — cosasing.
4) Ta co
sin(a + f) = sin[a — (=f)] = sinacos(—f) — cosasin(—p)
= sinacosf + cosasing.

. I _ _om\_ T
Vldul.cosﬁ —cos(n 12)— c0S -

T) = cos T cos® + sin & sin &
4)— (COS3COS4+SIHSSH’14)

:_(%,_2+_3£j:_%(ﬁ+£). o

2 2 2

EI Hay ki€ém nghiém lai cac céng thitc cong néi trén véi a tuy y va

a)f=m; b) p=

i
2

209



210

b) Cong thitc cong doi véi tang

Ta co
tana — tan
tan(a— p) = tana —tanf.
1 + tanatan B
tan o + tan
tan(o + f) = —'B
1 —tanatan S

v6i moi a, Blam cho cic biéu thitc ¢6 nghia.

Thyc vay
sinacos f — cosasinf3
an(a— ) = sinfa — ) _ cosacos‘ﬂ _ tana — tan f ,
cos(a — B) cosacosfB +sinasinff 1+ tanatan f
cosa cos f

tana — tan(—-f)  tana + tan f
I +tanatan(—f) 1—tanatanf

tan(a+ p) =tan[a — (—p)] =

T T

tan— — tan—

Viduz.tan%=tan(g_gj= 3- M _VB-l_, 50
1+tan§tan% 1++/3

EI DE€ cac biéu thirc & cong thirc tan(a + f) noi trén co nghia, diéu kién cla o, B 1a

cac goc o, p, a+ f khéng co6 dang g +kn (k € Z). Piéu do co dung khéng ?

Cong thirc nhan doi

Trong cac cong thiic cong noéi trén, dat o = fthi d oc cac cong thic sau day
goi la cac cong thiic nhdn doi.

2 .2
cos2a=cos a—sin" o
sin2a = 2sino.cosa

2tan o

tan2a = >
1 —tan” o

(Trong cong thic cudi o # §+ km, a# %+ kg, k € Z).



Vidu3
2 .2 2 2 2
a)cos2a=cos a—sin“a=cos a— (1 —cos"a)=2cos"a—1;
2 .2 .2
cos2a=cos a—sin"a=1-2sin"a.

b) Vé6i a # %+k§ (k €Z) thi cos2a # 0 va ta c6

1 +sin2a sin® a + cos> a + 2sina cosa

cos2a cos® @ — sin’ &
. 2 .
~ (sina + cosa) _ cosa +sina .
(cosa —sina)(cosa + sin) cosa — Sina
CHU Y
Tu trén ta suy ra
2 1+ cos2a .2 1-cos2a
cos’ag= —— ; sinlg= —.
2 2

Cac cong thic nay goi la cac cong thirc ha bdc. (Ching cho phép

e Qe 2 2R . 5 2 .2 N - R ., 9
bién doi cac biéu thic cua cos” a, sin” « thanh biéu thiic cua cos2a).

, , A . . 9 . T
Vi du 4. Tinh cosin, sin, tang ctua géc E

T
o am MFCsE 55 n N2+43
Giai. Tacé cos™"— = = nén cos— = ———— ;
2 4 12 2
1—cos ™

.2 T COS6 2—\/5 .. T 2—«/5

s — = = nén sin—=——;
12 2 4 12 2
i 2—\/5

tan— = :2—\/5. O
12 2+3

BI Hay tinh cos4«a theo cosc.

Don gidn biéu thirc

sina cosa cos2a cosda.
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3. Cong thirc bién déi tich thanh téng va bién déi tong thanh tich

a) Cong thitc bién déi tich thanh téng
Str dung cong thic cong, ta dé dang suy ra cdac cong thic sau day goi la
cong thirc bién doi tich th nh tong.

cosozcos,b’:l cos(a + f)+cos(a—pf
! [cos(a + ) + cos(a ~ )]

sinasin B = —%[cos(a + f8) — cos(a — ﬂ)]

sinacos ff = %[sin(a + ﬂ) + sin(a - ﬂ)]

Vidu 5. Tinh sin 5—nsin I,
' 24 24

1

2

St

S5m n‘j ( T
—CosS

_+_
24 24 24 24

= )

Gidi. Tacé sin>sin ™~ =
247 24

1 s s 1
= ——| cos——cos— | =—(+/3-+2). 0
2( 4 6] 4( )
EI Hay tinh cos7—nsin5—n.
12 12
b) Cong thirc bién ddi téng thanh tich
Trong cdc cong thiic bién déi tich thanh téng trén day, néu dat  + f = x,

~B=y (tﬁcléa = x+y’ﬁ,= x;y) thi ta suy rad gc cac cong thic sau

day goi 12 cong thiic bién doi tong th nh tich.

+ —
cosx+cosy=2cosx Y cos T2
2 2
. Xty . x—y
COsX — cosy = —2sin sin
2 2
. . . X+ -
smx+s1ny:2s1nx Y cos 22
2 2
. . X+y . x—y
sinx — siny = 2cos sin S
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38.

39.

40.

Vi du 6. Chiing minh rang I _ =2.

Gidi. Taco

1 1 1 ( 3t . nj
— = sin— — sin—
. T . 3m . W . 3m 10 10
sin— sin— sin—sin—
10 10 10 10
3t w 3t =W
1 ot 10 10 1 T i
=————2cos 10 10 sin 10 10| _ 2cos—sin—
.M. 3m 2 2 . T . 3m 5 10
sin —sin — sin —sin —
10 10 10 10
T
cos— T T T RIS
=2 S =2, |do cos—=sin[———]=sin— .
. 3nm 5 2 5 10
sin—
10

Cauhdiv b itap

Hoi méi khang dinh sau c6 ding khong ?
Véi moi «, S, ta cod

a) cos(a+ PB) =cosa + cosf; b) sin(a — f) = sina — sinf;

¢) sin(a + f) = sinacosf+ cosasinf; d) cos(a— f) =cosacosf—sinasing;

sinda

e)

=tan2« (khi cc biéu thiic c6 nghia) ;
cos2a

.2 .
g) sin"a = sin2a.

Str dung 75° = 45° + 30°, hdy tinh céc gid tri 1 ong gidc ctia goc 75°.

Str dung 15° = 45° — 30°, hay tinh cdc gié tri | ong gidc clia géc 15° (doi chiéu

vGi két qua bai tap 29).
Chiing minh rang :

a) sina + cosa = \/Esin(a + %j ;

b) sina — cosa = \/Esin(a - %) ;
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41.

42.

43.

44.

45.

214

c) tan(ﬁ—a) Hﬂ (a¢E+kn,a¢3—n+kn);
4 1+ tana 2 4

d) tan[E+aj:1+tﬂ (a¢£+kn,a;t£+kn).
4 l1-tana 2 4

e | N T e Ty
a) Biét smazgvaae (E;th,hay tinh cic gid tri 1 gng gidc cua goc 2«
Vég(’)ca
2

(0]

b) Str dung 15° = 30 » hay kiém nghiém lai két qué cuia bai tap 39.
Ching minh rang :
a) sin&coss—n = l(2 - \/g);

12 12 4

1 N o
b) cosEcos3—ch05571t = ——. (H ong dan. Nhan hai v€ v6i smg) ;

1 ~ ..
c) sin6° sin42° sin66° sin 78° = E (H 6ng dan. Nhan hai vé€ v6i cos6”).
Dung cong thiic bién ddi tich thanh téng, ching minh :
. . 1
a) cos75°cos15° = sin75%in15° = 7

2-43

b) cos75%in15° = —
¢) sin75%o0s15° = 2+4\/§ .

d) cosasin(B — y) + cos Bsin(y — a) + cosysin(a — ) =0,véimoi , B, ».

Don gian cdc biéu thic sau :

a) sin E+0( —sin E—0{ ;b cos? E+0¢ —cos? E—0{ .
3 3 4 4

Chidng minh rang :

sina — sin ’ T
a sina —sinf_ 3néua+ f =—vacos #cosf;
cosa — cos 3 3

cosa —cos7a .o L, ~
b) — - = tan4a (khi c4c biéu thiic c6 nghia).
sin7a — sina




46.

47.

48.

49.

50.

Luyén tap

Ching minh rang :

a) sin3a = 3sina — 4sin’ o ;cos3a= 4cos’ o — 3cosa ;
b) sina sin(E — ozjsin(E + aj = lsin30¢ ;
3 3 4
cosacos| ——a |cos| —+ o | = —cos3ax .
3 3 4

ng dung. Tinh sin20° sin40° sin80° va tan20° tan 40° tan 80°.
Chitng minh réi dung mdy tinh bo tdi hodc bang s6 dé kiém nghiém lai gin
ding két qua :
NG

a) c0s10°c0s50°cos70° = sin20°sin40°sin80° = ? ;

b) sin10°sin50°in70° = c0s20°cos40°cos80° = é .

Ching minh rang

27 47 67 1
COS— +COS— +COS— = ——.
7 7 7 2

H o¢ng ddn. Nhan v€ trai voi sing( hoac sin27—n) roi st dung cong thic bién
déi tich thanh téng.

Ching minh réing, gia tri mdi biéu thitc sau khong phu thuodc vao x :

a) cosz( +X) + cos>x — 2¢os cosxcos( +x);

b) sindx sin10x — sinl 1x sin3x — sin7x sinx.

Ching minh rang :

a) Néu tam giac ABC c6 ba goc A, B, C thoa man sinA = cos B + cos C thi
tam gidc ABC vuong ;

b) Néu tam gidac ABC c6 ba géc A, B, C thoa man sinA = 2sinBcosC thi
tam gidc ABC can.
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51. Chiing minh rang néu a+ B+ y=m thi :

By

. . . a
a) sina + sinf + sin y= 4COSECOSECOSE ;

a . B .y

b) cosa + cosf + cosy=1+ 4sin—sin—sin= ;
) f 4 5 S0 sing

¢) sin2a + sin2f + sin2y=4sinasinf siny ;

2 2 2
d) cos“a + cos”f + cos”y= 1—2cosacospf cosy.

52. a) Ching minh rang néu  va S khac g+ kn (k € Z) thi

sin(a + sin(a —
tana + tan S = M va tana —tan f = (—ﬂ)
cosa cos f cosa cos B
b) Ching minh ring v6i ma cosk #0 (k=1,2,3,4,5, 6,7, 8) va
sin =0 thi
1 1 1 tan8a — tan
+ +..+ = - .
cosacos2a  cos2acos3a cos7acos8a sina

53. Biét cosa + cosp = a, sina + sinf = b (a, b 1a céc hiang s6 va @+ b2 0),
hay tinh sin(a + f) theo a va b.

54. Quy dao cia mot vat d oc ném 1én tir goc O, v6i van toc ban dau la v (m/s),
theo ph ong hop v6i truc hoanh Ox mot goc o, 0 < a < g, la parabol c6
ph ong trinh

8 2
y= - X7 + (tana)x,
2v? cos® a
trong do g la gia toc trong tr ong (g = 9,8 y

m/sz) (gia str luc can cua khong khi khong

ding ké). Goi tdm xa clha quy dao la

khoang céch tir O dén giao diém khic O 5
ctia quy dao véi truc Ox (h.6.26).
a) Tinh tAm xa theo o (va v). Hinh 6.26

b) Khi v khong d6i, « thay d6i trong khodng (O ; g) , hoi v6i gid tri « nao thi

tam xa cta quy dao dat gid tri I16n nhét ? Tinh gia tri 16n nhat d6 theo v. Khi
v =80 m/s, hay tinh gia tri 16n nhat d6 (chinh xac dén hang don vi).
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L ONG GIAC VA NHA TOAN HOC O-LE

Lé-6-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783)

Nh moi khoa hoc khac, L dng giac phat sinh t&r nhu cau
cla doi séng : Nganh Hang hai doi hoi phai biét xac dinh
vi tri clia tau bé ngoai bién khai, vi tri clia cac hanh tinh,
cla cac vi sao ; cudc song xa hdi véi cac hoat déng san
xuat doi hdi do dac rudng dat, thiét lap ban dé... . Cac nhu
cau d6 lam cho mén L ong giac phat sinh va phat trién.
Thdi ¢6, cac nha toan hoc Hi Lap da gép phan dang ké
vao viéc phat trién mén L ong giac. Lé-6-na O-le 1a ng di
da xay dung li thuyét sau sic vé | ong giac trong cuén
"MG dau vé gidi tich cac dai | ong vé cung bé" xuat ban
nam 1748. Trong cong trinh d6, O-le da dé cap khai niém
radian, nh ng tr "radian" (gan véi tir "radius” c6 nghia la

ban kinh) mai dén nam 1873 mdi d dc dung chinh thiic 1an dau tién & Pai hoc
Ben-phat (Belfast), Bac Ai-len.

O-le 1a mét trong nhitng nha toan hoc I6n nhat tir x a dén nay. Ong sinh tai Ba-lo,
Thuy Si. Ong da tién hanh nghién ctu nhiéu dé tai khoa hoc thudc nhiéu linh vuc
khac nhau nh co hoc, am nhac, thién van... Hau hét moi nganh toan hoc déu mang
dau &n cac két qua nghién ciu cla 6ng. G-le la ng 6i say mé, can cu trong cong
viéc. Cudi dai du bi mu ca hai mét, éng van tiép tuc hoat dong sang tao. Trong cudc
dsi minh, O-le da viét trén 800 cdng trinh khoa hoc. S6 cong trinh clia 6ng it ai

sanh kip.

Cau hoi

va hai tap on tap ch ong Vi

55. Hobi méi dang thiic sau c6 ding véi moi s6 nguyén k khong ?

a) sin (g + knj = (—l)k

) tan(% + k—;j = (—l)k

b) cos(kn) = (~1)¥;
. ([ km k \/—
D Sm(4 2 ) ATy
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56. Tinh :

a) sina, cos2a, sin2a, cosg va sing , biét cosa = i va —£< a<0;
2 2 5 2
b) tan(E — aj, biét cosa = 2 van< a< 3 ;
4 11 2
c) sin4a — cos4a, biét cos2a = % ;
. ) 1 . 1

d) cos(ax — p), biét sina — sinff= 3 va cosa — cosf= 5 ;

. m . 3n. 5n. Tn
€) sin— sin—sin—sin—-

16 16 16 16

57. Ching minh rang :
a) 2sin(E + a) sin (E - aj: cos2a ;
4 4

b) sina (1 + cos2a) = sin2acosa ;

1+ sin2¢ — cos2a

‘ = tana (khi céc biéu thitc c6 nghia) ;
1 +sin2a + cos2a

1 2 . -
d) tana — =— (khi cac biéu thuc co6 nghia).
tan tan 2

58. Ching minh rang :
a) Néu a+ S+ y=kn (k € Z) va cosacosfcosy = 0 thi
tana + tanf + tany = tanatanftany ;

y 1 1 1
b)NeuO< a< f< 7<g vatana = g,tanﬂ: g,tany: 5 thi o+ S+ y= % ;

1 NG

c) - = 4.
sin10°  cos10°

59. Ching minh rang v6i moi , B, v, ta co
cos(a + p)sin(a — p) + cos(f + p)sin(f — p) + cos(y+ a)sin(y— ) = 0.
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60.

61.

62.

63.

64.

6S.

66.

Trong cdc bai tir 60 dén 69 hdy chon ph ong dn trd 1oi ding trong cdc
ph ong an da cho :

L r . . .
Néu sina + cosa = 5 thi sin2«a bang :

3 3 1
(A) IR (B) wE © W

Vé6i moi a, sin (%+ aj béng :

3
(D) 1

(A) sina ; (B) —sina; (C) —cosa; (D) cosa.
. T T . T b
sin — cos— + Sin —Ccos —
15 10 10 15 bing :

27 T . 2T . T
COS— COS — — Sin —sin —
15 5 15

1
(A) V3 ; (B) 1; (©)-1; D) -
T T .
cos—cos— bang :
12 12

V3 V3 1
(A) - (B) 7 © 5 (D) -7
(6] 2 (6]
cos

bing :

i1 V2) 1(V2 ] 1( \/5]
(A)E(l—TJ, (B) 5(7—1 I G E (D) V2 —1.

c0s80° — cos20°

sin

bang :

sin 40° cos10° +sin10° cos 40°

5 5
A)1; B) — O -1; D) —.

2 2
Goc 1 gng giac (Ou, Ov) c6 s6 do @ ma uOv la goc nhon thi :

T i T T

AO<La< —; B)—<a<—; O - —<a<0;
(A) 5 (B) 5 5 © 5

(D) C6 s6 nguyen k dé —g+ k2n<a< g +k2m.
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67.

68.

69.

220

Goc 1 gng giac (Ou, Ov) c6 s6 do @ ma uOv la goc tu thi :

(A) C6 s6 nguyén k dé g+k2n<a<37n+k2n; (B)—n£a<—g;
T RYS T

C) ——<as —; D) —<a<m.

© > ) ( )2

Vé6i goc 1 ong giac (OA, OM) c6 s6 do a, xét goc 1 ogng giac (OA, ON) c6 s6
do % (M va N cung nam trén d ong tron 1 ong gidc goc A). Khi d6, v6i moi
a sao cho M nam trong géc phan t IIT cha hé toa do gan véi d ong tron d6
(M khong nam trén cic truc toa do), diém N luon :

(A) Nam trong goc phant I;

(B) Nam trong goc phant 1I;

(C) Nam trong géc phant 1IIT;

(D) Khong nam trong céc géc phant I va IIL

Vé6i géc 1 ong gidc (OA, OM) c6 s6 do «, xét goc 1 gng gidc (OA, ON) c6 sO
do 2a (M va N cung nam trén d Ong tron 1 ong gidc goc A). Khi d6, véi moi

a sao cho M nim trong goc phan t I ctia hé toa do gin v6i d Ong tron do (M
khong nam trén cic truc toa do), diém N luon :

(A) Nam trong goc phant I; (B) Nam trong géc phant II;
(C) Nam trong géc phant III; (D) Khong nam trong goc phant IV.

~ '

Cau héiv b itdp on tap cudi nam

Chocactapcon A=[—-1;1],B=[a; b) va C = (—w0 ; ¢] clia tap so thuc R,
trong d6 a, b (a < b) va ¢ 1a nhiing s6 thuc.

a) Tim diéu kién claa va b dé A C B ;
b) Timdiéu kiénclacdEANC=;
¢) Tim phan bu ctia B trong R ;

d) Tim diéu kién claa vabdé A "B # Q.



Tim tap xdc dinh va xét tinh chan - 1é cia mo6i ham s6 sau :

x _ x+1 )
D0 =\ ; A=
\/x2 -1

¢) f3(x) = A0 =Vl+x—1-x.

45 -9
Cho hai d ong thang (d)) : y=mx—3va(d,) : x+y=m.
a) V6i gid tri nao cua m thi (d)) // (d,) ?
b) Vi gia tri nao cua m thi (d;) L (d,) ?

c¢) Tim diéu kién ctia m dé hai d ong thing cit nhau.

Ki hiéu (H,) 1a d6 thi chtaham s6 y = 2
X

a) Tai sao (H)) c6 tam doi xiing 1a goc toa do O ?

b) Xac dinh phép tinh tién bién (H|;) thanh d6 thi (H,) clia ham s6 y = 2 3
x a—
Tim toa do tam doi xung cua (H).
¢) Xdac dinh phép tinh tién bién (H,)) thanh d6 thi (H,) clia ham s6 y = 2-2x,
X

Tim toa do tam doi xung cua (H,).
a) Lap bang bién thién va vé& do thi (P) cia ham s6 y = Z+x—6.
b) Bién luan theo m s6 giao diém cta (P) v6i d ong thang (d) : y = 2x + m.
c¢) Khi (d) va (P) cét nhau, goi A va B 1a hai giao diém, hay tim toa do trung
diém ctia doan thang AB.
Cho ph ong trinh

27+ (k= 9x + &> + 3k +4=0. (%)
a) Tim %, biét rang (*) c6 hai nghiém tring nhau.
b) Tinh nghiém gin ding cta (*) v6i k = — J7 (chinh xdc dén hang
phan nghin).
Cho ph ong trinh x? + 2(+/3 + Dx + 24/3 = 0.
a) Khong giai ph ong trinh, tinh gin ding tong cdc binh ph ong hai nghiém
ctia ph ong trinh da cho (chinh xdc dén hang phan tram).
b) Tim nghiém gan ding cta ph ong trinh d6 (chinh xdc dén hang phan tram).
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8.

Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém va dau cdc nghiém cta mdi ph ong
trinh sau :

a) x> —4(m +3)x+ 6(m* = 5m+6)=0; b) (m—1)x*—(m—3)x—-m—3=0.

9. Giai va bién luan cac ph ong trinh :

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

222

a)mx_—’"l_3=1; b)[m+ Dx—3]=x+2[; ¢ (mx+1)Jx—1=0.
X+
a) Lap ph ong trinh bac hai c6 hai nghiém x; va x, thoa man cac hé thic :
X1 +xX+x1x05=0 va m(x; +x,) — x1xXp,=3m + 4.
b) Xét ddu cac nghiém cua ph ong trinh d6 tuy theo m.
Giai va bién luan cac hé ph ong trinh :
) (m+3)x+2y=m b) 2m+3)x+5y=m-11
a
BGm+Dx+(m+1y=1; (m+2)x+2y=m-2.
Giai cac hé ph ong trinh :
2 2 _ 2, .2 _ 2, .2 _
2) XT=S5xy+y =7 b) X“+y +x+y=8 o XT+y —x+y=2
2x+y=1; X+y+xy=35; xy+x—y=-1.

Chidng minh rang :

> 2 2 2 . %
D0 S iuem): b)a—2+b—2+6_22£+£+2(a’b’CER)'
/a2+2 b C a c b a

Tim gid tri nho nhat cua cdc ham s6 sau :

a) flx) =x+

2 trén khoang (-2 ; +0) ;
x+2

b) o(x) = 32 + 1 trén khoang (0 ; +<0).
X

Tim gia tri 16n nhat cia ham s6 f(x) = (2 — x)(2x + 1) trén khoang (0,5 ; 2).

Giai cac hé bat ph ong trinh :

X2 —4>0 X +3x+2<0
a9 1 1 b) 3 x
+ > — > 0.
x+1 x+2 x x+1

Giai cac ph ong trinh :
a) V2x + 8 =3x+4:b) f +5x+6/=3x+ 13 ¢) (&° + 30 + 3x +4) = 5.



18.

19.

20.

21.

Giai cac bat ph ong trinh :

a)3x° — [5x+2/>0; by V2xZ +7x+5> x+1;
c) Va2 +4x-5< x+3.

Trong ki thi Ti€ng Anh, diém thi ctia 32 hoc sinh (thang diém 100) nh sau :

68 79 65 85 52 81 55 65 49 42 68 66 56 57 65 72

69 60 50 63 74 88 78 95 41 87 61 72 59 47 90 74

a) Tinh s6 trung binh (chinh x4ac dén hang phan tram).

b) Tinh s6 trung vi.

c¢) Hay trinh bay mau s6 liéu trén d 6i dang bang phan bg tan s6 ghép 16p véi
cac ntra khoang [40 ; 50) ; [50 ; 60) ; ... ; [90 ; 100).

Mot siéu thi thu thap d oc cdc s6 liéu sau day vé so tién (don vi : nghin dong)
ma moéi ng 0i dd mua & day.

Lop Tan so
[0;99] 20
[100; 199] 80
[200 ; 299] 70
[300 ; 399] 30
[400 ; 499] 10
N =210

a) Dau hiéu va don vi diéu tra ¢ day 1a gi ?
b) Tim s& trung binh, ph ong sai va do léch chudn (chinh xdc dén hang
phan tram).

Tudi clia 60 cdn bo trong mot co quan d ¢c thong ké va trinh bay trong bang
phan bé tan s6 ghép 16p sau :

Lop Tan so
[20; 30) 13
[30; 40) 26
[40; 50) 15
[50; 60) 6

N =60
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22.

23.

24.

25S.

224

a) D&u hiéu va don vi diéu tra & day 1a gi ?

b) Lap bang phan bd tan s6 - tan sudt ghép 16p.

¢) Tim s6 trung binh.

d) Tim ph ong sai va do léch chuén (chinh xdc dén hang phan tram).
e) V& biéu do tan s6 hinh cot.

f) V& biéu do tan suat hinh quat.

. a7 . 2 3 ~ Ve o 2 ~ ~ .,
a) Biét sina = 3’ cosf = 2 va cdc diém trén d ong tron 1 ong giic

xdc dinh boi s6 « va fnam & goc phan t II. Hay tinh sin(a + A), cos(a + f),
sin(a — f), cos(ax — p).

. 4 o o,
b) Cho sin2a = 3 va g <a< %T Hay tinh céc gid tril ong gidc cua a.

Chitng minh cdc dang thic sau :

a) sin’ (E + aj — sin’ (E - aj = Qsin2a ;
8 8 2

b) cosza+cosz(a—ﬁj+cosz(ﬁ—aj=§;
3 3 2

¢) tan (% - ajtana tan (g + aj = tan3a (khi céc biéu thiic c6 nghia).

ng dung. Tinh tan10°tan50°tan110°.
Ching minh rang :

2 2

a) sin(a + f)sin(a — f) =sin”“ a — sin? p = cos’ f—cos”a ;

tana +tan f  sin(a + f)

= — (khi céc bi€u thic ¢6 nghia).
tana —tan f  sin(a — f)

Tim céac s6 C va fsao cho sina + cosa = Csin(a + f) v6i moi a.
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Ch ong 1

1. a) Khong 1a ménh dé. b), ¢) Ménh dé sai.

2. a), b), c) Ménh dé phu dinh sai.

4. P(5) 1a ménh dé ding, P(2) 1a ménh dé sai.
6. Ménh dé ddo ding. 17. a) Diing ; b) Ding ;
c) Sai; d) Sai ; e) Bung ; g) Sai.

19. a) bung ; b) Diing ; c¢) Sai ; d) Dang. 20. (B).

21.(A). 22.0)A={0:2: —%};b)B={2;3;4;5}-

24, Khong bang nhau. 25.Bc A, C c A, C c D.
2lT.FcEcCcBcA;FcDcCcBcA,;
D NE=F.29.a) Sai ; b) bung ; ¢) Sai ; d) Ding.
30,AUB=[-5;2; AnB=(3;1].
31.LA={1;5;7;8;3,6;9},B={2;10;3,6;9}.
32.ANnB\C)={2;9}; AnB\C={2;9}.
34.a)A; b){0;1;2;3;8;10}.35.a) Sai ;
b) bing. 36.a) {a; b;c},{a;b;d}, {b;c;d},
{ascsd)ib)lasbl,{asch, fasd), {bscl),
{b;d}, {c;d};c){a}, {b}, {c}, {d}, D.
37.b-2<a<b+1. 38.(D).39.AUB=

1;1);ANnB={0}; GgA=(—0; -1]U(0; +0);
41. Cr(AUB)=(—0;0] U [4; +x);

Cp(A N B) = (=03 1) U (2 ; +00).
42. (B). 43.A<0,0014.
46.2) 32 ~1,26: 32 ~ 1,260.
b) Y100 ~4,64 ; Y100 ~4,642 . 47. 9, 4608.10"
(km). 48. 9,9773.10%s). 49. 5,475.10'% ngay.
50. (D). 55.a) AN B; b) A\B; c) CgA L CgB.

60. Neu m=5thi AN B={5}. Neum<5 thi
ANB=C. Neum>5thiAnB=][5; m].
6l. 2 < m < 5 thi A U B la mot khoang ;
AUB=m:;5nu2<m<3;AUB=3;5)
nfuld<m<4;AUB=@G;m+ 1) néu
4< m<5.

62.2)1,2.10"%: b) 1,6.10°%; ¢) 3.10"3,

Ch ong2
1. R ; b)R\{1;2}; ¢)[1;2)uU(2;+wx);

d) (-1 ; +o0). 2. {2000 ; 2001 ; 2002 ; 2003 ;
2004 ; 2005} ; f(2000) = 3,48 ; f(2001) = 3,72 ;
f(2002) =3,24 ; ... ; f(2005) = 5,20. 4. a) nghich
bién trén khoang (—oo ; —1) ; dong bién trén
khoang (-1 ; +o0). b) déng bién trén (—oo ; 1) ;
nghich bién trén (1 ; +). ¢) nghich bién trén
méi khoang (- ; 3) va (3 ; +o).

5. a) Ham s6 chdn ; b) Him s6 1€ ; ¢) Him sO 1€ ;
d) Ham s6 chan. 6.2) y=0,5x+3; b)y=0,5x—1;
c)y=05x-2); d)y=0,5x+6). 7. Khong
xdc dinh mot ham s6. 8. a) C6 diém chung khi
a € D ; khong c6 diém chung khi a ¢ @ ; b) C6
khong quid mot diém chung ; c) Khong 1a
do6 thicia ham s6 ndo ca. 9. a) x = 3 ;
b)—1 x<0;¢)(-2;2];d)[1;4]\{2;3}.
10. a) [-1 ; +0) 5 b) fi-1) = 6, f(0,5) = 3,

}‘(%):4— V2 f1)=0,f2)=3.11.A,B,C
khong thudc do thi ; D thudc d6 thi. 12. a) Nghich
bién trén (-0 ; 2) va (2 ; +o). b) Nghich bién
trén (—oo0 ; 3) ; dong bién trén (3 ; +0). ¢) Dong
bién trén (—oo ; +o0). 13. b) Nghich bién trén
(0 ; 400) va (-0 ; 0). 14. Khong chan, khong 1é.
15. a) Tinh tién (d) xuéng d 6i 3 don vi.
b) Tinh tién (d) sang phai 1,5 don vi.
—2+x _x+1

2
16.a) y= T b)y=—m;0)y—x+3-

1 1
17.y= —=x+1vay=—x—-1;

2 V2

2
y=—=x+2vay= 2x-2;

Np

1 V2
y=——=x+3vay=—(—x-1).

2 2
18. a) [-2 ; 3]. 19. b) Tinh ti€n d6 thi cua f
sang trdi 2,5 don vi. 20. Khong.
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2l.a)y=—1,5x+2.22.y=—x +3; y=—x-3;
y=x+3vay =x-3.
23.a)y=2/x|+3;b)y=2/x+1|;0)y=2|x-2|-1.

6x néul < x <10
25.a) f(x) = , ;
2,5x +35 néu x> 10

b) f(8) =48 ; f(10) =60 ; f(18) = 80.
—Xx+5 néu x<-1
26.a) y=9-5x+1néu -1 <x<1

x—5 néux2>1

28.a)y:x2—1; b)y:—%x2+3.

29. a)y:—g(x+3)2; b)y=(x—1)>

30. a) Tinh tién parabol y = 2 sang phai 4 don
vi, 161 xudng d 6i 4 don vi. b) Tinh ti€n parabol
y=-3% sang trdi 2 don vi, 16i Ién trén 21 don vi.
31. a) Dinh 1a /(-1 ; 8) ; truc d6i xiing x = —1.
A)y20« -3<x<1.32.b)filx) >0 <
-1<x<3; gx) >0 < x <-4 hoac x> 2.
)fix) <0 <& x<—-1 hoacx>3; gx) <0
& 4<x<2.

33. Xem bang sau :

Ham sé" | Gid tri | Gid tri
co gid tri| lon nho
Ham s6 lon nhdt /| nhdt | nhdt
nhd nhdt
khix=7?
y=3x"—6x+7 x=1 4
y=—5"-5x+3 | x=-05]| 425
y=x"—6x+9 x=3 0
y=—d +4x-1 | x=05 | 0

34.2)a>0vaA<0:b)a<0vaA<0 ;c)a<0
va A > 0. 37. ) fit) = 497 + 122t + 12 ;
b) ~8.794 (m). c) ~2,58 (gidy). 38. 2) f) =ax’ + bx ;

43 3483
=——— b="——.b)~186(m). 39. ;
‘T 520 760 D180 M- P
b) (A);¢c)(0).40. a)b=0,a#0tuy y;

b) b = 0, a # 0 tuy y, ¢ tuy ¥.
41.a)a<0; ¢>0;b<0;b)a>0; ¢c>0;
b<0;¢0)a>0;¢c=0;b>0.d)a<0;c<0;b>0.

226

42.2)(0;-Dva@3;2);b)(-1;4)va(-2;5);
)B-~5:1-2/5)va@+ 5 ;:1+25).
43.y:x2—x+1.

3x néu0 < x <2

Sx—4 néu2<x<6

7x—-16 nfu6 < x <9

45. S(x) =

46.2) y = 0,03)(2 — 7 ; b) Thoa man.

Ch ong3
1.
Ph ong | Diéu kién ciia Téin nohié
trinh ph ong trinh ep nghicm
a) x=0 {0}
b) x=2 {2}
x>3,x<3va
’ %)
©) x#3
d x>1vax<0 %)

2.a) x=2;b) Vonghitm ;c) x =6 ; d) Vo
nghiém. 3. a) x =2 ; b) Vo nghiém ; c) x=3;
dxe{-1;2}.4.a)x=4;b)x=5;¢c)x=0,
x=4;d)x=1.5.a) Sai; b) Sai.
6.0) x =213 L by S=R(m=1),5= (m+2)

m? +1

m#1);0)S=F8m=2;3),S=Rm=2;3);

drx=—"—(m#1;2,S=R(m=1),5=0
m-—2

(m=2).
7. a)(@a=0,b#0)hoac (a#0,A=0);
b) (a=b=0,c#0)hoac (a0, A<0).

8. a)yx= % (m = 1), vd nghiém (m<—%),

3+Jdm+5 5
x= =T (L2 ame )
20m - 1) 4

b)x=2+ 7 —-m (m<7),vonghiém (m > 7).
9.b) filx) =(x+4)(1 —2x);

g(x) =(x - \/5)[(\/5 + l)x - \/EJ .
10. a) 34;b) 98 ; ¢) 706. 11. (B).
12.a) x= m_+3 (m#-2), vo nghiém (m =-2) ;
m+2



b))c=mT+1 (m#1),moix(m=1);

Sm+ 1

c)x =
3m+1

(m;t—%),vénghiém (m :—%) ;

d)x= i (m # £ 2), vo nghiém
m+2
(m=-2),S=R (m=2).

13.29)p=0;b)p=2.14.0) x=4,00; x=1,60;
b) x~ 0,38 ; x~—5,28.15.37m, 35m va 12 m.

=7 +£+1+48m

12
16.a)x—7(m—1),x— 2m =D

1 1
——<m#1),vonghiém m<——);
( TS ) ghiém ( 48)

m+3++5m+9

m

1
b)x=—m=0), x=
) 6( )
9 R . 9
(—g <m#0), vo nghiém (m<—§);
c)S={1,

%}(k:&—l),sz{l}(k:—l);

d)x:l(m:O);x:4(m:l); x:z,
2 m

x= - (m;tOVém;t%).

2m —
17. Khong c6 diém chung (m < -3,5), mot
diém chung (m = -3,5), hai diém chung
(m > -3,5). 18. m = 3. 19. m = 4. 20. a) VO
nghiém ; b) Hai nghiém d6i nhau ; c) 4 nghiém ;
d) 3 nghiém. 21. a) £k > -1 ; b) &k > 0.
22.a)x=2;b)x=4,x=-7.23. a) x#4 (im=3);

b) Vo6 nghiém (m = - 2), x = 4er9(m¢—2,
1 4

m#3).24.a)S=3 (a=0); S—{— ——}
a a

@#0):b)S=@Bm<1);S={3}(m=2);

—Jm-=1;m+~m—-1}{1<m=#2).

1 3 1
25.a) x=—-—m=0),x=— —(m=2),x= ——
Jx= =2 m=0,x==Z(n=2),x= ——

Vél)c:—i m=0,m=#2);b)x=1(a=0),
m

x=4@=1),x=2a+ 1) vax=a+1

(a;tO,a;tl);c)x:m—Jr‘l‘(mil,m;t—%);

vo nghiém (m =1, m = —%) ;d)x=0(k=-3
k=-9);x=0vax=—k—6 (k#-3, k=-9).

7 1 1
26. = — = — ) :—4_ >
a) x 1 (m 2) X 2( m) va
xX= (mil);b)x: I ,X= !
1-2m 2 m+1 m+3
1 1
#—1,m#-3 =— (m=-1 =——
(m m ) x 2( ) x 3
1
m=-=-3);,¢c) S= { ——} -1 <m<0),
m
S={}(m<—1h0acm2) d S=0J
1 -5 1
:25 =) X= ¢2, =)
(a a 2) X = - (a a 2)
5 5
e)x=2m+2m#-=);S=TF(m=-=);
2 2
a-1
) S=3 (a <0 ; x = (a > 0).
a
27.a)x:3i2\/ﬁ ibxe {-5;-2;1};
c)xe{—l;—l;l;l}
2 2
1 1
28.me{—l;——,1}.29.ae{—2;—l;—§;0}.
5 19
30. (C). 31. ——;—— | ;b)V3;-242).
©. )(717j )(V3:-242)
32. 2)(1;0);b) (x;%x]vé‘ixel[{*.
33. a) (Ll —j(m £ D), S = @

y=-x

b) (— > ;5(“+l)j(a¢—3),s=®
a+3 a+3

X €
(mzl);{ (m=-1);

(a=-3).
M. x;y;2)=04:;5:;2).351~133 A;
Ir,=0/74A;13~0,59 A.36.(B). 37.a) x= 042
~—-027;b)x~=-0,07;y~1,73.38.240 - 2p
(mét) va 3p — 240 (mét) vdi diéu kién 80 < p < 120.

227



39.a) (2; —i) (m # 0, m # -3) ; v0 nghiém
m

(m=0); By+1;y),ye R(m=-3);

b) [_’“2;””4)(”1 2 —Lom =2

m+1 m+1

X €
vo nghiém (m =-1) ; {y o) (m=2).
40.a)a#0;b)a=-1.41.7 caps6 : (1 ; 6),
(=15-6),(6;1),(=6;-1),(2;3),(=2;-3) va
(-3;-2).42.aym=+t2;bym==-2;¢c)m=2.
43.(4;2;5).44.2) flx)=1500 + 1,2x;
g(x) =2000 + x ; c) M (2500 ; 4500).
45. a) (10 ; 8), (-8 ; —=10) ; b) (1 ; 1),

(—%%}46.@(1;2),(2; 1):b)(0: 1), (-1:0);

©)(0:0),(5:5), (=1:2),2:~1).47. 5> 4P >0.
48. 2) (-8 : —12), (~12; -8), 8 : 12) va (12 8) ;
b) (8 ;3), (-8 ; —3). 49. f,(x) = x° + 3x — 4,
155

X) =——x"+—x-4.50. a # 0, hoac
Hx) T 7 :
a=b=0.51.S=8 US, 52. D # 0, hoic

D=D.,=D,=0. pdung:a#-1.
1
53.B). 4. x=—— m==x1),;85=0
m—1

m=1;S=R@m=-1).55.a)p=-1, p=2;
b) p tuy ¥ ; ¢) Khong c6 p. 56. 3 ; 4 ; 5.
57. a) Vo nghiém (m < 0) ; x =1 (m = 0) ;
-1+

1 m=1);x= 1——\/%
2 m—1

b)m>1;c)m:2+\/§. 58. a = 2.
59. a) « (1) vo nghiém (m < -1,25) ;
mot nghiém (m =—1,25) ; hai nghiém (m > —1,25) ;

X = O<m=#1).

* (2) vo nghiem (p <% ) ; mot nghiém (p :% ):

hai nghiém (p >% ).60.2) S={(1;2),(12;1),
(-1:-2), 2;-D} ;) S={1;-D,-1; D),

1 1 1 1
0;—),0;—— —;0)}.
( 2)( 7 )}

W—=:0), (-
NN RAN
228

61.a)x=m_4,y= ! m=#3vam#-2);
m—3 m—
X €
vo nghiém (m=3) ; 2 (m=-2).byx=y
y=—x-1
-4 (@#-3,a=#7); vonghiém (a = -3) ;
a+3
te x=2-4-m
7 (a=T).62. a)
y=—x+g y=2++4-m,
=24++4-
* m. b) Vo6 nghiém (m <i) ;
y=2-+4-m 13

3 2 1
(E ’ _E)(m_ﬁ) 5

(3—2\/13m—1 ‘ —2—3\/13m—1] “

13 13
3+2Vm—1 -2+ 3J3m 1 |
13 : 13 >33

63.a=1;b=-2;c=-3.64. + Khi tam gidc
ABC can tai A va [ # AB, khong c6 diém M nao
trén canh BC thoa man diéu kién ctia bai toan.

+ Khi tam gidc ABC can tai A va / = AB thi moi
diém M trén canh BC déu thod man diéu kién
cla bai toan. + Khi tam gidc ABC khong can &
Avac<l<bhoicc>[>bthi diém M cich B

a(l — ¢

mot khoang bang .
b-c

+ Khi tam gidc ABC khong can 6 A ma céc diéu
kién ¢ <[ < b va ¢ > [ > b khong thoa man thi
khong ton tai diém M nh bai todn yéu ciu.

Ch ong 4

12. Gia tri 16n nhat : f(1) = 16. Gia tri nho nhét :

f(=3)=£(5)=0.

13. Gid trinhd nhat : £(1++2) = 1+ 24/2.

17. Gid tri 16n nhat : /6, gid tri nho nhat : V3.

22.a)S=0.b)S=[3;+40).¢c)S=[2;3) U
1 1

(3;+0);d)S=D.23.2x -1 - ——>———.
x+3  x+3



24.x - 2<0vax’(x—2)<0.25. a) x < —%;

V3

b)x<-5;¢c)x>1- JE ;x> ?

26. a) Neum =1thi S=R. Néum > 1 thi

S=(oo;m+ 1. Neum<1thiS=[m+1;+0);
b) Neu m = 2 thi S = J. Néu m > 2 thi
S=3;+w0). Neum<2thiS=(—0;3);

¢) Néu k=2 thi S =RR. Néu k > 2 thi

S= —00;4—_" . Néu k <2 thi
k-2

S:(4—k
k=2

Néua>3thiS= [2

;+ooj ;d)Neua=3thiS=R.

+a

;+ooj.Né’ua<3thi
—a

S= (—00;24_—(1}. 27.2)S=D ;b) S = (—o0; —3).
—a
28.a) Neum=-2thi S = J. Néu m > -2 thi

2
S = [’" +8;+oo]. Néu m < -2 thi

m+2

m® + 8 . .
S=|-0; ;b) Neum =3 thi §=R.
m+2

Néu m >3 thi S = (-0 ; m]. Néu m < 3 thi
S=1[m;+o);c) Néu k =—4 thi S = J. Néu

k> 4this= | K3
k+4

;+00j. Néu k < —4 thi

S= (—w;ﬂ} :d)Néub=—1thi S = R.
k+4

Néub>-1thi S = —oo;b+2 . Néub<—1
b+1

s = |2F2.,
b+1

b)x<—i;c)—é<x<§;d)23x<i
5 3 5 5 2
7

ooj. 29.a)x2§;
4

30.a) m< -5 ;b)m>—1.31.a)m£—§;

b)m>%.34.a)5:(—1;2] U [3; +0) ;

1 2
b)S—(— ,—EJU|:H,1J,C)S—(_OO,1)9

d) S = [-5-26+/3+2 ; 5+2/6+/3+42].
35.0)/2 <x<3;b) —1<x<%.36.a)Né’u
m=2thiS=J. Neum>2thi S=(m+2;+wo).

Né’um<2thiSz(—oo;m+2);b)Néum:%
thi S = R. Néu m > % thi S =[2m + 1 ; +0).

Néu m < % thi § = (-0 ; 2m + 1] ; ¢) Néu
m==1thiS=. Néum<-1hodacm>1 thi
S=(-00; i+ 1).Neu—1 <m<1thi S= i + 1 ;400);
d) Néu m = -1 thi S = R. Néu m < —1 hoac

m>lth‘1S={m+1;+ooj. Neu—1l<m<1
m-—1
thiS=(—00;m+1]Néum=1thiS=®.
m-—1
37.a)S:(—oo;—1)u(¥;%];

b)S=(%;§ju(4;+oo) ;c)S=[—3;—%).

d)S:(—w;—éju{o;%ju[fi;ﬂm).

thi S:(—oo ;%]u(m ; +oo) Néu m <% thi

S:(—w;m)u(£;+w];b) Néu m = V341

2 2

thi S=(~ ; V3)UR3 ; +0). Néum > ‘/§2+1
\EH

thi S=(—o0 ; \/3]U(2m —1 ; +0). Néum <

2
thi S = (—0 ;2m — 1) U3 ; + ).
39.2)S=1{4;5;6;7;8;9;10;11};b)x=1.
40.2) S={-2;2};0)S=(-4;-1DuU2;)5).

229



NG

41.a)Né'umST thiSz@.Né’ug <m< A5

thiS:(g;m:l.Né'umZ\/g thiS= (g,\/gj
. N 1

b)NeumSEthlS:(E;lju(S;—kw).

Né’u%<m<1thiS:[m;1)u(3;+oo).

Néul<m<3thiS=(3;+w0).

Néum >3 thi S =[m; +o0).
44.b) T = 45x + 35y (nghin dong) ; c) 0,6 kg
thitbd va 0,7kg thit lon. 47. b) 4 ; 1).

48. a) ¢ = 9x + 7,5y ; ¢) Dung 100 don vi
vitamin A va 300 don vi vitamin B mdi ngay.
49. a) D ong v6i moi x € R ; b) Am vé6i moi
X e (—00;2—\/§)u (2+\/§;+oo) va d ong
véi moi x € (2—x/§;2+\/§) ; ¢) D ong véi

B3

moix;t? ; d) Am v6i moi x € (o ;
3 -2J2) U (1 ; +0) va d ong v6i moi
xe(—3—2ﬁ;1).so.a)m<l;b)mz—2.

51.a) m € R ; b) Khong c6 gid tri nao cua m

thoa man diéu kién doi hoi. 53. a) (—oo ;- gj
U235 +00);b) D5 c)R;d)[-25 3]

54.a) (—0o; 1)U @2;4) U (7;+x);b) (—w0;-2)
Ul;31u;+0);c) {—6;—%} U [5;+0);

B3 ;/3]. 55. a) m
-1-17 1+f

by < m <= 56.0) (-1:2);

b) [—%;%) ;) [—5; _5_;/7}{_52/5;2} ;

d) (=0 ; —2) U (3 ; +0). 57. m < -2 23
hoac m > —2 +2+/3.59. m> 5. 60. a) (—3 ; —2)
b) (1:2)U(3;4) U (5 : +o0).

—% hoac m > 1 ;

U-1;:1];

230

61. a){—% %} b) (o0 ; —4] U (—%;+OOJ.

V137 -9 |,
2000,

62.a)[2;5];b)
c) [—i;—l}u[l;3)63.—iﬁa<l.
3 3
8.,
64. m <—ghoac m > 0. 65.

1
aAx=-——;
) 11

b)x=§;c) [—1;4];d){—%;+oo).

66.2)x =3 -1;b)x=
—3+./37 .
=

16;¢c)x= —1+\/5 :

ol om )

) (=0 —1-3)U(1+3;+w)

d)x=

d) (o ; -2]. 68. a) R ; b) (- ;—%) U

[

(3 ;40);

d) (=0 3 —2] U [23 ; +0). 69. a)x = 1 £+/5,
x:Ovéx=—2;b)(—00,%};C) (-0 ; 0] W

2:3) uUu@; 40 ;d x= va x = 7.

| —

70. a){—%wwj;b) (o0 21 U [1; 450).
Tlha)yx=2:b)x=1:x=—4.
72-60{@—1;%0};& (5;+92); ¢) (—0; 0]
U [34 ; +0). 73. a) (—o ; —3] U [13 ; +0) ;
b) (o3 —2];¢0) [-5;—1) U (1 ; +o0).

74. a) m < —1 hoac m>% ;b)) —-1l<m<1

hoac mzz ;c)1<m<§.75.a=—1.
4 4

52

78.a)2;b)2.79. |m|<— 80.0<m< 2.
81. a) Néu a < 1 hodc a > 2 thi tap nghiém cla

y 2
bat ph ong trinh 1a (2— ;+oo) ;
a” —3a+2



Néu 1 <a < 2 thi tap nghiém la [—oo : %j,
a”—3a+2

Néu a = 1 hoac a = 2 thi tap nghiém 1a &.
b) Néu m < -7 hoac m > 1 thi tap nghiém
ctiabatph ongtrinh1aR ; Neu-7<m< 1
thi tap nghiém la

[ 9—m—\l—7(m2+6m—7)]

4

{9 —m++=T(m* +6m—"7) ‘+oo]

4

82.2) (2:4) U (5:400):b) (—0: 1)U (23]
2\f

<4—— m < —1

U [4 ; +0). 83. a)ym
hoacm>2.84.a)x=i1 va x = 5 ;

b)ng 2) 165 7] ;

213 - 8}

b) (=0 ; 0] U

[2 5 400) ; c)[ d)[-4; 3]y

[0;1].86.a)a<—%;b)a>1.87.a)(C);

b) (B) ; ¢) (D). 88. a) (A) ; b) (B) ; ¢) (O).
89.2) (C); b) (B); ¢) (D).

Ch ong$5

1. a)Kichth 6cmiula80.b)0;1;2;3:4;
5;6;7.2.a)Kich th éc maula 30.b)40;42;
45:50;53:;57;59;65;70;75;84;85;90;
100 ; 133 ; 141 ; 150 ; 165. 3. C6 sdu 16p la cac
doan [50 ; 124], [125 ; 199], [200 ; 274],
[275 ; 349], [350 ; 424] va [425 ; 499]. Cic tan
s6 t ong ung : 3, 5,7, 5, 3 va 2. C4c tan suat
t ong tng : 12%, 20%, 28%, 20%, 12% va 8%.
4. C6 sau l6p 1a [36 ; 43], [44 ; 51], [52 ; 59],
[60 ; 67], [68 ; 75] va [76 ; 83]. Cic tan sO
t onging:3,6,6,8,3,4.Cic tin suit t ong
ung : 10,0%, 20,0%, 20,0%, 26,7%, 10,0%, 13,3%.
6. b) C6 bay 16p [26,5 ; 48,5), [48,5 ; 70,5),
[70,5 ; 92,5), [92,5 ; 114.,5), [114,5 ; 136,5),
[136,5 ; 158,5), [158,5 ; 180,5). Cic tin so
t ongting:2,8,12,12,8,7,1.7. b) C6 sau

16p [0 ; 2], [3; 5], [6; 8], [9; 11], [12 ; 14],
[15;17]. CactinsO t ong ting : 10,23, 10, 3,3, 1.

8. Co6 bay 16p : [25 ; 34], [35 ; 44], [45 ; 54],
[55; 64], [65 ; 74], [75 ; 84], [85 ; 94]. Cac tan
sOt onging:3,5,6,5,4,3,4.9.a) x=1523;

b) M,=155;0) s>~396:5~199.10. ¥ ~4835g;

~19464; 5713958 11.a) X ~235;b) s~ 1,57,
s~125.12.2) X~ 1567, M, =155:b) s> ~539;
s~232.13.2) T~4839; M, =50.b) s~ 12198 ;
s~ 1104 14 a) X~ 55417 ; M, = 5375.

b) s2 ~43061,81 ; s ~ 207,51. 15. a) Trén con
d ong A :

X =~ 73,63 km/h, M, =73 km/h ;
82 = 74,77, s = 8,65 km/h. Trén con d ong B :
X =70,7 km/h, M, =71 km/h ; s2 ~ 38,21,
s = 6,18 km/h. 16. (C).17. (C). 18.2) x =40 g ;
b) $ ~ 17, s ® 4,12 g. 19. a) X ~ 54,7 phiit.
b) s* ~53,71;5~7,33 phit. 20.b) ¥~ 17,37 ;

s=312;¢c) M, =17, M, =17 va M, = 18.
21.a) ¥~77:b) s>~ 122,67; s~ 11,08.

Ch ong 6
1. a) Sai ; b) bung ; ¢) bing ; d) bBung. 2. Kim
T T
hat : —.1,75 = 2,75 (m), Kim gio : —.1,26
p > (m) g Y

~ 0,16 (m). 4. Theo thi tu 1a (xap xi) : 0,375 rad ;
1,325 rad ; 143°14' ; 36°29'. 5. Theo thi tur 1a :

Toon, 2 kon, ~Frron, T kon
2 3 2 3

(k € 7). 7. Theo thit tu Ia : 180°, —120°, —60°, —60°.
2
8. sdA A = i?“+ k2r (hay i.72° + k360°)

(=0,1,2,3,4;k e Z);sd A A ~—(J—l)—+k2n
(hay (j —i)72° + k360°) (i, j = O, 1 2 3, 4
i#jkeZ).9. a)270b)28()c) d)—

10. Theo thit tu 12 0, —23—" g %“ 13. Khong

thé. 14. a) Sai, b) Sai, c) Sai, d) biing, e) Sai,
g) bung.
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15.M (x ;y), x* + y* = 1 vatheo thittu: a) x>0,

b)y>0,¢c)y=0,y=1.16. a) Theo tht tu :
d ong,d ong, am, d ong. b) Theo thit tv: d ong,

d ong, am. 17. Theo thit tu 1a : a) —%, ?,
3, - *f : b) (=D, 0, 0, khong xdc dinh ;
) 0, (-1, khong x4c dinh, 0 ; d) (- nF== (
NM \/; L, 1.18. a)sina= —@ tana——r,
12 2
b)cosa = ———, tanax = — ;
3 4
NEE 5
c)cosa=———, sina=——.
5 5

19. a)|sin a| ,b)0,c) tanza. 21. M trong géc I,

III thi sine, cose cung ddu, M trong géc 11, 111
thi sine, tana khac dau. 23. a) 3, b) -1, ¢) —1.
24, a) sai, b) sai, ¢) ding, d) sai, e) diing, g) ding.

3n . . 3n
25. cos a—; =—sina ,sin a—; =cosu ,

3n 3n
tan| « —— | = —cota, cot| ¢ — — |= —tanc.
2 2

26. 2) 4,b) -1, ¢) %(\5—1). 27. Theo thtt tu
1a —0,342 ; 0,342 ; —0,309. 28. Theo thi tu 12 :
4.3) (4. 3) (3. 4) (3. 4
5'5)°\57 5) (5" 5)U 5 5)
\/5—1 \/§+1
22 22
tan(=75% = —(\/3+2), cot(=75°%) = +/3-2.

29. cos(=75°) = , sin(=75%)=—

30. Cé6. 31. Theo thd tu la : am, d ong, am,
d ong, am. 32.a) cosa=——, tana = —g.
b)sina = E, tana = —E.
17 8

1. V3
c)cosa = ——, sina = ——.

2 2

22

33.2)0, b)cosn — a) = +—,

232

tan(a — Tm) = ig,sm[ﬁr - aj = &

35—(3 m?). 37.b) M = ( 3)
NERENE

cos(Ox,0P) = % s sin(Ox,OP):—%.

38. a) sai, b) sai, ¢) ding, d) sai, e) sai, g) sai.
39. Cosin, sin, tang, cotang ctia a) 75° theo thit

tula:g(ﬁ—l),g(ﬁﬂ),uﬁ,
2—\/§;b) 15" theo thir tu 1a : T(x/g—i-l) ;
gw—l);z_ﬁ,zﬂﬁ.

41. a) sin2a = —%, cos2a = —

4\5 7f

, cot2a

a |3- 2f /3+2f
COSE _ sm—

tan2a = —

tan%: 3+2x/§,cot5: 3—2\/5.
44. a) sina, b) —sin2a. 46. b) sin20°in40%in80°
= % , tan20°tan40°tan80° = /3.
49. 2) sin’a; b) 0. 53. sm(a+ﬁ)—Lb2.
a +b
v? T
54.a) x = —sin2a ;b) a = —,
g 4
2
x = 1 ~ 653 (m).
8
55. a) ding, b) ding, c) ding, d) sai.
56. a) sina=——; cos2a = l; sing:—@.
10
121-36v10 3 .59 2
b) ————,¢)——,d)—,e)—.
41 5 72 16
60. (B), 61. (C), 62. (B), 63. (D), 64. (A),

65. (C), 66. (D), 67. (A), 68. (D), 69. (D).



Cau hoi va bai tap on tap cudi nam
1. a)a<-1vab>1;b)c<-1;
c)(—o ;a)uUlb;+0);d)a<sl,b>-1 vaa<bh.
2. a) Khong chan, khong 1€ ; b) Khong chan
khong 1€ ; ¢) Ham s6 chan ; d) Ham s6 18é.
.aym=-1;bym=1;c)m -1.

2 s .
4. a) Vi y=— la ham s6 l¢ ; b) Sang phai 3
X
don vi, tam d6i xing 1a (3 ; 0) ; ¢) xuéng d Gi
2 don vi, tam d6i xdng l1a (0 ; —2). 5. b) Khong
. . 2 o
c6 diém chung néu m < —75, c6 1 diém chung

néu m= —?, ¢6 2 diém chung néu m > —%,

c)( 1+mj Vi m>—%. 6.2)k=1,k=-7;

b) x =0,276, x, =5,547.
b) x, =-0,73, x, ~—4,73.
néu m < 0 hoic m > 27, mot nghiém d ong
néu m = 0 hoac m = 27, hai nghiém d ong néu
0 <m <2 hoac 3 < m < 27, hai nghiém trai ddu
néu 2 < m < 3, mot nghiém 0 va mdt nghiém
d ong néu m =2 hoac m = 3. b) V6 nghiém néu

7. a) = 22,93 ;
8. a) Vo6 nghiém

3 . . PR
—-1<m <§, hai nghiém trai dau néu m < -3

hoac m > 1, hai nghiém d ong néu
-3 <m< -1 hoac §< m <1, moOt nghiém 0 va

mot nghiém d ong néu m = -3, mot nghiém
m+4}
m—1

d ong néu m = 1 hoac m:% 9. a) {

nefum 1vam > vo nghiém néu m = 1

hodac m = —%. b) {i, !

}né’um 0 va

m =2, {l} néu m = 0, {—2} néu m = 2.
2 2

c) {—— 1} néu-1<m<0, {1} nfu m<-1
m

hoac m > 0.

10. 2) (m+ x> —GBm+4)x—Bm+4)=0

(m —1); b) Vo nghiém néu —%<m <—7,
hai nghiém am néu —g <m< -1, hai nghiém

e 4 .
trai ddu néu m < 3 hoac m > —1, mot nghiém

x=0néum= —i.
3

11. a) (x;y):(m_”;wj néum 1,
m—1 m—1

vo so nghiémnéum=1;b) (x;y)=3;-m—4)
néum —4,vo s6 nghiém néum = —4.

12.a) (1; 1), ( 2 zj b)@2;1),(1:2);
) (=1:0),(0; 1).14.2) 2(v2 1) : b) 3§E.
15. % 16.a)x>2;b)2<x<-1;
—g;b) ~1£242 ;0) ﬂ

18.a) (—o;-1) U (—%;—%) U (2;4%0);

17.a) x=

b) (—oo : —ﬂ U (-1 ; 490) 5 0) [1 5 4).
19.a) X =66,66;b) M, = 65,5. 20.b) x ~216,17

nghin dong ; s> ~ 984127 ; s ~ 99,20.
21.b) ¥ ~3733:d)s” ~ 81,22 ;5 ~90l.
22.a) cos(a + f)= W5 22\/7
. -6 -/35
sin(a + =,
(a+pB) n
costar — ) = B2
12
sin(ar — f3) :ﬂ,b) sina =i’
12 J5
1 1
cosa = ———, tanaa = -2 ,cotax = ——.
NG 2

23. tan10° tan50° tan110°=—g. 25.C =42,
ﬂ:%+k2n hodc C = —/2 ,

ﬂ:—%+k2n (k € Z).
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngit Trang Thuat ngit Trang
bang bién thién ctia ham so 40 diéu kién can 11
bang phan bo tan s6 162 diéu kién can va du 11
bang phan bd tan so ghép lop 164 diéu kién du 11
bang phan bo tan so - tan suat 162 diéu kién (xac dinh) cla bat ph ong 113

trinh

bang phan bd tan so - tan suat 164 diéu kién (xac dinh) ctia ph ong 66
ghép lop trinh
bang xét dau 124 diéu tra mau 160
bét dang thuc 104 | diéu tratoan bo 160
bat ph ong trinh bac hai mot an 141 dinh li dao 11
bat ph ong trinh bac nhét hai an 128 dinh Ii Vi-ét 75
bat ph ong trinh bac nhat mot an 117 dinh thuc cép hai 90
bat ph ong trinht ong d ong 114 doan [a; b] 18
bién d6it ong d ong cac ph ong trinh 68 d6 thi cia ham s6 36
bién dit ong d ong cac bat 114 do léch chuén 175
ph ong trinh
bién so (doc lap) 36 doi s6 35
biét thiic 72 d ong gap khic tan so 166
biét thuc thu gon 72 d ong gap khuc tan suat 166
biéu dé tan sé hinh cot 165 d ong tron dinh h 6ng 188
biéu d6 tan suét hinh cot 165 d ong tron don vi 185, 192
biéu d6 tan suét hinh quat 166 d ong tron | ong giac 192
biéu dé Ven 17 gia tri clia ham so ftai x 35
chiéu (quay) am 186, 188 | gidi va bién luan ph ong trinh 71
chiéu (quay) d ong 186, 188 | giao (clia hai tap hop) 19
chir s6 chac (dang tin) 27 goc | ong giac 187
chiing minh bang phan chiing 10 g6c 193
cong thic cong doi vai sin va cosin 208 ham so 35
cong thuc cong doi vi tang 210 ham s bac hai 54
cong thuc ha bac 211 ham s6 bac nhat 48
cong thtic nhan doi 210 ham s bac nhat trén tiing khoang 49
cos(Ou, Ov) 194 ham s6 chéan 40
cot(Ou, Ov) 196 ham s6 cho bang biéu thic 36
cung | gng giac 188 ham s6 dong bién (tang) 38
cung 193 ham s6 khong doi 38
dang chuén clia s6 gan dung 27 ham so 18 40
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Thuat ngit Trang Thuat ngit Trang
ham s6 nghich bién (giam) 38 ph ong trinh bac hai mot an 72
hé bt ph ong trinh bac nhét hai an 130 ph ong trinh bac nhét hai &n 87
hé hai ph ong trinh bac nhat hai an 87 ph ong trinh bac nhat mét an 72
hé ph ong trinh bac nhét ba &n 92 ph ong trinh chiia an & mau thic 82
hé ph ong trinh d6i xting 100 ph ong trinh hé qua 69
hé thic Sa-lo 189,190 | ph ong trinh mot an 72
hé toa d6 vudng géc gan véi d ong 193 ph ong trinh nhiéu an 70
tron | ong giac
hiéu (cta hai tap hop) 20 ph ongtrinht ong d ong 67
hop (ctia hai tap hop) 19 quy hoach tuyén tinh 131
khao sat su bién thién clia ham s6 39 radian 185
khoang (a; b) 18 sai s6 tuyét doi 24
kihiégu va3 7 saisot ong doi 25
kich th 6c mau 160 sin(Ou, Ov) 194
mau 160 6 quy tron 26
ménh dé 4 s6 trung binh 172
ménh dé chua bién 7 s6 trung vi 172
ménh dé dao 5 tam thuic bac hai 137
ménh dé kéo theo 5 tan so 162
ménh dé phu dinh 4 tan suat 162
ménh dét ong d ong 6 tap con 16
mién nghiém cta bét ph ong trinh bac 128 tap hop 15
nhét hai &n
mién xac dinh clia ham s6 35 tap hop bang nhau 17
mot 173 tap rong 16
mut dau cla cung | ong giac 189 tap xac dinh clia ham s6 35
mt cudi ctia cung | ong gidc 189 tan(Ou, Ov) 196
nghiém cla bat ph ong trinh 113 tham s6 71
nghiém cla hé ph ong trinh 87 thong ké 158
nghiém cta nhi thuc bac nhat 122 tia cudi clia goc | ong giac 187
nghiém ctia ph ong trinh (Mot an) 66 tia dau clia goc | ong giac 187
nghiém ctia ph ong trinh nhiéu an 70 tinh tién mot diém 42
nghiém clia tam thtc bac hai 137 tinh tién mot do thi 42
nghiém gan dung ctia ph ong trinh 67 truc cosin 195
nghiém ngoai lai 69 truc cotang 197
nhi thic bac nhat 122 truc sin 195
ntia khoang 18 truc tang 197
phan bu (cla A trong E) 19 trung binh cong 106
ph ong sai 174 trung binh nhan 106

235




MUC LUC

Trang
Ch ong 1. MENHDE TAP HOP
§1. Ménh dé va ménh dé chita bién 4
§2. Ap dung ménh dé€ vao suy luan toan hoc 10
§3. Tap hop va cic phép toan trén tap hop 15
§4. S6 gin ddng va sai s6 24
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 1 31
Ch ong2. HAM SO BAC NHAT VA BAC HAI
§1. Dai ¢ ong vé ham s6 35
§2. Ham s@ bac nhat 48
§3. Ham s6 bac hai 54
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 2 63
Ch ong 3. PH ONG TRINH VA HE PH ONG TRINH
§1. Pai ¢ ong vé ph ong trinh 66
§2. Ph ong trinh bac nhat va bac hai mot 4n 72
§3. Mot s6 ph ong trinh quy v€ ph ong trinh bac nhét hodc bac hai 81
§4. Heé ph ong trinh bac nhét nhiéu 4n 87
§5. Mot s6 vi du vé hé ph ong trinh bac hai hai 4n 98
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 3 101
Ch ong4. BATDANG THUC VABATPH ONG TRINH
§1. Bat dang thitc va chiing minh bat dang thiic 104
§2. Dai ¢ ong vé bit ph ong trinh 113
§3. Bat ph ong trinh va hé bt ph ong trinh bac nhat mot 4n 117
§4. Ddu cta nhi thiic bac nhat 122
§5. Bat ph ong trinh va hé bat ph ong trinh bac nhat hai 4n 128
§6. Dau ctia tam thidc bac hai 137
§7. Bat ph ong trinh bac hai 141
§8. Mot s6 ph ong trinh va bat ph ong trinh quy vé bac hai 147
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 4 155
Ch ongs5. THONG KE
§1. Mot vai khai niém md& dau 159
§2. Trinh bay mot mau s6 liéu 161
§3. C4c s0 dac tr ng clia mau so6 liéu 170
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 5 181
Ch ong6. GOCL ONG GIAC VACONG THUC L ONG GIAC
§1. Géc va cung 1 ong gidc 184
§2. Gia tril gng gidc cta goc (cung) 1 ong giac 192
§3. Gia tri 1 gng giac cia cac goc (cung) cb lién quan dac biét 202
§4. Mot s6 cong thiic 1 ong gidc 208
Cau hoi va bai tap on tap ch ong 6 217
Cau hoi va bai tap on tap cudi nam 220
H 6ng dan va dap s6 225
Bang tra ctu thuat ngi 234
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HUAN CHUGNG HO CHi MINH

SACH GIAO KHOA LGP 10

1, TOAN HOC 8. TIN HOC 10
e DAISO 10 e HINHHOC 10 9. CONG NGHE 10
2. VAT Li 10 10, GIAO DUC CONG DAN 10
3. HOA HOC 10 11, GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 10
4, SINH HOC 10 12, NGOAI NGU
5. NGU' VAN 10 (tap mét, tap hai) e TIENGANH 10 e TIENG PHAP 10
6. LICH SU 10 e TIENGNGA10 e TIENG TRUNG QUOC 10
7.DIALI 10

SACH GIAO KHOA LGP 10 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (PAI SO 10, HINH HOC 10)
o VAT LI 10 « HOA HOC 10 « SINH HOC 10
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van:  « NGU VAN 10 (tap mét, tap hai)
o LICHSU 10 « DIA LI 10
« NGOAI NGU (TIENG ANH 10, TIENG PHAP 10,
TIENG NGA 10, TIENG TRUNG QUGC 10)
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