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VECT 
 

 

 

 

 

 

 

 Vect 
 Tng v hiu ca hai  vect 
 Tch ca vect vi  mt s 
 To  ca vect v to  ca im 

 

 

 

 
 

 

 

 

Trong vt l ta thng gp cc i lng c hng 

nh lc, vn tc, . . .  Ngi ta dng vect  biu 

din cc i  lng .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHNG  I 
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1.  CAC NH NGHA  

1 .  Khi  nim vect 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Hnh 1 .1  

 

 

Cc mi tn trong hnh 1 .1  biu din hng chuyn ng ca t v my bay.  

Cho on thng AB.  Nu ta chn im A  lm im u,  im B  lm im 
cui  th on thng AB  c hng t A  n B.  Khi  ta ni AB  l mt on 
thng c hng.  

 

 

 

nh ngha 

Vect l mt on thng c hng.  
 

 

 

Vect c im u A,  im cui B  c k 

hiu l 


AB  v c l "vect AB".   v 

vect 


AB  ta v on thng AB  v nh du 
mi tn  u mt B  (h.1 .2a).   

Vect cn c k hiu l 


a ,  


b ,  


x ,  


y ,  . . .  

khi khng cn ch r im u v im cui 
ca n (h.1 .2b).   

 

 

1   Vi  hai  im A,  B  phn bit ta c c bao nhiu vect c im u  v im cui  l  
A  hoc B.  

Hnh 1.2 
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2.   Vect cng phng,  vect cng hng 

ng thng i qua im u v im cui ca mt vect c gi l gi 
ca vect .  

 

2   Hy nhn xt v v  tr tng i  ca cc gi ca cc cp vect sau :  


AB  v 


CD ,  


PQ  v 


RS ,  


EF  v 


PQ  (h.1 .3).  

 

 

 
 

 

nh ngha 

Hai vect c gi l cng phng nu gi ca chng song 

song hoc trng nhau.  
 

 

 

Trn hnh 1 .3,  hai vect 


AB  v 


CD  cng phng v c cng hng i t 

tri sang phi.  Ta ni 


AB  v 


CD  l hai vect cng hng.  Hai vect 


PQ  v 


RS  cng phng nhng c hng ngc nhau. Ta ni hai vect 


PQ  v 


RS  

l hai vect ngc hng.  

Nh vy,  nu hai vect cng phng th chng ch c th cng hng hoc 
ngc hng.  

Nhn xt.  Ba im phn bit A,  B,  C  thng hng khi v ch khi hai vect 


AB  

v 


AC  cng phng.  

Tht vy,  nu hai vect 


AB  v 


AC  cng phng th hai ng thng AB  v 
AC  song song hoc trng nhau.  V chng c chung im A  nn chng phi 
trng nhau.  Vy ba im A,  B,  C  thng hng.  
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Ngc li,  nu ba im A,  B,  C  thng hng th hai vect 


AB  v 


AC  c gi 
trng nhau nn chng cng phng.  

 

3   Khng nh sau  ng hay sai  :  
 Nu ba im phn bit A ,  B,  C thng hng th hai  vect 



AB  v 


BC  cng hng.  
 

 

3.   Hai  vect bng nhau 

Mi vect c mt  di,   l khong cch gia im u v im cui ca 

vect .   di ca 


AB  c k hiu l 


AB ,  nh vy 


AB  = AB.   

Vect c  di bng 1  gi l vect n v.  

Hai vect 


a  v 


b  c gi l bng nhau  nu chng cng hng v c cng 

 di,  k hiu 


a  = 


b .  

Ch .  Khi cho trc vect 


a  v im O,  th ta lun tm c mt im A  

duy nht sao cho =

 

OA a .  
 

4   Gi  O  l tm hnh  lc g ic u  ABCDEF.  Hy ch ra cc vect bng vect 


OA .  
 

 

 

4.   Vect -  khng 
Ta bit rng mi vect c mt im u v mt im cui v hon ton c 
xc nh khi bit im u v im cui ca n.  

By gi vi mt im A  bt k ta quy c c mt vect c bit m im u 

v im cui u l A.  Vect ny c k hiu l 


AA  v gi l vect - khng.  

Vect 


AA  nm trn mi ng thng i qua A,  v vy ta quy c  
vect -  khng cng phng, cng hng vi mi vect.  Ta cng quy c 

rng 


AA  = 0.  Do  c th coi mi vect -  khng u bng nhau.  Ta k 

hiu vect -  khng l 


0 .  Nh vy = =

  

0 AA BB  = . . .  vi mi im A,  B. . .  
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Cu hi  v bi  tp 

1.   Cho ba vect 
  

, ,a b c  u khc vect 


0 .  Cc khng nh sau ng hay sai ?  

a)  Nu hai vect 
 

,a b  cng phng vi 


c  th 


a  v 


b  cng phng.  

b) Nu 
 

,a b  cng ngc hng vi 


c  th 


a  v 


b  cng hng.  

2.   Trong hnh 1 .4,  h]y ch ra cc vect cng phng, cng hng, ngc hng 
v cc vect bng nhau.  
 

 

 

 
 

 

Hnh 1 .4 

 

 

3.   Cho t gic ABCD.   Chng minh rng t gic  l hnh bnh hnh khi v ch 

khi =

 

AB DC .  

4.   Cho lc gic u ABCDEF  c tm O.  

a)  Tm cc vect khc 


0  v cng phng vi 


OA  ;  

b) Tm cc vect bng vect 


AB .  
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2.  TONG VA HIEU CUA HAI VECT 
 

1 .   Tng ca hai vect  
 

 
 

 

 

 

 

Hnh 1 .5 

 

Trn hnh 1 .5,  hai ngi i dc hai bn b knh v cng ko mt con thuyn 

vi hai lc 


1F  v 


2F .  Hai lc 


1F  v 


2F  to nn hp lc 


F  l tng ca hai 

lc 


1F  v 


2F ,  lm thuyn chuyn ng.  

 

 

nh ngha 

Cho hai vect 


a  v 


b .  Ly mt im A tu ,  v =

 

AB a  v 

=

 

BC b .  Vect 


AC  c gi l tng ca hai vect  


a  v 


b .  

Ta k hiu tng ca hai vect 


a  v 


b  l 


a  +  


b .  Vy 

= +

  

AC a b  (h.1 .6).  

Php ton tm tng ca hai vect cn c gi l php cng vect.  
 

 
 

                               Hnh 1 .6 
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2.   Quy tc hnh bnh hnh 

Nu ABCD l hnh bnh hnh th 

  

AB + AD = AC .  

 

 

 

 

 

Hnh 1 .7 

Trn hnh 1 .5,  hp lc ca hai lc 


1F  v 


2F  l lc 


F  c xc nh bng 

quy tc hnh bnh hnh.  

3.   Tnh cht ca php cng cc vect 
 

Vi ba vect 


a ,  


b ,  


c  ty  ta c 


a  + 


b  = 


b  + 


a  (tnh cht giao hon) ;  

(


a  + 


b ) + 


c  = 


a  + (


b  + 


c )  (tnh cht kt hp) ;  

+ = + =

    

0 0a a a  (tnh cht ca vect -  khng).  
 

 

 

Hnh 1 .8  minh ho cho cc tnh cht trn.  

 

1   Hy kim tra cc tnh cht ca php cng trn  hnh 1 .8.  
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4.   Hiu ca hai  vect 

 
 

a)  Vect i  

2   V hnh  bnh  hnh ABCD.  Hy nhn xt v  di  v hng ca hai  vect 


AB  

v 


.CD  

Cho vect 


a .  Vect c cng  di v ngc hng vi 


a  c gi l vect 

i  ca vect 


a ,  k hiu l 


a .  

Mi vect u c vect i,  chng hn vect i ca AB


 l BA


,  ngha l 

 =

 

AB BA .  

c bit,  vect i ca vect 


0  l vect 


0 .  
 

 

V d 1 .  Nu D,  E,  F ln lt l trung im ca cc cnh BC,  CA,  AB  ca 
tam gic ABC (h.1 .9),  khi  ta c 

= 

 

EF DC ,  

= 

 

BD EF ,  

= 

 

EA EC .  

 

 

 

Hnh 1.9 

3   Cho + =

  

0AB BC .   Hy chng t 


BC  l vect i  ca 


AB .  

 

b)  nh ngha hiu ca hai vect 

Cho hai vect 


a  v 


b .  Ta gi hiu ca hai vect  


a  v 


b  l 

vect 


a +  (


b ),  k hiu 


a    


b .  
 

 

Nh vy  

 = + 

   

( )a b a b .  
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T nh ngha hiu ca hai vect, suy ra  

Vi ba im O,  A,  B tu  ta c = 

  

AB OB OA  (h.1 .10).  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1 .10 

 

4   Hy gii  thch v sao hiu ca hai  vect 


OB  v 


OA  l vect 


AB .  

 

 

 Ch .  1) Php ton tm hiu ca hai vect cn c gi l php tr vect.  

2) Vi ba im ty  A,  B,  C  ta lun c :  

+ =

  

AB BC AC  (quy tc ba im) ;  

 =

  

AB AC CB  (quy tc tr).  

Thc cht hai quy tc trn c suy ra t php cng vect. 
 

V d 2.  Vi bn im bt k A,  B,  C,  D  ta lun c  + = +

   

AB CD AD CB .  

Tht vy,  ly mt im O  ty  ta c 

+ =  + 

     

AB CD OB OA OD OC  =  + 

   

OD OA OB OC  = +

 

AD CB .  
 

 

5.   p dng 

a)  im I l trung im ca on thng AB khi v ch khi  + =

  

0IA IB .  

b)  im G l trng tm ca tam gic ABC khi v ch khi + + =

   

0GA GB GC .  
 

Chng minh 

b)  Trng tm G ca tam gic ABC  nm 
trn trung tuyn AI.  Ly D  l im i 
xng vi G qua I.  Khi  BGCD  l 
hnh bnh hnh v G l trung im ca 

on thng AD.  Suy ra + =

  

GB GC GD  

v + =

  

0GA GD .  Ta c  

+ + = + =

     

0GA GB GC GA GD .   
Hnh 1 .11  
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Ngc li,  gi s + + =

   
0GA GB GC .  V hnh bnh hnh BGCD  c I l giao 

im ca hai ng cho.  Khi  + =

  
GB GC GD ,  suy ra + =

  
0GA GD  nn 

G l trung im ca on thng AD.  Do  ba im A,  G,  I thng hng,   
GA  = 2GI,  im G nm gia A  v I.  Vy G l trng tm ca tam gic ABC.  

Cu hi  v  bi  tp 

1.   Cho on thng AB  v im M nm gia A  v B  sao cho AM > MB.  V cc 

vect +

 
MA MB  v 

 
MA MB .  

2.   Cho hnh bnh hnh ABCD  v mt im M ty .  Chng minh rng 

+ = +

   
MA MC MB MD .  

3.   Chng minh rng i vi t gic ABCD  bt k ta lun c 

a)  + + + =

    
0AB BC CD DA  ;    b)   = 

   
AB AD CB CD .  

4.   Cho tam gic ABC.  Bn ngoi ca tam gic v cc hnh bnh hnh ABIJ,  

BCPQ,  CARS.  Chng minh rng + + =

   
0RJ IQ PS .  

5.   Cho tam gic u ABC  cnh bng a.  Tnh  di ca cc vect +

 
AB BC  v 



 
AB BC .  

6.   Cho hnh bnh hnh ABCD  c tm O.  Chng minh rng 

a)   =

  
CO OB BA  ;     b)   =

  
AB BC DB  ;  

c)   = 

   
DA DB OD OC  ;    d)  + =

   
0DA DB DC .  

7.   Cho 

a ,  

b  l hai vect khc 


0 .  Khi no c ng thc 

a)  + = +

   
a b a b  ;     b)  + = 

   
a b a b .  

8.   Cho + =

 
0a b .  So snh  di, phng v hng ca hai vect 


a  v 


b .  

9.   Chng minh rng =

 
AB CD  khi v ch khi trung im ca hai on thng AD  

v BC  trng nhau.  

10. Cho ba lc =

 

1F MA ,  =

 

2F MB  v =

 

3F MC  cng tc ng vo mt vt ti 

im M v vt ng yn.  Cho bit cng  ca 


1F ,  


2F   u l 100 N v 


=

o60AMB .  Tm cng  v hng ca lc 


3F .  
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Thuyn bum chy ngc chiu gi 
 

 

 

 

Thng thng  ngi  ta vn ngh rng gi 
thi  v hng no th  s y thuyn bum 
v hng .  Trong thc t con ngi   
nghin  cu tm cch li  dng sc gi lm 
cho thuyn bum chy ngc chiu  gi.  
Vy ngi  ta  lm nh th no  thc 
hin  c iu  tng chng nh v l   ? 

Ni  mt cch chnh xc th  ngi  ta c th lm cho thuyn  chuyn ng theo mt 

gc nhn,  gn  bng 
1

2
 gc vung i  vi  chiu  gi thi.  Chuyn ng  ny c 

thc hin  theo ng dch  dc nhm ti  hng cn  n ca mc tiu.   

 lm c iu   ta t thuyn theo hng TT' v t bum theo phng BB' 
nh hnh  v.  

Khi   gi thi  tc ng  ln mt 

bum mt lc.  Tng hp lc l lc 


f  
c im t  chnh gia bum.  Lc 


f c phn tch  thnh hai  lc :  lc 


p vung gc vi  cnh bum BB v 

lc 


q theo chiu  dc cnh bum.  Ta 

c = +

  

f p q .  Lc 


q  ny khng y 

bum i  u c v  lc cn ca gi i  
vi  bum khng ng k.  Lc  ch 

cn lc 


p y bum di  mt gc 

vung.  Nh vy khi  c gi thi ,  lun  

lun c mt lc 


p  vung gc vi  mt 

phng BB ca bum.  Lc 


p  ny 

c phn tch thnh lc 


r  vung  

gc vi  sng thuyn v lc 


s dc theo sng thuyn  'TT  hng v mi  thuyn.  Khi  

 ta c = +

  

p s r .  Lc 


r  rt nh so vi  sc cn  rt ln  ca nc,  do thuyn  bum 

c sng thuyn rt su.  Ch cn  lc 


s  hng v pha trc dc theo sng thuyn  
y thuyn  i  mt gc nhn ngc vi  chiu  gi thi.  Bng cch  i  hng thuyn  
theo con ng dch  dc,  thuyn c th i  ti  ch  theo hng ngc chiu  gi m 
khng cn lc y.  

Hnh 1.12 
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3.  TCH CUA VECT VI MOT SO   
 

1  Cho vect 


a    


0 .  Xc nh  di  v hng ca vect 


a  +  


a .  

 

1 .   nh ngha  

Cho s k   0 v vect a


   0


.  Tch ca vect a


 vi s k l 

mt vect,  k hiu l ka


,  cng hng vi a


 nu k >  0,  ngc 

hng vi a


 nu k <  0 v c  di bng k a


.  
 

Ta quy c 0


a  = 


0 ,  k


0  = 


0 .   

Ngi ta cn gi tch ca vect vi mt s l tch ca mt s vi mt vect.  
 

V d 1 .  Cho G l trng tm ca tam gic ABC,  D  v E  ln lt l trung im 
ca BC  v AC.  Khi  ta c (h1 .13)  

= 

 

( 2)GA GD ,  

=

 

3AD GD ,  


=   

 1

2
DE AB .  

 

 

 

 

 Hnh 1 .13 

2.   Tnh cht 
 

 

Vi hai vect 


a  v 


b  bt k,  vi mi s h  v k,  ta c 

k + = +

   

( )a b ka kb  ;  

(h  + k) = +

  

a ha ka  ;  

h =

 

( ) ( )ka hk a  ;  

1 .


a  =  


a ,  (1 ).


a  = 


a .  
 

 

 

 

2 Tm vect i  ca cc vect k


a  v 3


a  P 4


b .  
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3.   Trung im ca on thng v trng tm ca tam gic 
a)  Nu I l trung im ca on thng AB  th vi mi im M ta c 

  

MA+MB = 2MI .  

b)  Nu G l trng tm ca tam gic ABC  th vi mi im M ta c 
   

MA+MB+MC = 3MG .  

3  Hy s dng mc 5 ca 2  chng minh cc khng nh trn.  
 

 

 

4.   iu kin  hai  vect cng phng 

iu kin cn v   hai vect 


a  v 


b  ( 

 

0b ) cng phng l c mt s 

k  =

 

a kb .  

Tht vy,  nu =

 

a kb  th hai vect 


a  v 


b  cng phng.  

Ngc li, gi s 


a  v 


b  cng phng.  Ta ly =





a
k

b
 nu 



a  v 


b  cng 

hng v ly = 





a
k

b
 nu 



a  v 


b  ngc hng.  Khi  ta c =

 

a kb .  

Nhn xt.  Ba im phn bit A,  B,  C  thng hng khi v ch khi c s k khc 0 

 =

 

AB kAC .  

 

5.   Phn tch mt vect theo hai vect khng cng phng 

Cho = =

   

,a OA b OB  l hai vect khng 

cng phng v =

 

x OC  l mt vect ty 
.  K CA '  // OB  v CB' // OA  (h.  1 .14).  

Khi  = = + 

   

x OC OA OB .  V 


'OA  v 


a  l hai vect cng phng nn c s h  

 =

 

'OA ha .  V 


'OB  v 


b  cng phng 

nn c s k  =

 

'OB kb .  

Vy = +

  

x ha kb .  Hnh 1.14 
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Khi  ta ni vect 


x  c phn tch (hay cn c gi l biu th) theo hai vect 

khng cng phng 


a  v 


b .  
 

Mt cch tng qut ngi ta chng minh c mnh  quan trng sau y :  

Cho hai vect 


a  v 


b  khng cng phng.  Khi  mi vect 


x  u phn 

tch c mt cch duy nht theo hai vect 


a  v 


b ,  ngha l c duy nht 

cp s h,  k sao cho = +

  

x ha kb .  

Bi ton sau cho ta cch phn tch trong mt s trng hp c th.  
 

 

 

  Bi ton .  Cho tam gic ABC  vi trng tm G.  Gi I l trung im ca on 

AG v K l im trn cnh AB  sao cho =
1

5
AK AB .  

a)  H]y phn tch 
   

, , ,AI AK CI CK  theo = =

   

,a CA b CB ;  

b) Chng minh ba im C,  I,  K thng hng.  
 

Gii 

a) Gi AD  l trung tuyn ca tam gic ABC  (h.  1 .1 5).  Ta c   

=  = 

    1

2
AD CD CA b a .  

Do   

= = = 

    1 1 1 1

2 3 6 3
AI AG AD b a  ;  

= =  = 

     1 1 1
( ) ( )

5 5 5
AK AB CB CA b a  ;    

= + = +  = +

       1 1 1 2

6 3 6 3
CI CA AI a b a b a  ;  

= + = +  = +

       1 1 1 4

5 5 5 5
CK CA AK a b a b a .  

 

b) T tnh ton trn ta c =

 6

5
CK CI .  Vy ba im C,  I,  K thng hng.  

Hnh 1 .15 
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Cu hi  v bi  tp 

1.   Cho hnh bnh hnh ABCD.  Chng minh rng :  

+ + =

   

2AB AC AD AC .  

2.   Cho AK v BM l hai trung tuyn ca tam gic ABC.  H]y phn tch cc vect 
  

, ,AB BC CA  theo hai vect = =

   

,u AK v BM .  

3.   Trn ng thng cha cnh BC  ca tam gic ABC  ly mt im M sao cho 

=

 

3MB MC .  H]y phn tch vect 


AM  theo hai vect =

 

u AB  v =

 

v AC .  

4.   Gi AM l trung tuyn ca tam gic ABC  v D  l trung im ca on AM.  
Chng minh rng  

a)  + + =

   

2 0DA DB DC  ;  

b) + + =

   

2 4OA OB OC OD ,  vi O  l im tu .  
 

5.   Gi M v N ln lt l trung im cc cnh AB  v CD  ca t gic ABCD.  
Chng minh rng :  

= + = +

    

2MN AC BD BC AD .  

6.   Cho hai im phn bit A  v B.  Tm im K sao cho  

+ =

  

3 2 0KA KB .  

7.   Cho tam gic ABC.  Tm im M sao cho + + =

   

2 0MA MB MC .  

8.   Cho lc gic ABCDEF.  Gi M,  N,  P,  Q,  R,  S ln lt l trung im ca cc 
cnh AB,  BC,  CD,  DE,  EF,  FA.  Chng minh rng hai tam gic MPR  v NQS 
c cng trng tm.  

9.   Cho tam gic u ABC  c O  l trng tm v M l mt im tu  trong tam 
gic.  Gi D,  E,  F  ln lt l chn ng vung gc h t M n BC,  AC,  AB.  
Chng minh rng 

+ + =

   3

2
MD ME MF MO .  
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T l vng 
 

 

 

-cl it (Euclide) ,  nh ton  hc ca mi  thi  i   tng  ni  n t l vng trong tc 
phm bt h ca ng  mang tn Nhng  nguyn  tc c bn.  Theo -cl it,  im I 
trn  on AB  c gi  l im chia on AB theo t l vng nu  tho mn   

=
A AB

B A

I

I I
.        (1 )  

 

Hnh 1.16 

t = =
A AB

x
B A

I

I I
 ta c =AB xA

 

I  v =A x B
 

I I .  S x  c gi  l t l vng v 

im I c gi  l im vng ca on  AB.  

 tnh  x,  ta c th t IB  =  1 .  T (1 )  ta c  

   
+

=
1

1

x x

x
 ,  hay   =

2 1 0x x ,  

tc l   
+

= 
1 5

1, 61 803
2

x .  

Vi  t l vng ngi  ta c th to nn  mt hnh ch nht p,  cn  i  v gy hng 
th  cho nhiu  nh hi  ho kin  trc.  V d,  khi  n  tham quan  n  Pc-t-nng  
A-ten (Hi  Lp)  ngi  ta thy kch  thc cc hnh  hnh  hc trong n phn ln  chu  
nh hng ca t l vng.  Nh tm l  hc ngi  c Pht-n (Fichner)   quan st 
v o hng nghn   vt thng  dng  trong i  sng  nh  ca s,  trang  giy vit,  
ba sch. . .  v so snh kch thc gia chiu  di  v chiu  ngang ca chng th thy 
t s gn bng t l vng.  

 

Hnh1.17.   n Pc-t-nng v ng nt kin  trc ca n.  
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 dng im vng I ca on AB  =  a  ta  lm nh sau  :  

V tam gic ABC  vung ti  B,  vi  =

2

a
BC .  ng trn tm C  bn  knh 

2

a
 ct AC  

ti  E.  ng trn  tm A  bn  knh  AE ct AB  ti  I.  

Ta c AC =  
5

2

a
 v AE =  AI =  ( 5 1)

2

a
.  Do  

+
= =


I

5 1

2( 5 1)
2

AB a

aA
.   

 

  
 

 

    Hnh 1 .18          Hnh 1 .19 

 

 

 

S dng im vng I ta c th dng c gc 72o ,  t  dng c ng gic u  
cng nh ngi  sao nm cnh nh sau  :  

Ta dng ng trn tm I bn knh  IA  ct trung  trc ca IB  ti  F ta c 

= 36oFAB  v = 72oABF  (h.1 . 1 8).  

Mt ng  gic u  ni  tip ng trn trn c hai  nh  l in  tip l F v  im xuyn  
tm i  A '  ca A.  T  ta dng  c ngay ba nh cn li  ca ng  gic u.  

Cn lu   rng trn  ngi  sao nm cnh trong hnh  1 . 1 9 th  t s =
I

I I

A AK

K A
 chnh  l 

t l vng.  Ngi  sao vng nm cnh  ca Quc k nc ta c dng theo t s ny.  
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4.  HE TRUC TOA O 

 

 

 

 
Vi mi cp s ch kinh  v v  ngi ta xc nh c mt im trnTri t.  

 

 

 

1 .   Trc v  di  i s trn trc 

a)  Trc to  (hay gi tt l trc) l mt ng thng trn  ] xc nh 

mt im O  gi l im gc  v mt vect n v 


e .  

Ta k hiu trc  l (O ;  


e ) (h.1 .20) 
 

 

 

 
 

Hnh 1.20 

b)  Cho M l mt im tu  trn trc (O ;  


e ).  Khi  c duy nht mt s k 

sao cho =

 

OM ke .  Ta gi s k  l to  ca im M i vi trc e  cho.  
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c)  Cho hai im A  v B  trn trc (O ;  


e ).  Khi  c duy nht s a  sao cho 

=

 

AB ae .  Ta gi s a   l  di i s ca vect 


AB  i vi trc e  cho  

v k hiu a  =  AB .  

Nhn xt.  Nu 


AB  cng hng vi 


e  th AB  = AB,  cn nu 


AB  ngc 

hng vi 


e  th AB  = AB.  

Nu hai im A  v B trn trc (O ;  


e )  c to  ln lt l a  v b th AB  = b   a.  

2.   H trc to  

Trong mc ny ta s xy dng khi nim h trc to   xc nh v tr ca 
im  v ca vect trn mt phng.  

1   Hy tm cch xc nh v  tr qun  xe v qun m trn bn c vua (h.1 .21 )  

 

Hnh 1.21  

a)  nh ngha 

H trc to   
 

( ; , )O i j  gm hai trc 


( ; )O i  v 


( ; )O j  

vung gc vi nhau.  im gc O chung ca hai trc gi l gc 

to .  Trc 


( ; )O i  c gi l trc honh  v k hiu l Ox,  

trc 


( ; )O j  c gi l trc tung v k hiu l Oy.  Cc vect 


i v 


j  l cc vect n v trn Ox v Oy v 


i  =  


j  =  1 .  H 

trc to  
 

( ; , )O i j  cn c k hiu l Oxy (h.1 .22) 
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a)                b)  

Hnh 1 .22 

 

 

Mt phng m trn  ] cho mt h trc to  Oxy  c gi l mt phng 
to  Oxy  hay gi tt l mt phng Oxy.  

b)  To  ca vect 

2 Hy phn tch  cc vect 


a ,  


b  theo hai  vect 


i  v 


j  trong hnh (h.1 .23)  

 

 
 

Hnh 1.23 

 

Trong mt phng Oxy  cho mt vect 


u  tu .  V 


OA  = 


u  v gi 1A ,  2A  

ln lt l hnh chiu vung gc ca A  ln Ox  v Oy  (h.1 .24).  Ta c 

= +

  

1 2OA OA OA  v cp s duy nht (x ;  y)   =

 

1OA xi ,  =

 

2OA y j .  Nh 

vy = +

  

u xi y j .  
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Cp s (x ;  y)  duy nht  c gi l to 

 ca vect 


u  i vi h to  Oxy  v 

vit 


u  = (x ;  y) hoc 


u (x ;  y).  S th nht x 
gi l honh ,  s th hai y  gi l tung  

ca vect 


u .   

Nh vy  
 

  


u  =  (x ;  y)  = +

  

u xi y j  

 

 
 

 

 

Nhn xt.  T nh ngha to  ca vect,  ta thy hai vect bng nhau khi 
v ch khi chng c honh  bng nhau v tung  bng nhau.  

Nu 


u  =  (x ;  y)  ,  


'u  = (x'  ;  y')  th 
 

= 
=  

= 

 

'
x x

u u
y y

 

 

Nh vy, mi vect c hon ton xc nh khi bit to  ca n.  
 

 

 

c)  To  ca mt im 

Trong mt phng to  Oxy  cho mt im M tu .  To  ca vect 


OM  
i vi h trc Oxy  c gi l to   ca im M i vi h trc  
(h.1 .25).  

Nh vy, cp s (x ;  y) l to  ca im M 

khi v ch khi 


OM  = (x ;  y).  Khi  ta vit 
M(x ;  y) hoc M = (x ;  y).  S x c gi l 
honh , cn s y  c gi l tung  ca 
im M.  Honh  ca im M cn c k 

hiu l Mx ,  tung  ca im M cn c k 

hiu l My .   

 

M = (x ;  y)   = +

  

OM xi y j  

 

Ch  rng, nu 1MM Ox ,  2MM Oy  th x = 1OM ,  y  = 2OM .  

Hnh 1 .25 

Hnh 1 .24 
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3  Tm to  ca cc im A,  B,  C trong hnh 1 .26.  Cho ba im D(2 ;  3),  E(0 ;  4),  
F(3 ;  0).  Hy v cc im D,  E,  F trn  mt phng Oxy.  

 

 
 

Hnh 1.26 

 

 

 

d) Lin h gia to  ca im v to  ca vect trong mt phng 

Cho hai im A(x
A 
;  y

A
) v B(x

B 
;  y

B
).  Ta c 

 

 

=  


( ; )B A B AAB x x y y .  

 

4 Hy chng minh cng thc trn.  
 

 

 

3.   To  ca cc vect 
 
u+v ,  

 
u v ,  k


u  

Ta c cc cng thc sau :  
 

 

     Cho  

u  = (u1  ;  u2) ,  =



1 2( ; )v v v .  Khi  :  

      +

 
u v  =  (u1  + v1  ;  u2  + v2)  ;  

      

 
u v  =  (u1    v1  ;  u2    v2) ;  

ku

 = (ku1  ;  ku2  ),  k   .  
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V d 1 .  Cho 


a  =  (1  ;  2),  


b  = (3  ;  4),  


c  = (5  ;  1 ).  Tm to  vect 

= + 

   

2u a b c .   

Ta c 


2a  = (2 ;  4), +

 

2a b  = (5  ;  0),  + 

  

2a b c  = (0 ;  1 ).  

Vy 


u  =  (0 ;  1 ).  
 

V d 2.  Cho 


a  = (1  ;  1 ),  


b  = (2 ;  1 ).  H]y phn tch vect 


c  = (4 ;  1 ) theo 


a  v 


b .   

Gi s = +

  

c ka hb  = (k + 2h  ;  k + h)  

Ta c 
+ =


 + = 

2 4

1

k h

k h
   

=


=

2

1 .

k

h
 

Vy = +

  

2c a b .  
 

 

Nhn xt.  Hai vect 


u  =  (u1; u2  )  ,  


v  =  (v1 ; v2  )  vi 

 

0v  cng phng khi 

v ch khi c mt s k sao cho u1  =  kv1  v u2  =  kv2 .  
 

 

4.  To  trung im ca on thng. To  ca trng tm tam gic 

a)  Cho on thng AB  c A( Ax ;  Ay ),  B( Bx ;  By ).  Ta d dng chng minh 

c to  trung im I( Ix ;  Iy )  ca on thng AB  l :  

 

           
+ +

= =,
2 2

A B A B
I I

x x y y
x y .  

 

 

 

5.  Gi  G  l trng tm ca tam gic ABC.  Hy phn tch vect 


OG  theo ba vect 


OA ,  


OB  v 


OC .  T  hy tnh  to  ca G  theo to  ca A ,  B  v C.  

 

 

b)  Cho tam gic ABC  c A( Ax ;  Ay ),  B( Bx ;  By ),  C( Cx ;  Cy ).  Khi  to  

ca trng tm G( Gx ;  Gy )  ca tam gic ABC  c tnh theo cng thc :  
 

          
+ + + +

= =,
3 3

A B C A B C
G G

x x x y y y
x y .  
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V d.  Cho A(2 ;  0)  ,  B(0 ;  4)  ,  C(1  ;  3).  Tm to  trung im I ca on 
thng AB  v to  ca trng tm G ca tam gic ABC.  

Ta c  xI = 
+

=
2 0

1
2

,     yI =  
+

=
0 4

2
2

 ;  

  xG =  
+ +2 0 1

3
 =  1 ,    yG = 

+ +
=

0 4 3 7

3 3
.   

 

 

 

 

Cu hi  v  bi  tp 

1.   Trn trc (O ;  


e ) cho cc im A, B,  M,  N c to  ln lt l 1 ,  2,  3 ,  2.  

a)  H]y v trc v biu din cc im ] cho trn trc;  

b) Tnh  di i s ca 


AB  v 


MN .  T  suy ra hai vect 


AB  v 


MN  
ngc hng.  

2.   Trong mt phng to  cc mnh  sau ng hay sai ?  

a)  


a  =  ( 3  ;  0)  v 


i  = (1  ;  0)  l hai vect ngc hng;  

b) 


a  = (3  ;  4)  v 


b  = ( 3  ;  4) l hai vect i nhau;  

c)  


a  =  (5  ;  3)  v 


b  =  (3  ;  5)  l hai vect i nhau;  

d) Hai vect bng nhau khi v ch khi chng c honh  bng nhau v tung 
 bng nhau.  

3.  Tm  to  ca cc vect sau :  

a)  =

 

2a i  ;     b)  = 

 

3b j  ;  

c)  = 

  

3 4c i j  ;     d)  = +

  

0, 2 3d i j .  

4.   Trong mt phng Oxy.  Cc khng nh sau ng hay sai ?  

a)  To  ca im A  l to  ca vect 


OA  ;  

b) im A  nm trn trc honh th c tung  bng 0 ;  

c)  im A  nm trn trc tung th c honh  bng 0 ;  

d) Honh  v tung  ca im A  bng nhau khi v ch khi A  nm trn 
ng phn gic ca gc phn t th nht.  
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5.   Trong mt phng to  Oxy  cho im M(x0  ;  y0).  

a)  Tm  to  ca im A  i xng vi M qua trc Ox ;  

b)  Tm to  ca im B i xng vi M qua trc Oy ;  

c)  Tm to  im C  i xng vi M qua gc O.  

6.   Cho hnh bnh hnh ABCD  c A(1  ;  2), B(3  ;  2), C(4 ;  1).  Tm to  nh D.  

7.   Cc im A (4 ;  1 ),  B (2 ;  4)  v C (2 ;  2) ln lt l trung im cc cnh 
BC,  CA  v AB  ca tam gic ABC.  Tnh to  cc nh ca tam gic ABC.  
Chng minh rng trng tm ca cc tam gic ABC  v A B C  trng nhau.  

8.   Cho 


a  = (2 ;  2) ,  


b  =  (1  ;  4).  H]y phn tch  vect 


c  = (5  ;  0)  theo hai vect 


a  v 


b .  
 

 

 

n tp chng I 

I.  Cu hi v bi tp 

1.  Cho lc gic u ABCDEF c tm O.  H]y ch ra cc vect bng 


AB  c im 
u v im cui l O  hoc cc nh ca lc gic.  

2.  Cho hai vect 


a  v 


b  u khc 


0 .  Cc khng nh sau ng hay sai ?  

a)  Hai vect 


a  v 


b  cng hng th cng phng ;  

b) Hai vect 


b  v k


b  cng phng ;  

c)  Hai vect 


a  v (2)


a  cng hng ;  

d) Hai vect 


a  v 


b  ngc hng vi vect th ba khc 


0  th cng phng.  

3.  T gic ABCD  l hnh g nu =

 

AB DC  v =

 

AB BC .  

4.  Chng minh rng +  +

   

a b a b .  

5.  Cho tam gic u ABC  ni tip trong ng trn tm O.  H]y xc nh cc 
im M,  N,  P  sao cho 

a)   = +

  

OM OA OB  ;  b)  = +

  

ON OB OC  ;   c)  = +

  

OP OC OA .  

6.   Cho tam gic u ABC  c cnh bng a.  Tnh 

a)  +

 

AB AC  ;   b)  

 

AB AC .  
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7.  Cho su im M,  N,  P,  Q,  R,  S bt k.  Chng minh rng  

   + + = + +

     

MP NQ RS MS NP RQ .  

8.   Cho tam gic OAB.  Gi M v N ln lt l trung im ca OA  v OB.  Tm 
cc s m,  n  sao cho 

a)  = +

  

OM mOA nOB  ;    b)  = +

  

AN mOA nOB  ;  

c)  = +

  

MN mOA nOB  ;    d)  = +

  

MB mOA nOB .  

9.   Chng minh rng nu G v G  ln lt l trng tm ca cc tam gic ABC  v 

A B C  th = + +

   

3 ' ' ' 'GG AA BB CC .  

10.   Trong mt phng to  Oxy,  cc khng nh sau ng hay sai ?  

a)  Hai vect i nhau th chng c honh  i nhau ;   

b) Vect 

 

0a  cng phng vi vect 


i  nu 


a  c honh  bng 0 ;  

c)  Vect 


a  c honh  bng 0 th cng phng vi vect 


j .  

11.   Cho 


a  =  (2 ;  1 ),  


b  = (3  ;  4),  


c  = (7 ;  2).  

a)  Tm to  ca vect = + 

   

3 2 4u a b c  ;  

b) Tm to  vect 


x  sao cho + = 

   

x a b c  ;  

c)  Tm cc s k v h  sao cho = +

  

c ka hb .  

12.   Cho = 

  1
5

2
u i j ,  = 

  

4v mi j .  

Tm m   


u  v 


v  cng phng.  

13.   Trong cc khng nh sau khng nh no l ng ?  

a)  im A  nm trn trc honh th c honh  bng 0 ;  

b) P  l trung im ca on thng AB  khi v ch khi honh  ca P  bng 
trung bnh cng cc honh  ca A  v B ;  

c)  Nu t gic ABCD  l hnh bnh hnh th trung bnh cng cc to  tng 
ng ca A  v C  bng trung bnh cng cc to  tng ng ca B  v D.  

 

II. Cu hi trc nghim 

1. Cho t gic ABCD.  S cc vect khc 


0  c im u v im cui l nh 
ca t gic bng :  

(A) 4 ;   (B) 6 ;    (C) 8  ;    (D) 12.  
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2.   Cho lc gic u ABCDEF  c tm O.  S cc vect khc 


0  cng phng vi 


OC  c im u v im cui l nh ca lc gic bng :  

(A) 4 ;   (B)  6 ;    (C) 7 ;    (D) 8.  
 

3.   Cho lc gic u ABCDEF  c tm O.  S cc vect bng vect 


OC  c im 
u v im cui l nh ca lc gic bng :  

(A) 2 ;   (B) 3  ;    (C) 4 ;    (D) 6.  

4.   Cho hnh ch nht ABCD  c AB  =  3,  BC  = 4.   di ca vect 


AC  l :  

(A) 5  ;   (B)  6 ;    (C) 7 ;    (D) 9.  

5.   Cho ba im phn bit A,  B,  C.  ng thc no sau y l ng ?  

(A)  =

  

CA BA BC  ;    (B)  + =

  

AB AC BC  ;  

(C) + =

  

AB CA CB  ;    (D)  =

  

AB BC CA .  

6.   Cho hai im phn bit A  v B.   iu kin  im I l trung im ca on 
thng AB   l :  

(A) IA  =  IB ;     (B) =

 

I IA B  ;    

(C) = 

 

I IA B  ;     (D) =

 

I IA B .  

7.   Cho tam gic ABC  c G l trng tm, I l trung im ca on thng BC.  
ng thc no sau y l ng ?  

(A) =

 

2 IGA G  ;      (B) = 

 1

3
I IG A  ;   

(C) + =

  

2GB GC GI  ;    (D) + =

  

GB GC GA .  

8.   Cho hnh bnh hnh ABCD.  ng thc no sau y l ng ?  

(A) + =

  

2AC BD BC  ;    (B) + =

  

AC BC AB  ;  

(C)  =

  

2AC BD CD  ;    (D)  =

  

AC AD CD .  

9.   Trong mt phng to  Oxy  cho hnh bnh hnh OABC, C  nm trn Ox.  
Khng nh no sau y l ng ?  

(A) 


AB  c tung  khc 0 ;   (B) A  v B  c tung  khc nhau ;   

(C) C  c honh  bng 0 ;   (D) + A C Bx x x  = 0.  
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10.   Cho 


u  =  (3  ;  2),  


v  = (1  ;  6).  Khng nh no sau y l ng ?  

(A) +

 

u v  v 


a  = ( 4 ;  4)  ngc hng ;  

(B) 


u  v 


v  cng phng ;  

(C) 

 

u v  v 


b  = (6 ;  24) cng hng ;  

(D) 2 +

 

u v  v 


v  cng phng.  

11.   Cho tam gic ABC  c A(3  ;  5),  B(1  ;  2),  C(5 ;  2).  Trng tm ca tam gic ABC  
l :  

(A) G1(3  ;  4)  ;     (B) G2(4 ;  0)  ;  

(C) G3( 2  ;  3)  ;     (D) G4(3  ;  3).  

12.   Cho bn im A(1  ;  1 ),  B(2 ;  1 ),  C(4 ;  3),  D(3  ;  5).  Chn mnh  ng :  

(A) T gic ABCD  l hnh bnh hnh ;  

(B) im G(2 ;  
5

3
)  l trng tm ca tam gic BCD ;  

(C) =

 

AB CD  ;  

(D) 


AC ,  


AD  cng phng.  

13.   Trong mt phng Oxy  cho bn im A( 5  ;  2),  B( 5  ;  3),  C(3  ;  3),  D(3  ;  2).  
Khng nh no sau y l ng ?  

(A) 


AB  v 


CD  cng hng ;   (B)  T gic ABCD  l hnh ch nht ;  

(C) im I( 1  ;  1 )  l trung im AC ;  (D) + =

  

OA OB OC .  

14.   Cho tam gic ABC.  t =

 

a BC ,  =

 

b AC .  

Cc cp vect no sau y cng phng ?  

(A) +

 

2a b  v +

 

2a b  ;    (B) 

 

2a b  v 

 

2a b  ;  

(C) +

 

5a b  v  

 

10 2a b  ;   (D) +

 

a b  v 

 

a b .  

15.   Trong mt phng to  Oxy  cho hnh vung ABCD  c gc O  l tm ca hnh 
vung v cc cnh ca n song song vi cc trc to .  Khng nh no sau 
y l ng ?  

(A) +

 

OA OB  = AB ;    (B)  

 

OA OB  v 


DC  cng hng ;  

(C) = A Cx x  v =A Cy y  ;   (D) = B Cx x  v = C By y .  
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16.   Cho M(3  ;  4).  K MM1  vung gc vi Ox,  MM2  vung gc vi Oy.  Khng 

nh no sau y l ng ?  

(A) 1OM  =  3  ;       (B) 2OM  =  4 ;   

(C) 

 

1 2OM OM  c to  ( 3 ;  4) ;   (D) +

 

1 2OM OM  c to  (3 ; 4). 

17.  Trong mt phng to  Oxy  cho A(2 ;  3),  B(4 ;  7).  To  trung im I ca 
on thng AB  l 

(A) (6 ;  4) ;      (B) (2 ;  1 0)  ;    

(C) (3  ;  2)  ;      (D) (8  ;  21).  

18.   Trong mt phng to  Oxy  cho A(5 ;  2),  B(10 ;  8).  To  ca vect 


AB  l 

(A) (15 ;  10)  ;      (B) (2 ;  4)  ;    

(C) (5  ;  6) ;      (D) (50 ;  16).  

19.   Cho tam gic ABC c B(9 ;  7), C(11  ;  1), M v N ln lt l trung im ca AB  

v AC.  To  ca vect 


MN  l 

(A) (2 ;  8) ;      (B)  (1  ;  4) ;   

(C) (10 ;  6)  ;      (D) (5  ;  3).  

20.   Trong mt phng to  Oxy  cho bn im A(3  ;  2),  B(7  ;  1 ),  C(0 ;  1 ),  

D(8  ;  5).  

Khng nh no sau y l ng ?  

(A) 


AB  v 


CD  i nhau ;  

(B) 


AB  v 


CD  cng phng nhng ngc hng ;  

(C) 


AB  v 


CD  cng phng v cng hng ;  

(D) A,  B,  C,  D  thng hng.  

21.   Cho ba im A(1  ;  5),  B(5  ;  5),  C(1  ;  1 1 ).  Khng nh no sau y l ng ?  

(A) A,  B,  C  thng hng ;     

(B) 


AB  v 


AC  cng phng ;  

(C) 


AB  v 


AC  khng cng phng ;    

(D) 


AC  v 


BC  cng phng.  
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22.   Cho 


a  =  (3  ;  4),  


b  = (1  ;  2).  To  ca vect +

 

a b  l 

(A) (4 ;  6) ;  (B) (2 ;  2) ;  (C) (4 ;  6) ;    (D) (3  ;  8).  

23.   Cho 


a  =  (1  ;  2),  


b  = (5  ;  7).  To  ca vect 

 

a b  l 

(A) (6 ;  9) ;  (B) (4 ;  5) ;  (C) (6 ;  9)  ;   (D) (5 ;  14).  

24.   Cho 


a  =  (5 ;  0),  


b  = (4 ;  x).  Hai vect 


a  v 


b  cng phng nu s x l 

(A) 5 ;   (B) 4 ;    (C) 0 ;     (D) 1 .  

25.   Cho 


a  =  (x ;  2),  


b  = (5 ;  1 ),  


c  =  (x ;  7).  Vect = +

  

2 3c a b  nu 

(A) x  = 15 ;  (B) x =  3  ;   (C) x = 1 5  ;   (D) x = 5.  

26.   Cho A(1  ;  1 ),  B(2 ;  2),  C(7 ;  7).  Khng nh no ng ?  

(A) G(2 ;  2)  l trng tm ca tam gic ABC  ;  

(B) im B   gia hai im A  v C  ;  

(C) im A   gia hai im B  v C  ;  

(D) Hai vect 


AB  v 


AC  cng hng.  

27.   Cc im M(2 ;  3),  N(0 ;  4),  P(1  ;  6) ln lt l trung im cc cnh BC,  
CA,  AB  ca tam gic ABC.  To  nh A  ca tam gic l :  

(A) (1  ;  5) ;  (B) (3  ;  1 ) ;  (C) (2 ;  7) ;   (D) (1  ;  10).  

28.   Cho tam gic ABC  c trng tm l gc to  O,  hai nh A  v B  c to  l 
A(2 ;  2),  B(3  ;  5).  To  ca nh C  l :  

(A) (1  ;  7) ;  (B)(2 ;  2) ;  (C) (3  ;  5) ;   (D) (1  ;  7).  

29.   Khng nh no trong cc khng nh sau l ng ?  

(A) Hai vect 


a  =  (5 ;  0)  v 


b  =  (4 ;  0)  cng hng ;  

(B) Vect 


c  = (7  ;  3)  l vect i ca 


d  = (7;  3)  ;  

(C) Hai vect 


u  =  (4 ;  2)  v 


v  =  (8  ;  3)  cng phng ;  

(D) Hai vect 


a  =  (6 ;  3)  v 


b  = (2 ;  1 )  ngc hng.  

30. Trong h trc (O ;  


i ,  


j ),  to  ca vect 


i  + 


j  l :  

(A) (0 ;  1 )  ;  (B) (1  ;  1 )  ;  (C) (1  ;  0)  ;   (D) (1  ;  1 ).  
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   Tm hiu v vect 

 
 

 

 

 

Vic nghin  cu  vect v cc php ton trn  cc vect bt ngun t nhu  cu  ca 
c hc v vt l .  Trc th k XIX ngi  ta dng to   xc nh  vect v quy cc 
php ton  trn  cc vect v cc php ton  trn  to  ca chng.  Ch vo gia th 
k XIX,  ngi  ta mi  xy dng c cc php ton trc tip trn cc vect nh 

chng ta  nghin  cu trong chng I.  Cc nh ton  hc Ha-min-tn   

(W. Hamilton),  Grat-sman (H.  Grassmann)  v Gip (J.  Gibbs)  l nhng ngi  u  
tin nghin cu  mt cch c h thng v vect.  Thut ng Vect cng c a 
ra t cc cng trnh  y.  Vector theo ting  La-tinh  c ngha l Vt mang.  n  u 
th k XX vect c hiu  l phn t ca mt tp hp no  m trn   cho 
cc php ton thch  hp  tr thnh  mt cu  trc gi  l khng  gian vect.  Nh 

ton  hc Vy (Weyl)   xy dng  hnh  hc -cl i t da vo khng gian  vect theo h 
tin  v c nhiu  ngi  tip nhn mt cch thch th.  i  tng c bn  c 
a ra trong h tin   ny l im  v vect.  Vic xy dng ny cho php ta c th 
m rng  s chiu  ca khng gian  mt cch d dng v c th s dng cc cng c  
ca l  thuyt tp hp v nh x.  ng thi  hnh  hc c th s dng nhng cu trc 
i  s  pht trin  theo cc phng hng mi .  

Vo nhng nm gia th k XX,  trong xu  hng hin  i  ho chng trnh  ph 
thng,  nhiu  nh ton  hc trn th gii   vn  ng a vic ging dy vect vo 

trng  ph thng.    nc ta,  vect v to  cng  c a vo ging dy  
trng ph thng cng  vi  mt chng trnh  ton hin  i  nhm i  mi   nng  
cao cht lng gio dc cho ph  hp vi  xu  th chung  ca th gii .  
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TCH VO HNG CUA HAI VECT 
VA NG DUNG  

 

 

 

 

 

 

 Gi tr  lng gic ca mt  gc  vi 0

o       180

o
 

 Gi tr  lng gic ca mt gc bt k t 0o n 1 80o  

 Tch v hng ca hai  vect v ng dng 

 Cc h thc lng trong tam gic v gii  tam gic 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trong chng ny chng ta s nghin cu thm mt 

php ton mi  v vect,  l  php nhn v hng 

ca hai  vect.  Php nhn ny cho kt qu l  mt 

s, s  gi  l  tch v hng ca hai vect.   c 

th xc nh tch v hng ca hai  vect ta cn n 

khi  nim gi tr lng gic ca mt gc  bt k vi 

0o       180o l  m rng ca khi  nim t s lng 

gic ca mt gc nhn   bit  lp 9.  

 

 

 

CHNG  II 
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1.  GIA TR LNG GIAC CUA MOT GOC BAT 
K 
T 0o  EN 180o 

1   Tam gic ABC vung ti  A  c gc nhn ABC  =  .  Hy nhc li  nh ngha cc t s 
lng gic ca gc nhn   hc  lp 9.  

 

 

 

 

 

 

                Hnh 2.1  

2  Trong mt phng to  Oxy,  na ng trn tm O  nm pha trn  trc honh bn  
knh  R =  1  c gi  l na ng trn n v (h.2.2).  Nu cho trc mt gc nhn  
th ta c th xc nh  mt im M duy nht trn  na ng trn n v  sao cho  

xOM  =  .  Gi s im M c to  (x0  ;  y0) .  

 Hy chng t rng sin  = y0 ,  cos  = x0,  tan  = 0

0

y

x
,  cot  = 0

0

x

y
.  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

                             Hnh 2.2 

M rng khi nim t s lng gic i vi gc nhn cho nhng gc  bt k 

vi 0o       1 80o,  ta c nh ngha sau y :  
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1 .   nh ngha 

Vi mi gc  ( 0o        1 80o)  ta xc 
nh mt im M trn na ng trn n 

v (h.2.3)  sao cho xOM  =   v gi s 

im M c to  M(x0  ;  y0).  Khi  ta 

nh ngha :  

  sin ca gc   l y0,  k hiu sin  = y0  ;  

  csin ca gc  l x0,  k hiu cos  = x0 ;  

  tang ca gc   l 0

0

y

x
 (x0   0),  k hiu tan  = 

0

0

y

x
 ;  

  ctang ca gc  l 0

0

x

y
 (y0   0),  k hiu cot = 

0

0

x

y
.  

Cc s sin,  cos,  tan,  cot  c gi l cc gi tr lng gic ca gc .  
 

 

V d.  Tm cc gi tr lng gic ca gc 1 35o.  

Ly im M trn na ng trn n v sao cho xOM  = 1 35o.  Khi  ta c 

yOM  = 45o.  T  ta suy ra to  ca im M l 
2 2

;
2 2

 
- 

 
 (h.2.4).  

Vy  o 2
sin135

2
=  ;   = 

o 2
cos135

2
 

 tan o135 =  1  ;   cot o135 =  1 .  
 

 Ch .     Nu   l gc t th cos < 0,  tan  <  0,  cot < 0.  

   tan ch xc nh khi  
o90 , 

  cot ch xc nh khi  
o0  

  v  
o180 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 2.3 

Hnh 2.4 
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  

2.   Tnh cht  

Trn hnh 2.5  ta c dy cung NM song song vi trc Ox  v nu xOM  =   

th xON  =  180o    .  Ta c = = 0M Ny y y ,  =  = 0M Nx x x .  Do   

   sin  =  sin (180o    ) 

   cos =    cos  (180o    )  

   tan  =   tan (180o    )  

   cot  =   cot (180o    ).  

 
 

3.   Gi tr  lng gic ca cc gc c bit 

Gi tr lng gic ca cc gc bt k c th tm thy trn bng s hoc trn 
my tnh b ti.  

Sau y l gi tr lng gic ca mt s gc c bit m chng ta cn ghi nh.   
 

Bng gi tr  lng gic ca cc gc c bit 

 
Gi tr  
lng gic 

0o 30o  45o  60o  90o  1 80o  

sin  0 
1

2
 

2

2
 

3

2
 1  0 

cos  1  
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 1  

tan  0 
1

3
 1  3    0 

cot   3  1  
1

3
 0   

 

 

 

Trong bng,  k hiu " "   ch gi tr lng gic khng xc nh.  

Hnh 2.5 
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 Ch .  T gi tr lng gic ca cc gc c bit Z cho trong bng v tnh 
cht trn,  ta c th suy ra gi tr lng gic ca mt s gc c bit khc.  

Chng hn :  

o o o o 3
sin120 sin(180 60 ) sin 60

2
=  = =  

o o o o 2
cos135 cos(180 45 ) cos 45

2
=  =  =  .  

 

3 Tm cc gi tr  lng  gic ca cc gc o120 ,  o150 .  

 

 

4.   Gc gia hai  vect 

a) nh ngha 

Cho hai vect a


 v b


 u khc vect 0


.  T mt im O bt 

k ta v =OA a
 

 v =OB b
 

.  Gc AOB  vi s o t 0o  n 

180o  c gi l gc gia hai vect a


 v b


.  Ta k hiu gc 

gia hai vect a


 v b


 l ( a


,  b


)  (h.2.6).  Nu ( a


,  b


) =  90o  

th ta ni rng a


 v b


 vung gc vi nhau,  k hiu l a


  b


 

hoc b


   a


.   
 

 

 

b)  Ch .  T nh ngha ta c (


a ,  


b )  = (


b ,  


a ).  

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 2.6 

 

4  Khi  no gc gia hai  vect bng 0o  ?  Khi  no gc gia hai  vect bng 1 80o  ?  
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c)  V d.  Cho tam gic ABC  vung ti A  v c gc  o50B =  (h.2.7).  Khi  :  

o( , ) 50BA BC =

 

 ,  o( , ) 130AB BC =

 

,  

o( , ) 40CA CB =

 

,  o( , ) 40AC BC =

 

,  

o( , ) 140AC CB =

 

,  o( , ) 90AC BA =

 

.   

 

 

 
 

 

 

5.   S dng my tnh b ti   tnh gi tr  lng gic ca mt gc 

Ta c th s dng cc loi my tnh b ti  tnh gi tr lng gic ca mt 
gc,  chng hn i vi my CASIO fx   500MS cch thc hin nh sau :  

 

a)  Tnh cc gi tr lng gic ca gc  

Sau khi m my n phm MODE  nhiu ln  mn hnh hin ln dng 

ch ng vi cc s sau y :  
 

   Deg  Rad  Gra 

     1     2    3  
 

 

Sau  n phm 1   xc nh n v o gc l ""  v tnh gi tr lng 

gic ca gc.  

  Tnh sin,  cos v tan.  
 

V d 1 .  Tnh sin 63o  52'  41 '' .  

n lin tip cc phm sau y :  

sin  63  , , ,o  52 , , ,o  41  , , ,o  =    

Ta c kt qu l :  sin 63o  52'  41 ''    0,  897859012.  

 tnh cos v tan  ta cng lm nh trn, ch thay vic n phm sin  

bng phm cos  hay tan .  

Hnh 2.7 
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b)  Xc nh  ln ca gc khi bit gi tr lng gic ca gc  

Sau khi m my v chn n v o gc,   tnh gc x khi bit cc gi tr 
lng gic ca gc  ta lm nh v d sau.  

 

V d 2.  Tm x  bit sinx =  0,3502.  

Ta n lin tip cc phm sau y :  

SHIFT  sin  0.3502 =  SHIFT  , , ,o  

v c kt qu l :  o20 29 ' 58 ''x  .  

Mun tm x khi bit cosx,  tanx ta lm tng t nh trn, ch thay phm sin   

bng phm cos ,  tan .  

 

 

 

Cu hi  v bi  tp 

1. Chng minh rng trong tam gic ABC  ta c :  

a)  sin A  = sin(B  + C);    b)  cos A  =  cos(B  + C).  

2.   Cho AOB  l tam gic cn ti O  c OA  =  a  v c cc ng cao OH v AK.  

Gi s =AOH .  Tnh AK v OK theo a  v .  

3.   Chng minh rng :  

a)  =
o osin105 sin 75  ;  

b)  = 
o ocos170 cos10  ;  

c)  = 
o ocos122 cos 58 .  

4.   Chng minh rng vi  mi gc  (  
o o0 180 ) ta u c  + =

2 2cos sin 1 .  

5.   Cho gc x,  vi =
1

cos
3

x .  Tnh gi tr ca biu thc :  = +
2 23 sin cosP x x .  

6.  Cho hnh vung ABCD.  Tnh :  

cos( ,AC BA

 

),  sin( ,AC BD

 

),  cos( ,AB CD

 

).  
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2.  TCH VO HNG CUA HAI VECT 

 

 

 

 

Trong vt l,  ta bit rng nu c mt lc 


F  tc ng ln mt vt ti im O  v 
lm cho vt  di chuyn mt quZng 

ng s  = OO' th cng A  ca lc 


F  
c tnh theo cng thc :  

A  =  . cosF OO 
 

   (h.2.8)   

trong  


F  l cng  ca lc 


F  tnh bng Niutn (vit tt l N),  


'OO  l 

 di ca vect 


'OO  tnh bng mt (m),   l gc gia hai vect 


'OO  v 


F ,  

cn cng A  c tnh bng Jun (vit tt l J).  

Trong ton hc,  gi tr A  ca biu thc trn (khng k n v o) c gi l 

tch v hng ca hai vect 


F  v 


'OO .   
 

1 .   nh ngha 

Cho hai vect a  v b  u khc vect 0 .  Tch v hng ca a  

v b  l mt s, k hiu l .a b , c xc nh bi cng thc sau : 
 

     .a b  = . cos( , )a b a b .  

 

 

 

Trng hp t nht mt trong hai vect a  v b  bng vect 0  ta quy c  

.a b  = 0.  
 

 

 Ch  

a)  Vi a  v b  khc vect 0  ta c .a b  =  0   a b .  

b)  Khi a  = b  tch v hng a . a  c k hiu l 
2

a  v s ny c gi l 

bnh phng v hng ca vect a .  

Ta c 
22 o. cos 0a a a a= = .  

Hnh 2.8 
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V d.  Cho tam gic u ABC  c cnh bng a  v c chiu cao AH.  Khi  ta 

c (h.2.9)  

o 21
. . . cos 60

2
AB AC a a a= =

 

,  

o 21
. . . cos120

2
AC CB a a a= = 

 

,  

o3
. . . cos 90 0

2

a
AH BC a= =

 

.   

 
        Hnh 2.9 

2.   Cc tnh cht ca tch v hng 

Ngi ta chng minh c cc tnh cht sau y ca tch v hng :  
 

 

Vi ba vect a ,  b ,  c  bt k v mi s k ta c :  

  a . b  = b . a  (tnh cht giao hon) ;  

  a .( b  + c )  = a . b  + a . c  (tnh cht phn phi)  ;  

  (k a ). b  = k( a . b )  = a .(kb )  ;  

  
2

0a ,  
2
a  = 0   a  =  0 .  

 

 

 

 

 

 

Nhn xt.  T cc tnh cht ca tch v hng ca hai vect ta suy ra :  
 

 

+ = + +
2 22( ) 2 .a b a a b b  ;  

 =  +
2 22( ) 2 .a b a a b b  ;  

+  = 
2 2

( ).( )a b a b a b .  

 

 

 

 

1   Cho hai  vect a  v b  u khc vect 0 .  Khi  no th tch  v hng ca hai  vect  
l s dng ? L s m ? Bng 0 ? 
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ng dng.  Mt xe gong chuyn ng t A  n B  di tc dng ca lc 


F .  

Lc 


F  to vi hng chuyn ng mt gc ,  tc l (
 

,F AB )  =  (h.2.10).  

 

Hnh 2.10 

Lc 


F  c phn tch thnh hai thnh phn 


1F  v 


2F  trong  


1F  vung 

gc vi 


AB ,  cn 


2F  l hnh chiu ca 


F  ln ng thng AB.  Ta c 

= +

  

1 2F F F .  Cng A  ca  lc 


F  l  A  = 1 2. ( ).F AB F F AB= +

    

 = 

= 1 2. .F AB F AB+

   

 = 2 .F AB
 

.  

Nh vy lc thnh phn 


1F  khng lm cho xe gong chuyn ng nn 

khng sinh cng.  Ch c thnh phn 


2F  ca lc 


F  sinh cng lm cho xe 

gong chuyn ng t A  n B.   

Cng thc A  =  


F .


AB  l cng thc tnh cng ca lc 


F  lm vt di chuyn 

t A  n B  m ta Z bit trong vt l.  
 

3.   Biu thc to  ca tch v hng 

Trn mt phng to  (O  ;  i ,  j ),  cho hai vect a  = (a1  ;  a2),  b  = (b1  ;  b2).  

Khi  tch v hng a . b  l :  
 

 

    a . b   = a1b1  + a2b2.  
 

Tht vy  a . b  = +1 2( )a i a j . +1 2( )b i b j  

=  + + +

2 2
1 1 2 2 1 2 2 1. . . .a b i a b j a b i j a b j i .  

V =

2 2
i j = 1  v =. .i j j i  = 0 nn suy ra :  

a . b  = a1b1  + a2b2.  
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Nhn xt.  Hai vect 


a  =  (a1  ;  a2),  


b  = (b1  ;  b2)  u khc vect 


0  vung gc 

vi nhau khi v ch khi  

a1b1  + a2b2 = 0.  

 

 

 

2  Trn mt phng to  Oxy cho ba im A(2 ;  4),  B(1  ;  2),  C(6 ;  2).  Chng minh rng  



 

AB AC .  
 

4.   ng dng 

a)  di ca vect 

 di ca vect 


a  = (a1  ;  a2)  c tnh theo cng thc :  

 

 

       = +



2 2
1 2a a a .  

 

 

Tht vy,  ta c  = = = + = +

   2 2 2 2
1 1 2 2 1 2.a a a a a a a a a a .  

Do   = +



2 2
1 2a a a .  

 

 

 

b)  Gc gia hai vect 

T nh ngha tch v hng ca hai vect ta suy ra nu =



1 2( ; )a a a  v 

=



1 2( ; )b b b  u khc 


0  th ta c :  

 

cos
+

= =

+ +

 

 

 

1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

.
( , )

. .

a b a ba b
a b

a b a a b b

.  

 

 

 

 

V d.  Cho 


OM  = (2 ;  1 ),  


ON  = (3  ;  1).  

Ta c cos
 +

= = = = 

 

 

 

. 6 1 2
cos( , )

25. 10.

OM ON
MON OM ON

OM ON

.  

Vy o( , ) 135OM ON =

 

.  
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c)  Khong cch gia hai im 

Khong cch gia hai im A(x
A 
; y

A
) v B(x

B 
; y

B
) c tnh theo cng thc :  

 

 

      AB  =   + 
2 2( ) ( )B A B Ax x y y .  

 

 

Tht vy,  v  =  



( ; )B A B AAB x x y y  nn ta c  

      AB  = =  + 



2 2( ) ( )B A B AAB x x y y .  
 

 

V d.  Cho hai im M(2 ;  2)  v N(1  ;  1 ).  Khi  


MN  = (3  ;  1 ) v khong 

cch MN l :  = +  =



2 23 ( 1) 10MN .  
 

 

 

 

 

Cu hi  v  bi  tp 

1.   Cho tam gic vung cn ABC c AB  =  AC  = a.  Tnh cc tch v hng 
 

.AB AC ,  
 

.AC CB .   

2.  Cho ba im O,  A,  B  thng hng v bit OA  =  a,  OB  = b.  Tnh tch v hng 
 

.OA OB  trong hai trng hp :  

a)  im O  nm ngoi on AB  ;  

b)  im O  nm trong on AB  .  

3.   Cho na ng trn tm O  c ng knh AB  = 2R.  Gi M v N l hai im 
thuc na ng trn sao cho hai dy cung AM v BN ct nhau ti I.  

a)  Chng minh =

   

. .I IA AM A AB  v =

   

. .I IB BN B BA  ;  

b)  HZy dng kt qu cu a)  tnh +

   

. .I IA AM B BN  theo R.  

4.   Trn mt phng Oxy,  cho hai im A(1  ;  3),  B(4 ;  2).  

a)  Tm to  im D  nm trn trc Ox sao cho DA  =  DB  ;  

b)  Tnh chu vi tam gic OAB  ;  

c)  Chng t OA  vung gc vi AB  v t  tnh din tch tam gic OAB.  
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5.   Trn mt phng Oxy  hZy tnh gc gia hai vect a  v b  trong cc trng 
hp sau :  

a)  a  =  (2 ;  3),  b  = (6 ;  4) ;  

b) a  = (3  ;  2),  b  =  (5  ;  1 )  ;  

c)  a  =  ( 2 ;  2 3 ),  b  = (3  ;  3 ).  

6.   Trn mt phng to  Oxy  cho bn im A(7 ;  3), B(8 ;  4), C(1  ;  5),  D(0 ;  2).  

Chng minh rng t gic ABCD  l hnh vung.  

7.   Trn mt phng Oxy  cho im A( 2 ;  1 ).  Gi B  l im i xng vi im A  
qua gc to  O.  Tm to  ca im C  c tung  bng 2 sao cho tam gic 
ABC  vung  C.  

 

 

 
 

 

 

3.  CAC HE THC LNG TRONG TAM GIAC 
VA GIAI TAM GIAC 

 

 

 

 

 

 

Chng ta bit rng mt tam gic c hon ton xc nh nu bit mt s 
yu t,  chng hn bit ba cnh,  hoc hai cnh v gc xen gia hai cnh .  

Nh vy gia cc cnh v cc gc ca mt tam gic c mt mi lin h xc 
nh no  m ta s gi l cc h thc lng trong tam gic.  Trong phn 
ny chng ta s nghin cu nhng h thc  v cc ng dng ca chng.  

i vi tam gic ABC  ta thng k hiu :  a  = BC,  b  = CA,  c  = AB.  
 

 

 

1   Tam gic ABC vung ti  A  c ng cao AH =  h  v c BC =  a,  CA  =  b,  AB  =  c.  Gi  
BH =  c' v CH =  b' (h.2.1 1 ).  Hy in vo cc  trng trong cc h thc sau  y  
c cc h thc lng trong tam gic vung :   
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 = +
2 2
a b  . . .  

 = 
2

b a  . . .  

 = 
2

c a  . . .  

 = 
2

h b  . . .  

 ah  =  b    . . .  

 = +
2 2

1 1 1

. . . b c

 

 sinB  =  cosC  =  
. . .

a
;  sinC  =  cosB  =  

. . .

a
 

 tanB  =  cotC =  
. . .

c
;  cotB  =  tanC  =  

. . .

b
.  

Trc tin ta tm hiu hai h thc lng c bn trong tam gic bt k l nh 
l csin v nh l sin.  

1 .   nh l csin 

a)  Bi ton.  Trong tam gic ABC  

cho bit hai cnh AB,  AC  v gc A,  
hZy tnh cnh BC  (hnh 2.12).  

Gii 

Ta c  ( )= = 
   222

BC BC AC AB  

=  + 
   2 2

2 .AC AB AC AB  

= + 
   2 22 2 . cosBC AC AB AC AB A .   

Vy ta c = + 2 2 2 2 . . cosBC AC AB AC AB A  

    nn  BC  =  + 2 2 2 . . cosAC AB AC AB A .  

Hnh 2.11  

Hnh 2.12 
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T kt qu ca bi ton trn ta suy ra nh l sau y :   

b)  nh l csin 

Trong tam gic ABC bt k vi BC =  a,  CA =  b,  AB =  c ta c :  
 

a2  =  b2  +  c2    2bc cosA  ;  

b2  =  a2  +  c2    2ac cosB  ;  

c2  =  a2  +  b2    2ab cosC.  
 

 

 

2  Hy pht biu nh l  csin  bng li.  

3  Khi  ABC l tam gic vung,  nh  l  csin  tr thnh nh  l  quen thuc no ? 

T nh l csin ta suy ra :  

H qu 
 

+ 
=

+ 
=

+ 
=

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos ;
2

cos ;
2

cos .
2

b c a
A

bc

a c b
B

ac

a b c
C

ab

 

 

c)  p dng.  Tnh  di ng trung tuyn ca tam gic.  

Cho tam gic ABC  c cc cnh BC  =  a,  CA  = b  v AB  = c.  Gi am ,  bm  v 

cm  l  di cc ng trung tuyn ln lt v t cc nh A,  B  v C  ca 

tam gic.  Ta c :  
 

+ 
=

2 2 2
2 2( )

4
a

b c a
m  ;  

+ 
=

2 2 2
2 2( )

4
b

a c b
m  ;  

+ 
=

2 2 2
2 2( )

4
c

a b c
m .  Hnh 2.13 
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Tht vy, gi M l trung im ca cnh BC,  p dng nh l csin vo tam 
gic AMB  ta c :   


= +   

2
2 2 2 . . cos

2 2a

a a
m c c B  = +

2
2

4

a
c    ac  cos B  

V cosB  = 
+ 

2 2 2

2

a c b

ac
 nn ta suy ra :  

= + 

2
2 2

4a

a
m c ac .

+ 
2 2 2

2

a c b

ac
 = 

+ 
2 2 22( )

4

b c a
.  

Chng minh tng t ta c :  

+ 
=

2 2 2
2 2( )

4b

a c b
m  

+ 
=

2 2 2
2 2( )

4c

a b c
m .  

4 Cho tam gic ABC c a  =  7  cm,  b  =  8  cm v c =  6 cm.  Hy tnh  di  ng trung  

tuyn 
a

m  ca tam gic ABC  cho.  

d) V d 

V d 1 .  Cho tam gic ABC  c cc cnh AC  = 10 cm, BC  =  16 cm v gc  

C  =  o110 .  Tnh cnh AB  v cc gc A,  B  ca tam gic .  
 

Gii 

t BC  = a,  CA  = b,  AB  =  c.  

Theo nh l csin ta c :  

c
2   =  a2  + b2    2ab  cos C  

  =  162  + 102    2.16.10.cos110o  

c
2    465,44.  

Vy   465, 44c 21 ,6 (cm).   
 

 

 

 

 

 

 

 

 Hnh 2.14 
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Theo h qu nh l csin ta c :  

   cos A  = 
+  + 

 

2 2 2 2 2 210 (21, 6) 16

2 2.10.(21, 6)

b c a

bc
 0,7188.  

Suy ra  A  44o2 ,    =  + 
o o180 ( ) 25 58 'B A C .  

 

V d 2.   Hai lc 1f


 v 2f


 cho trc cng tc dng ln mt vt v to thnh 

gc nhn ( )1 2,f f =
 

.  HZy lp cng thc tnh cng  ca hp lc s .  

Gii 

t =
 

1AB f ,  =
 

2AD f  v v hnh 

bnh hnh ABCD  (h.2.15).  

Khi  1 2AC AB AD f f s= + = + =
    

.  

Vy = = +
  

1 2s AC f f .  

Theo nh l csin i vi tam gic ABC  ta c  

   = + 
2 2 2 2 . . cosAC AB BC AB BC B ,  

hay   
2 2 2 o

1 2 1 22 . . cos(180 )s f f f f = +  
   

.  

Do    
2 2

1 2 1 22 . . coss f f f f = + +
   

.  

 

 

 

2.   nh l sin 

5  Cho tam gic ABC vung  A  ni  tip trong ng trn bn knh  R v c BC =  a,  

CA  =  b,  AB  =  c.  Chng minh h thc :  

= =
sin sin sin

a b c

A B C
 = 2R.  

 

 

i vi tam gic ABC  bt k ta cng c h thc trn.  H thc ny c gi l 

nh l sin trong tam gic.  

 

Hnh 2.15 



 51  

a)  nh l sin 

Trong tam gic ABC  bt k vi BC =  a,  CA =  b,  AB =  c v R 

l bn knh ng trn ngoi tip,  ta c :  
 

 

= =

sin sin sin

a b c

A B C
= 2R.  

 

 

 

 

Chng minh.  Ta chng minh h thc 
sin

a

A
 = 2R.  Xt hai trng hp :  

  Nu gc A  nhn,  ta v ng knh BD  ca ng trn ngoi tip tam gic 

ABC  v khi  v tam gic BCD  vung ti C  nn ta c BC  =  BD . sinD  hay  
a  = 2R. sinD  (h.2.16a).  

Ta c =BAC BDC  v  l hai gc ni tip cng chn cung BC .  Do   

a  = 2R. sin A  hay 
sin

a

A
 = 2R.  

 

 

  
a)      b)  

Hnh 2.16 

 

 

 

  Nu gc A  t, ta cng v ng knh BD  ca ng trn tm O  ngoi tip tam 

gic ABC  (h.2.16b).  T gic ABDC ni tip ng trn tm O  nn 

 o180D A=  .  Do  sinD  = sin( o180 A ).  Ta cng c BC = BD. sinD  hay  
a  = BD. sin A .  

Vy a  = 2R sin A  hay 
sin

a

A
 =  2R.  
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Cc ng thc 
sin

b

B
 =  2R  v 

sin

c

C
 = 2R  c chng minh tng t.  

Vy ta c 
sin

a

A
 = 

sin

b

B
 = 

sin

c

C
 =  2R.  

 

 

6  Cho tam gic u ABC c cnh bng a.  Hy tnh  bn knh  ng trn ngoi  tip tam 

gic .  

 

 

 

b)  V d.  Cho tam gic ABC  c B  = 20o,  C  = 31 o  v cnh b  =  210 cm.  Tnh 

A ,  cc cnh cn li v bn knh R  ca ng trn ngoi tip tam gic .  

Gii 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 2.17 

 

 

 

Ta c A  =  o o o180 (20 31 ) + ,  do  A  =  o129  (h.2.1 7).  

Mt khc theo nh l sin ta c :    
sin

a

A
 = 

sin

b

B
 = 

sin

c

C
 = 2R           (1 )  

T (1 ) suy ra   a  =   
o

o

sin 210. sin129

sin sin 20

b A

B
=    477,2 (cm).  

c  = =
b C

B

o

o

sin 210. sin 31

sin sin 20
  316,2 (cm).  

R  = =
a

A o

477, 2

2 sin 2. sin129
  307, 02 (cm).  
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3.   Cng thc tnh din tch tam gic  

Ta k hiu ,a bh h  v ch  l cc ng cao ca tam gic ABC  ln lt v t 

cc nh A,  B,  C  v S l din tch tam gic .  

7 Hy vit cc cng thc tnh din tch tam gic theo mt cnh v ng cao tng ng.  

 

 

Cho tam gic ABC  c cc cnh BC  = a,  CA  = b,  AB  = c.  

Gi R  v r  ln lt l bn knh ng trn ngoi tip, ni tip tam gic v  

p  = 
+ +

2

a b c
 l na chu vi ca tam gic.  

Din tch S ca tam gic ABC  c tnh theo mt trong cc cng thc sau 
 

 

 S =  = =
1 1 1

sin sin sin
2 2 2
ab C bc A ca B  ;    (1 )  

 S =  
4

abc

R
 ;         (2)  

 S =  pr ;         (3)  

 S =    ( )( )( )p p a p b p c   (cng thc H-rng).  (4)  

     
 

Ta chng minh cng thc (1 ).  

Ta Z bit S = 
1

2 aah  vi ha  = AH = ACsinC  =  bsinC  (k c C  nhn, t hay 

vung) (h.2.18).  
 

 
 

Hnh 2.18 
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Do  S = 
1

sin
2
ab C .   

Cc cng thc S =  
1

sin
2
bc A  v S = 

1
sin

2
ca B  c chng minh tng t.  

 

8  Da vo cng thc (1 )  v nh  l  sin,  hy chng minh S =  
4

abc

R
.  

9  Chng minh cng thc S  =  pr   (h.2.1 9).  

 

 
 

Hnh 2.19 

 

Ta tha nhn cng thc H-rng.  

V d 1 .  Tam gic ABC  c cc cnh a  = 1 3  m, b  =  14 m v c  =  15  m.  

a)  Tnh din tch tam gic ABC  ;  

b)  Tnh bn knh ng trn ni tip v ngoi tip tam gic ABC.  

Gii 

a) Ta c p  = 
1

2
(13  + 14 + 1 5)  = 21 .  Theo cng thc H-rng ta c :  

S =   21(21 13)(21 14)(21 15)  = 84 (m
2
).  

b) p dng cng thc S = pr ta c r = =

84

21

S

p
 =  4.    

Vy ng trn ni tip tam gic ABC  c bn knh l r =  4 m.  

T cng thc S = 
4

abc

R
.   

Ta c  R  =  =

13.14.15

4 336

abc

S
 = 8,125 (m).  
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V d 2.  Tam gic ABC  c cnh a  = 2 3 ,  cnh b  =  2 v = 30oC .  Tnh cnh 

c,  gc A  v din tch tam gic .  
 

 

Gii 

Theo nh l csin ta c 

= + 
2 2 2 2 cosc a b ab C  =  12 + 4   2.

3
2 3.2.

2
 = 4.  

Vy c  = 2 v tam gic ABC  c AB  = AC  =  2.  Ta suy ra =B C  = o30 .  

Do  A  = o120 .  

Ta c S = 
1

2
acsinB  =  

1

2
. =

1
2 3.2. 3

2
 (n v din tch).  

 

 

4.   Gii tam gic v ng dng vo vic o c 

a) Gii tam gic 

Gii tam gic l tm mt s yu t ca tam gic khi cho bit cc yu t  khc.  

 
 

Hnh 2.20.  Gic k dng   ngm v o c.  

 

 

 

Mun gii tam gic ta thng s dng cc h thc Z c nu ln trong 

nh l csin,  nh l sin v cc cng thc tnh din tch tam gic.  
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V d 1 .  Cho tam gic ABC   bit cnh a  = 17,4 m, B  = o44 30  v o64C = .  

Tnh gc A  v cc cnh b,  c.  
 

Gii 

Ta c A  =  o180    ( B  + C )  = o180    (44o30  + o64 ) = 71 o30 .  

Theo nh l sin ta c  = =
sin sin sin

a b c

A B C
,  

do   b  = 
sin 17, 4.0, 7009

sin 0, 9483

a B

A
   12,9 (m),  

  c  = 
sin 17, 4.0,8988

sin 0, 9483

a C

A
   1 6,5  (m).  

 

 

 

 

V d 2.  Cho tam gic ABC  c cnh a  = 49,4cm, b  = 26,4cm v C  =  47o20 .  

Tnh cnh c,  A  v B .  
 

Gii 

Theo nh l csin ta c  

  c
2  = +

2 2
a b    2ab  cosC  

  (49,4)2  + (26,4)2    2.49,4.26,4.0,6777   1 369,66.  

Vy c    1 369, 66    37 (cm).  

Ta c cosA  = 
+  + 

  

2 2 2 697 1370 2440
0,191

2 2.26, 4.37

b c a

bc
.  

Nh vy A  l gc t v ta c A    1 01o .  

Do  B  = o180    ( A  + C )      + =
o o o o180 (101 47 20 ) 31 40 .  

Vy B    31  o  40  
 

 

V d 3.  Cho tam gic ABC  c cnh a  = 24 cm, b  =  1 3  cm v c  = 15  cm.  

Tnh din tch S ca tam gic v bn knh r ca ng trn ni tip.  
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Gii 

Theo nh l csin ta c 

cosA  =  
+  + 

=
2 2 2 169 225 576

2 2.13.15

b c a

bc
    0,4667,  

nh vy A  l gc t v ta tnh c A    1 17o49   sinA    0,88.  

Ta c S = 
1

2
bcsinA    

1

2
.13.1 5.0,88 = 85,8  ( 2cm ).  

p dng cng thc S = pr ta c r = 
S

p
.  V p  = 

+ +24 13 15

2
 =  26 nn 

85,8
3, 3

26
r  =  (cm).  

 

 

b)  ng dng vo vic o c 

 Bi ton 1 .  o chiu cao ca mt ci thp m khng th n c chn thp.  

Gi s CD  = h  l chiu cao ca thp trong  C l chn thp. Chn hai im A,  

B trn mt t sao cho ba im A, B v C thng hng. Ta o khong cch AB v 

cc gc CAD , CBD .  Chng hn ta o c AB = 24 m, o63CAD = = ,  
o48CBD = = .  Khi  chiu cao h  ca thp c tnh nh sau :  

 

 
 

 

Hnh 2.21  
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p dng nh l sin vo tam gic ABD  ta c 

 

=

sin sin

AD AB

D
.  

Ta c   = D  +   nn D  =   =  =o o o63 48 15 .  

Do  AD  =  


 
= 



AB
o

o

sin 24 sin 48
68, 91

sin( ) sin15
.  

Trong tam gic vung ACD  ta c h  =  CD  =  ADsin    61 ,4 (m) .  
 

 

 

 Bi ton 2.  Tnh khong cch t mt a im trn b sng n mt gc 

cy trn mt c lao  gia sng.  

 o khong cch t mt im A  trn b sng n gc cy C  trn c lao 

gia sng, ngi ta chn mt im B  cng  trn b vi A  sao cho t A  v B  

c th nhn thy im C.  Ta o khong cch AB,  gc CAB  v CBA .  Chng 

hn ta o c AB  = 40 m, o45CAB = = ,  o70CBA = = .  

 
 

Hnh 2.22 

 

 

Khi  khong cch AC  c tnh nh sau :  

p dng nh l sin vo tam gic ABC,  ta c 

     =
sin sin

AC AB

B C
   (h.2.22).  
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V  sinC  = sin  +( )  nn AC  =  
o

o

sin 40. sin 70

sin( ) sin115

AB 

 
= 

+
 41 ,47 (m).  

Vy AC    41 ,47(m).  
 

 

 

Cu hi  v bi  tp 

1.   Cho tam gic ABC  vung ti A,  = o58B  v cnh a  =  72 cm.  Tnh C ,  cnh b,  

cnh c v ng cao ah .  

2.   Cho tam gic ABC  bit cc cnh a  =  52,1  cm, b  = 85  cm v c  = 54 cm.  Tnh 

cc gc A ,  B  v C .  

3.   Cho tam gic ABC  c = o120A ,  cnh b  = 8  cm v c = 5  cm.  Tnh cnh a,   v 

cc gc B ,  C  ca tam gic .  

4.  Tnh din tch S ca tam gic c s o cc cnh ln lt l 7,  9 v 12.  

5. Tam gic ABC  c = o120A .  Tnh cnh BC  cho bit cnh AC  = m  v  

AB  =  n.  

6.   Tam gic ABC  c cc cnh a  =  8  cm, b  = 10 cm v c  = 1 3  cm.  

a) Tam gic  c gc t khng ?  

b) Tnh  di trung tuyn MA  ca tam gic ABC  .  

7.   Tnh gc ln nht ca tam gic ABC  bit  

a)  Cc cnh a  = 3  cm, b  = 4 cm v c  = 6 cm;  

b) Cc cnh a  = 40 cm, b  = 1 3  cm v c  = 37 cm.  

8.   Cho tam gic ABC  bit cnh a  = 137,5  cm,  = o83B  v  = o57C .  Tnh gc 

A,  bn knh R  ca ng trn ngoi tip,  cnh b  v c  ca tam gic.  

9.   Cho hnh bnh hnh ABCD  c AB  =  a,  BC  =  b,  BD  = m  v AC  = n.  Chng 

minh rng + = +2 2 2 22( )m n a b .  
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10.  Hai chic tu thu P  v Q  cch nhau 300 m.  T P  v Q  thng hng vi chn A  

ca thp hi ng AB   trn b bin ngi ta nhn chiu cao AB  ca thp di 

cc gc =
o35BPA  v =

o48BQA .  Tnh chiu cao ca thp.  

11.   Mun o chiu cao ca Thp Chm Por Klong Garai  Ninh Thun (h.2.23),  
ngi ta ly hai im A  v B  trn mt t c khong cch AB  = 12 m cng 
thng hng vi chn C  ca thp  t hai gic k (h.2.24).  Chn ca gic k 

c chiu cao h  =  1 ,3  m.  Gi D  l nh thp v hai im 1 1,A B  cng thng 

hng vi 1C  thuc chiu cao CD  ca thp.  Ngi ta o c =
o

1 1 49DA C  v 

=
o

1 1 35DB C .  Tnh chiu cao CD  ca thp .  
 

 

 

 

Hnh 2.23                  Hnh 2.24 
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Ngi ta  o khong cch 

gia Tri t v Mt Trng nh th no ? 
 

 

 

 

 

 

 

Loi  ngi   bit c khong cch gia 
Tri  t v Mt Trng cch y khong  
hai  ngn nm vi  mt  chnh xc tuyt 
vi  l vo khong 384 000 km.  Sau  
khong  cch gia Tri  t v Mt Trng  
 c xc lp mt cch chc chn vo 
nm 1 751  do mt nh thin vn  ngi  
Php l Gi-dep La-lng  (Joseph 
Lalande,  1 732-1 807)  v mt nh ton  
hc ngi  Php l N i-c-la La-cay 
(Nicolas Lacaille,  1 71 3-1 762).  Hai  ng  
phi  hp t chc ng  hai  a im rt 
xa nhau,  mt ngi   Bec-l in  gi  l im 
A,  cn  ngi  kia  Mi  Ho Vng (Bonne-
Esprance)  mt mi  t  cc nam chu  
Phi,  gi  l im B  (h.  2.25).  Gi  C l mt 
im trn  Mt Trng.  T A  v B  ngi  ta  
o v tnh c cc gc A,  B  v cnh AB  
ca tam gic ABC.  

 

Trong mt phng  (ABC) ,  gi  tia Ax l 
ng chn tri  v t nh  A  v tia By l  
ng chn tri  v t nh B.  K hiu  

 = CAx ,   = CBy .  

Gi  O  l tm Tri  t,  ta c :  

u =  = =
1

2
xAB yBA AOB .   

Tam gic ABC c  =  + =  +,A u B u .  

V bit  di  cung AB  nn  ta tnh  c gc AOB  v do  tnh  c  di  cnh  
AB.  Tam gic ABC c xc nh  v bit "gc - cnh  - gc" ca tam gic  .  T   
ta c th tnh c chiu  cao CH ca tam gic ABC  l khong cch  cn tm.  Ngi  
ta nhn  thy rng  khong cch ny gn bng mi  ln  di  xch  o ca 
Tri  t (  1 0   40 000 km).  

Hnh 2.25 
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n tp chng II 

i. cu hi v bi tp 

1.   HZy nhc li nh ngha gi tr lng gic ca mt gc   vi  
o o0 180 .  

Ti sao khi   l cc gc nhn th gi tr lng gic ny li chnh l cc t s 
lng gic Z c hc  lp 9 ?  

2.   Ti sao hai gc b nhau li c sin bng nhau v csin i nhau ?  

3.   Nhc li nh ngha tch v hng ca hai vect a  v b .  Tch v hng ny 

vi a  v b khng i t gi tr ln nht v nh nht khi no ?  

4.   Trong mt phng Oxy  cho vect a  = ( 3  ;  1 )  v vect b  = (2 ;  2),  hZy tnh 

tch v hng .a b .  

5.   HZy nhc li nh l csin trong tam gic.  T cc h thc ny hZy tnh cos A ,  

cos B  v cosC theo cc cnh ca tam gic.  

6.   T h thc a2  = b2  + c2   2bc cos A  trong tam gic, hZy suy ra nh l Py-ta-go.  

7.   Chng minh rng vi mi tam gic ABC,  ta c a  = 2R sin ,A  b  = 2R sin ,B   

c  =  2R Csin ,  trong  R l bn knh ng trn ngoi tip tam gic.  

8.   Cho tam gic ABC.  Chng minh rng :  

a)  Gc A  nhn khi v ch khi a2  < b2  + c2  ;  

b) Gc A  t khi v ch khi  a2  > b2  + c2  ;  

c)  Gc A  vung khi v ch khi  a2  = b2  + c2.  

9.   Cho tam gic ABC  c  = o60 ,A  BC  = 6.  Tnh bn knh ng trn ngoi tip 

tam gic .  

10.   Cho tam gic ABC  c a  = 12, b  = 16, c  = 20.  Tnh din tch S ca tam gic, 

chiu cao h
a
 ,  cc bn knh R,  r ca cc ng trn ngoi tip, ni tip tam 

gic v ng trung tuyn m
a
 ca tam gic.  

11 .   Trong tp hp cc tam gic c hai cnh l a  v b,  tm tam gic c din tch 
ln nht.  
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II.  Cu hi trc nghim 

1.  Trong cc ng thc sau y ng thc no l ng ?  

(A) = o 3
sin150

2
 ;     (B) cos150o  = 

3

2
 ;  

(C) tan150o  =  
1

3
 ;     (D) cot150o  = 3 .  

2.   Cho   v   l hai gc khc nhau v b nhau.  Trong cc ng thc sau y, 
ng thc no sai ?  

(A) sin = sin    ;     (B)  cos =  cos   ;  

(C) tan   =  tan    ;     (D) cot =  cot .  

3.   Cho  l gc t.  iu khng nh no sau y l ng ? 

(A) sin  < 0 ;      (B)  cos  > 0 ;  

(C) tan  <  0 ;      (D) cot > 0 .  

4.   Trong cc khng nh sau y,  khng nh no sai ?  

(A) cos45o  = sin 45o  ;     (B) cos45o  =  sin 135o ;  

(C) cos30o  = sin 120o  ;     (D) sin60o  = cos 120o  .  

5.   Cho hai gc nhn   v   trong   < .  Khng nh no sau y l sai ?  

(A) cos   < cos   ;     (B) sin  < sin    ;  

(C) o90 + =    cos sin =  ;   (D) tan +  tan   > 0 .   

6.   Tam gic ABC  vung  A  v c gc  = o30B .  Khng nh no sau y l sai ? 

(A) =
1

cos
3

B  ;      (B)  =
3

sin
2

C  ;  

(C) =
1

cos
2

C  ;      (D) =
1

sin
2

B .  

7.   Tam gic u ABC  c ng cao AH.  Khng nh  no sau y l ng ?  

(A) sin =
3

2
BAH  ;     (B) cos =

1

3
BAH  ;  

(C) sin =
3

2
ABC  ;     (D) sin =

1

2
AHC .  
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8.   iu khng nh no sau y l ng ?  

(A) sin = sin(180o   )  ;    (B) cos =  cos(180o   )  ;  

(C) tan  =  tan(180o    ) ;    (D) cot  = cot(180o   ).   

9.   Tm khng nh sai trong cc khng nh sau y :  

(A) cos35o  > cos10o  ;     (B) sin60o  < sin80o  ;  

(C) tan45o  < tan60o  ;     (D) cos45o  = sin45o  .  

10.   Tam gic ABC  vung  A  v c gc  = o50B .  H thc no sau y l sai ?  

(A) ( ) =
 

o, 1 30AB BC  ;     (B)  ( ) =
 

o, 40BC AC ;  

(C) ( ) =
 

o, 50AB CB  ;     (D) ( ) =
 

o, 120AC CB .  
 

11.   Cho 

a  v 


b  l hai vect cng hng v u khc vect  


0 .  Trong cc kt qu  

sau y,  hZy chn kt qu ng.  

(A) =
   
. .a b a b  ;      (B)  

 
.a b  = 0 ;  

(C) 
 
.a b  =  1  ;      (D) = 

   
. .a b a b .  

12.   Cho tam gic ABC  vung cn ti A  c AB  = AC  = 30 cm.  Hai ng trung 
tuyn BF v CE ct nhau ti G.  Din tch tam gic GFC  l :  

(A) 50 cm2  ;      (B)  50 2  cm2  ;  

(C) 75  cm2  ;      (D) 15 105  cm2.  

13.   Cho tam gic ABC  vung ti A  c AB  = 5  cm, BC  = 13  cm.  Gi gc =ABC  

v =ACB .  HZy chn kt lun ng khi so snh  v   :  

(A)   >  ;      (B)     <   ;  

(C)    =   ;      (D)   .  

14.   Cho gc = o30xOy .  Gi A  v B  l hai im di ng ln lt trn Ox v Oy  

sao cho AB  = 1 .   di ln nht ca on OB  bng :  

(A) 1 ,5  ;   (B) 3  ;   (C) 2 2  ;   (D) 2.  
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15.   Cho tam gic ABC  c BC  = a  ,  CA  = b  ,  AB = c.  Mnh   no sau y l ng ? 

(A) Nu b2  + c2   a2  > 0 th gc A  nhn ;  

(B) Nu b2  + c2   a2  > 0 th gc A  t ;  

(C) Nu b2  + c2   a2   < 0 th gc A  nhn ;  

(D) Nu b2  + c2   a2   < 0 th gc A  vung.  

16.   ng trn tm O  c bn knh R = 1 5  cm.  Gi P  l mt im cch tm O  mt 
khong PO  = 9 cm.  Dy cung i qua P  v vung gc vi PO  c  di l :  

(A) 22 cm ;  (B) 23  cm ;   (C) 24 cm ;   (D) 25 cm.  

17.   Cho tam gic ABC  c AB  = 8  cm, AC = 18  cm v c din tch bng  64 cm2.  
Gi tr sinA  l :  

(A) 
3

2
 ;   (B) 

3

8
 ;    (C) 

4

5
 ;   (D) 

8

9
 .  

18.   Cho hai gc nhn   v   ph nhau.  H thc no sau y l sai ?  

(A) sin  =  cos   ;    (B) cos  = sin   ;  

(C) tan  = cot   ;    (D) cot  = tan .  

19.   Bt ng thc no di y l ng ?  

(A) osin 90  < sin150o  ;    (B) sin 90o15  < sin 90o30  ;  

(C) cos 90o30  > cos 100o  ;   (D) cos 1 50o  > cos 120o.  

20.   Cho tam gic ABC  vung ti A.  Khng nh no sau y l sai ?  

(A) <
   

. .AB AC BA BC  ;    (B) <
   

. .AC CB AC BC  ;  

(C) <
   

. .AB BC CA CB  ;    (D) <
   

. .AC BC BC AB .  

21.   Cho tam gic ABC  c AB = 4 cm, BC  = 7  cm, CA  = 9 cm.  Gi tr cosA  l :  

(A) 
2

3
 ;   (B) 

1

3
 ;    (C) 

2

3
 ;   (D) 

1

2
.  

22.   Cho hai im A  = (1 ;  2) v B  = (3;  4).  Gi tr ca 
 2
AB  l :  

(A) 4 ;   (B) 4 2  ;   (C) 6 2 ;   (D) 8  .  
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23.   Cho hai vect a  = (4 ;  3) v b  = (1  ;  7).  Gc gia hai vect a  v b  l :  

(A) 90o  ;      (B)  60o  ;    

(C) 45o  ;      (D) 30o.  

24.   Cho hai im M = (1  ;  2) v N = ( 3 ;  4) .  Khong cch gia hai im M v N l :  

(A) 4 ;      (B) 6 ;     

(C) 3 6  ;      (D) 2 13 .  

25.   Tam gic ABC  c A  =  ( 1  ;  1 )  ;  B  =  (1  ;  3)  v C  =  (1  ;  1 ).  

Trong cc cch pht biu sau y,  hZy chn cch pht biu ng.  

(A) ABC   l tam gic c ba cnh bng nhau ;  

(B) ABC   l tam gic c ba gc u nhn ;  

(C) ABC   l tam gic cn ti B  (c BA  = BC)  ;  

(D) ABC   l tam gic vung cn ti A.  

26.   Cho tam gic ABC  c A  = (10 ;  5),  B  = (3  ;  2) v C  = (6 ;  5).  Khng nh no 
sau y l ng ?  

(A) ABC   l tam gic u ;  

(B) ABC   l tam gic vung cn ti B ;  

(C) ABC   l tam gic vung cn ti A ;  

(D) ABC   l tam gic c gc t ti A.  

27.   Tam gic ABC  vung cn ti A  v ni tip trong ng trn tm O  bn knh R.  

Gi r l bn knh ng trn ni tip tam gic ABC.  Khi  t s 
R

r
 bng :  

(A) +1 2  ;     (B)  
+2 2

2
 ;  

(C) 
2 1

2
 ;     (D) 

+1 2

2
.  

28.   Tam gic ABC  c AB  = 9  cm, AC  = 12 cm v  BC  =  1 5  cm.  Khi  ng 
trung tuyn AM ca tam gic c  di l :  

(A) 8  cm ;     (B)  10 cm ;  

(C) 9 cm ;      (D) 7,5  cm.  
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29.   Tam gic ABC  c BC  = a,  CA  = b,  AB  = c  v c din tch S.  Nu tng cnh 
BC  ln 2 ln ng thi  tng cnh CA  ln 3  ln v gi nguyn  ln ca gc 

C  th khi  din tch ca tam gic mi c to nn bng :  

(A) 2S ;   (B) 3S ;   (C) 4S ;   (D) 6S.  

30.   Cho tam gic DEF c DE = DF = 10 cm v EF = 12 cm. Gi I l trung im ca 
cnh EF.  on thng DI c  di l :  

(A) 6,5  cm ;  (B) 7  cm ;   (C) 8  cm ;   (D) 4 cm.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ngi tm ra sao Hi Vng (Neptune)   
ch nh cc php tnh v qu o cc hnh tinh 
 

 

 

Nh thin  vn hc U-banh L-ve-ri- 

(Urbain Leverrier,  1 81 1 -1 877)  sinh  ra 

trong mt gia nh  cng  chc nh ti  

vng  Noc-mng-i  nc Php.  ng  hc 

 trng Bch khoa v c gi li  tip 

tc s nghip nghin cu  khoa hc v 

ging dy  .  ng   say sa thch  th  

tnh ton  chuyn ng  ca cc sao chi  

v ca cc hnh tinh,  nht l sao Thu 

(Mercure).  Vi  nhng  thnh tch  nghin  

cu  khoa hc xut sc v thin  vn  hc,  

ng c nhn  danh  hiu  Vin  s Hn  

lm Php khi  ng  trn 34 tui .  

Vo thi  k by gi,  cc nh thin  vn  

ang tranh lun si  ni  v iu  b mt 
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ca sao Thin  Vng (Uranus)  v  hnh tinh  ny khng phc tng theo nhng  nh  

lut v chuyn ng ca cc hnh tinh  do Gi-han K-ple (Johannes Kepler,  

1 571 -1 630)  nu  ra v khng theo ng nh  lut vn vt hp dn  ca I -sc N iu-tn 

(Isaac Newton,  1 642-1 727).  iu  b n  l v  tr ca sao Thin  Vng trn bu  tri  

khng bao gi ph  hp vi  nhng  tin  on da vo cc php tnh ca cc nh 

thin  vn thi  by gi.  Nh thin  vn  hc tr tui  L-ve-ri- mun nghin  cu  tm  

hiu  iu  b n  ny v t t cu  hi  ti  sao sao Thin Vng li  khng tun  theo 

nhng quy lut chuyn ng ca cc thin  th.  Mt s nh thin  vn thi  by gi 

 d on rng  con ng i  ca sao Thin Vng b  sc ht ca sao Mc 

(Jupiter)  hay sao Th (Saturne)  quy nhiu.  Khi   ring  L-ve-ri-  nu ln  mt 

gi thuyt ht sc to bo,  da vo cc php tnh  m ng  thc hin.  ng cho 

rng  sao Thin Vng  khng ngoan ngon theo tin  on ca cc nh thin  vn 

c l do b  nh  hng bi  mt hnh tinh  khc cha c bit n  xa Mt Tri  hn  

sao Thin Vng.  Hnh tinh  ny  tc ng ln  sao Thin Vng lm cho n c 

nhng nhiu  lon  kh c th quan st c.  L-ve-ri-  kin  nhn  tnh  ton  lm 

vic trong phng  sut hai  tun l in,  vi  bit bao cng  thc,  nhn  vo ai  cng cm 

thy chng mt.  Cui  cng ch da vo thun tu cc php tnh,  L-ve-ri- xc 

nhn   rng  c s hin  din ca mt hnh  tinh  cha bit tn.  Vo thi  gian  ,   

Php v  i  Thin vn Pa-ri  khng   mnh,  nn  khng th nhn  c hnh tinh  .  

Ngay sau ,  L-ve-ri- phi  nh nh thin  vn  Gan (Galle)   i  quan st Bec-l in  

xem xt h.  Ngy 23 thng  9 nm 1 846,  Gan  hng knh  thin  vn  v khu  vc 

bu tri   c L-ve-ri- ch nh  v vui  mng tm thy mt hnh tinh   cha c 

tn  trn  danh mc.  Nh vy sc mnh ca ti  nng con ngi  li  c th hin  mt 

cch xut sc qua vic khm ph ra hnh  tinh  mi  ny.  Mi  ngi  u thn phc,  

chc mng cuc khm ph thnh cng  tt p ny v cho rng L-ve-ri-  pht 

hin  ra mt hnh tinh  mi  ch nh vo u chic bt ch ca mnh (! ).  y l mt 

bi  ton  rt kh,  n khng  ging bi  ton  tm ngy,  gi,  a im xut hin  nht 

thc,  nguyt thc v  cc chi  tit ch bit phng chng  thng  qua cc nhiu  lon,  do 

tc ng ca mt vt cha bit,  ngi  ta cn phi  tm qu o v khi  lng ca 

hnh  tinh  ,  cn  xc nh  c khong cch ca n ti  Mt Tri  v cc hnh  tinh  

khc v.v. . .  Hnh  tinh  mi  ny c t tn l  sao Hi  Vng (Neptune) .  Cng vo 

thi  im  nh thin  vn  hc ngi  Anh  l A-am (Adam)  cng pht h in  ra hnh 

tinh  v ngi  ny khng bit n  cng trnh  ca ngi  kia.  Tuy vy,  L-ve-ri- 

vn  c xem l ngi  u  tin  pht hin  ra sao Hi  Vng v sau  ng c 

nhn hc v  Gio s i  hc Xoc-bon ng thi  c nhn Huy chng Bc u 

bi  tinh.  Nm 1 853 U-banh  L-ve-ri- c Hong  Na-p-l-ng (Napolon)   

Tam phong chc Gim c i  quan st Pa-ri .  ng mt nm 1 877.  Cc nh thin 

vn  hc trn th gii   nh gi cao pht minh quan trng ny ca L-ve-ri-.  
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PHNG PHAP TOA O 
TRONG MAT PHANG 

 

 

 

 

 

 

 

 Phng trnh ng thng 
 Phng trnh ng trn 
 Phng trnh ng elip 

 

 

 

 

Trong chng ny chng ta s dng phng 

php to   tm hiu v ng thng, 

ng trn v ng el ip.  

 

 

 

 

 

ng thng   ng trn            ng el ip 

 

 

     Hnh 3.1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHNG  III 
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1.  PHNG TRNH NG THANG 

 

 

 

 

1 .   Vect ch phng ca ng thng 
 

1   Trong mt phng Oxy cho ng thng   l  th  ca hm s y =  
1
2
x.  

 a)  Tm tung  ca hai  im M0  v M nm trn ,  c honh  ln  lt l 2 v 6.  

 b) Cho vect u  = (2 ;  1 ).  Hy chng t 


0M M  cng phng vi u .  

 
 

 

Hnh 3.2 

 

nh ngha 

Vect u  c gi l vect ch phng ca ng thng   nu 

u    0  v gi ca u  song song hoc trng vi .  
 

 

 

 

Nhn xt 

 Nu u  l mt vect ch phng ca ng thng   th ku  (k   0)  cng l 

mt vect ch phng ca .  Do  mt ng thng c v s vect 
ch phng.  

 

 Mt ng thng hon ton c xc nh nu bit mt im v mt vect 
ch phng ca ng thng .  
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2.   Phng trnh tham s ca ng thng 
a)  nh ngha 

Trong mt phng Oxy  cho ng thng   i qua im M0(x0 ;  y0)  v nhn 

=u (u ; u )
1 2

 lm vect ch phng.  Vi mi im M(x ;  y)  bt k trong mt 

phng,  ta c M M
0



 =  (x    x0 ;  y    y0).  Khi  

M       M M
0



 cng phng vi u    M M tu=
0



 

 

  
x x tu

y y tu

 =

 =

0 1

0 2

 

          0 1

0 2

x x tu

y y tu

= +


= +
 (1 )  

  

 

 

 

 Hnh 3.3 

H phng trnh (1 ) c gi l phng trnh tham s ca ng thng ,  
trong  t l tham s.  

Cho t mt gi tr c th th ta xc nh c mt im trn ng thng .  

2   Hy tm mt im c to  xc nh  v mt vect ch phng ca ng thng c 
phng trnh  tham s 

  
= 


= +

5 6

2 8 .

x t

y t
 

b)  Lin h gia vect ch phng v h s gc ca ng thng 

Cho ng thng   c phng trnh tham s 

        
x x tu

y y tu .

= +


= +

0 1

0 2

      

Nu u1    0 th t phng trnh tham s ca   ta c 

        

x x
t

u

y y tu


=



 =

0

1

0 2
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suy ra  y    y0  =  
u

(x x )
u


2

0
1

.   

t  k = 
u

u
2

1

 ta c y    y0  =  k(x   x0).  

 
Hnh 3.4 

Gi A  l giao im ca   vi trc honh, Av  l tia thuc    v na mt 

phng to  pha trn (cha tia Oy).  t  =  xAv ,  ta thy k = tan.  S k 
chnh l h s gc ca ng thng   m ta R bit  lp 9.  

Nh vy nu ng thng   c vect ch phng =u (u ; u )
1 2

 vi u
1

0  th 

  c h s gc k =  
u

u
2

1

.  

3 Tnh h s gc ca ng thng d c vect ch phng l =  ;( 1 3 )u .   

 

 

 

V d.  Vit phng trnh tham s ca ng thng d i qua hai im A(2 ;  3)  
v B(3  ;  1 ).  Tnh h s gc ca d.  

Gii 

V d i qua A  v B  nn d c vect ch phng AB


 = (1  ;  2) 

Phng trnh tham s ca d l 
2

3 2

x t

y t .

= +


= -

 

H s gc ca d l k =  2

1

2

1

u

u


=  =  2.  
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3.   Vect php tuyn ca ng thng 
 

 

4 Cho ng thng   c phng trnh 
=  +


= +

5 2

4 3

x t

y t
 v vect  n  =  (3 ;  2).  Hy 

chng t n  vung gc vi  vect ch phng ca .  
 

nh ngha 

Vect n  c gi l vect php tuyn  ca ng thng   nu 

 0n  v n  vung gc vi vect ch phng ca .  
 

 

 

 

Nhn xt 

  Nu n  l mt vect php tuyn ca ng thng   th  kn  (k    0)  cng 

l mt vect php tuyn ca .  Do  mt ng thng c v s vect 
php tuyn.  

  Mt ng thng hon ton c xc nh nu bit mt im v mt vect 
php tuyn ca n.  

 

 

 

4.   Phng trnh tng qut ca ng thng 
 

Trong mt phng to  Oxy  cho ng 
thng   i qua im M0(x0 ;  y0)  v nhn 

n (a ;  b)  lm vect php tuyn.   

Vi mi im M(x ;  y)  bt k thuc mt 

phng,  ta c :  M M
0



 = (x   x0 ;  y    y0).  

 

Khi  :  M(x ;  y)       n    M M
0



 

  a(x    x0)  + b(y    y0)  = 0 

  ax + by  + (ax0    by0) = 0 

  ax + by  + c  = 0 

vi c  =  ax0    by0.  
 

 

 

 

Hnh 3.5 
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a) nh ngha 
 

Phng trnh ax +  by +  c =  0 vi a v b khng ng thi bng 
0, c gi l phng trnh tng qut ca ng thng.  

 

 

 

 

Nhn xt.  Nu ng thng   c phng trnh l ax  +  by  + c  =  0 th   c 

vect php tuyn l n  = (a ;  b)  v c vect ch phng l u  = ( b ;  a).  

5   Hy chng minh nhn xt trn.  
 

 

 

b)  V d.  Lp phng trnh tng qut ca ng thng   i qua hai im  
A(2 ;  2)  v B(4 ;  3).  

Gii 

ng thng   i qua hai im A,  B nn c vect ch phng l AB


 = (2 ;  1 ).  

T  suy ra   c vect php tuyn l n  =  ( 1  ;  2).  Vy ng thng   c 
phng trnh tng qut l :  

   ( 1 ).(x   2)  + 2(y   2) = 0 

hay   x   2y  + 2 = 0.  

 

6 Hy tm to  ca vect ch phng ca ng thng c phng trnh  :  
3x +  4y +  5 =  0.  

 

 

 

 

c)  Cc trng hp c bit 

Cho ng thng   c phng trnh 
tng qut  ax + by  + c  = 0             (1 ) 

  Nu a  = 0 phng trnh (1 ) tr thnh 

by  + c  = 0 hay y  = 
c

b
.  

Khi  ng thng   vung gc vi 

trc Oy  ti im 


  
0

c
;

b
 (h.3.6).   

Hnh 3.6 
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 Nu b  = 0 phng trnh (1 )  tr thnh ax  + c  = 0 hay x = 
c

a
 .  

Khi  ng thng   vung gc vi trc Ox  

ti im 


  
0

c
;

a
 (h.3.7).  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 Nu c  = 0 phng trnh (1 )  tr thnh ax +  by  = 0.  

Khi  ng thng   i qua gc to  O  (h.3.8).  

 

 

 

 

 

 

 

 Nu a,  b,  c  u khc 0 ta c th a phng trnh (1 )  v dng 

   
x y

a b
+

0 0

 =  1      (2)    

vi  a0  = 
c

a
  ,  b0  =  

c

b
 .  

 

 

 

 

 

 

 

 
                                            Hnh 3.9 

 

 

Phng trnh (2)  c gi l phng trnh ng thng theo on chn,  

ng thng ny ct Ox v Oy  ln lt ti M(a0 ;  0) v N(0 ;  b0) (h.3.9).  

Hnh 3.7 

Hnh 3.8 
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7   Trong mt phng Oxy,  hy v cc ng thng c phng trnh  sau  y :  

d1  :  x K 2y =  0 ;  

d2  :  x =  2 ;  

d3  :  y +  1  =  0 ;  

d4  :  +
8 4
x y

 =  1 .  

 

 

 

 

5.   V  tr tng i  ca hai  ng thng 

Xt hai ng thng 1  v 2  c phng trnh tng qut ln lt l 

a1x + b1y  +  c1  =  0  v a2x  + b2y  + c2  = 0.     

To  giao im ca 1  v 2  l nghim ca h phng trnh :  

1 1 1

2 2 2

0

0

a x b y c

a x b y c .

+ + =


+ + =
    (I)  

Ta c cc trng hp sau :  

a)  H (I)  c mt nghim ( x ; y
0 0

),  khi  1  ct 2  ti im M (x ; y )
0 0 0

.  

b) H (I)  c v s nghim, khi  1  trng vi 2.  

c)  H (I)  v nghim, khi  1  v 2  khng c im chung, hay 1  song 

song vi 2.  
 

 

V d.  Cho ng thng d c phng trnh x   y  + 1  = 0,  xt v tr tng i 
ca d vi mi ng thng sau :  

1  :  2x + y    4 = 0 ;  

2  :  x   y    1  = 0 ;   

3  :  2x 2y  + 2 = 0.   
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Gii 

a) Xt d v 1 ,  h phng trnh 

  
x y

x y

 + =


+  =

1 0

2 4 0
  

c nghim (1  ;  2).  

Vy d ct 1  ti M(1  ;  2)  (h.3.10).   

 

 

 

 

 

 

 

 

b)  Xt d v 2 ,  h phng trnh  

  
x y

x y

 + =


  =

1 0

1 0
 v nghim.   

Vy d // 2 (h.3.11 ).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c)  Xt d v 3 ,  h phng trnh 

  
1 0

2 2 2 0

x y

x y

 + =


 + =
 
(1)

(2)
 

c v s nghim (v cc h s 
ca (1 )  v (2) t l).  

Vy d   3  (h.3.12).  

 

 

 

8   Xt v  tr tng i  ca ng thng    :  x K 2y +  1  =  0 vi  mi  ng thng sau :  

d1  :  3x +  6y   3 =  0 ;  

d2  :  y =  K 2x ;  

d3  :  2x +  5 =  4y.  

Hnh 3.11  

Hnh 3.12 

Hnh 3.10 
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6.   Gc gia hai  ng thng 

9 Cho hnh ch nht ABCD  c tm I v cc cnh AB  =  1 ,  AD = 3 .  Tnh  s o cc 

gc IA D  v ID C .  

 

Hnh 3.13 

Hai ng thng 1  v 2  ct nhau to thnh bn gc.  Nu 1  khng vung gc 

vi 2  th gc nhn trong s bn gc  c gi l gc gia hai ng thng 

1  v 2.  Nu 1  vung gc vi 2  th ta ni gc gia 1  v 2  bng 90
o.   

Trng hp 1  v 2  song song hoc trng nhau th ta quy c gc gia 1  v 

2  bng 0
o.  Nh vy gc gia hai ng thng lun b hn hoc bng 90o.  

Gc gia hai ng thng 1  v 2  c k hiu l 
( ), 
1 2

 hoc (1 , 2).  

Cho hai ng thng 

1  :  a1x  + b1y  + c1  = 0,  

2  :  a2x  + b2y  + c2  = 0.  

t   =  ( ), 
1 2

 th ta thy   bng hoc b vi gc gia n
1



 v n
2



 trong  

n
1



,  n
2



 ln lt l vect php tuyn ca 1  v 2.  V cos     0 nn ta suy ra 

cos  =  ( )1 2
cos n , n
 

 = 
n . n

n n

1 2

1 2

 

  .  

Vy   
 

 

cos  = 
a a b b

a b a b

+

+ +

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

.  

 

Hnh 3.14 
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 Ch  

  1    2    n
1



   n
2



   a1a2  + b1b2  = 0.  

  Nu 1  v 2  c phng trnh y  = k1x  + m1  v y  =  k2x + m2  th 
 

 

  1    2     k1 .k2  =  1 .  
 

 

7.   Cng thc tnh khong cch t mt im n mt ng thng 

 Trong mt phng Oxy cho ng thng   c phng trnh  
ax +  by +  c =  0 v im 0 0 0( ; )M x y .  Khong cch  t im 

0M  n ng thng ,  k hiu l d 0( , )M , c tnh bi 

cng thc 
 

 

   
+ +

=

+

0 0
0

2 2
( , )

ax by c
d M

a b
.  

 

 

 

 

Chng minh 

Phng trnh tham s ca ng thng m  i 

qua M (x ; y )
0 0 0

 v vung gc vi  ng 

thng   l :  

x x ta

y y tb

= +


= +

0

0

 

trong  n (a;  b) l vect php tuyn ca .  

Giao im H ca ng thng m  v   ng vi gi tr ca tham s l nghim 

H
t  ca phng trnh :   

a (x ta) b(y tb) c+ + + + =
0 0

0 .  

Ta c  
+ +

= 

+

0 0
2 2H

ax by c
t

a b
.  

Vy im  H =  + +
0 0H H

(x t a; y t b) .  

Hnh 3.15 
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T  suy ra d(M
0
,  )  = M H

0
 = 

H H
( x x ) (y y ) + 

2 2
0 0

 

= +
2 2 2

H
(a b )t  = 

ax by c

a b

+ +

+

0 0

2 2
.  

1 0  Tnh khong cch t cc im M(2 ;  1 )  v O(0 ;  0)  n ng thng   c phng 
trnh 3x   2y   1  =  0.  

Cu hi  v bi  tp 

1.   Lp phng trnh tham s ca ng thng d trong mi trng hp sau :  

a)  d i qua im M(2 ;  1 )  v c vect ch phng u  = (3  ;  4);  

b) d i qua im M(2 ;  3)  v c vect php tuyn l n  =  (5  ;  1 ).  

2.   Lp phng trnh tng qut ca ng thng   trong mi trng hp sau :  
a)    i qua M(5 ;  8) v c h s gc k =  3;  

b)   i qua hai im A(2 ;  1 )  v B(4 ;  5).  

3.   Cho tam gic ABC,  bit A(1  ;  4),  B(3  ;  1 ) v C(6 ;  2).  
a)   Lp phng trnh tng qut ca cc ng thng AB,  BC  v CA  ;  

b)  Lp phng trnh tng qut ca ng cao AH v trung tuyn AM.  

4.   Vit phng trnh tng qut ca ng thng i qua im M(4 ;  0)  v  
im N(0 ;  1 ).  

5.   Xt v tr tng i ca cc cp ng thng 1d  v 2d  sau y :  

a)   1d :  4x    1 0y  +  1  = 0   v  2d  :  x + y  + 2 = 0 ;  

b) 1d :  1 2x    6y  +  10 = 0  v  
= +


= +

2
5

:
3 2 ;

x t
d

y t
 

c)  1d  :  8x  + 10y    1 2 = 0 v   
=  +


= 

2
6 5

:
6 4 .

x t
d

y t
 

6.   Cho ng thng d c phng trnh tham s 
= +


= +

2 2

3 .

x t

y t
 

Tm im M thuc d v cch im A(0 ;  1 )  mt khong bng 5.  
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7.   Tm s o ca gc gia hai ng thng d1  v d2  ln lt c phng trnh 

  1d  :  4x   2y  + 6 = 0  v  2d  :  x    3y  + 1  = 0.  

8.   Tm khong cch t mt im n ng thng trong cc trng hp sau :  

a)  A(3  ;  5),      :  4x  + 3y  + 1  = 0 ;  

b) B(1  ;  2),     d :  3x   4y    26 = 0 ;  

c)  C(1  ;  2),    m  :  3x  + 4y    1 1  = 0.  

9.   Tm bn knh ca ng trn tm C(2 ;  2) tip xc vi ng thng  

  :  5x  + 1 2y    10 = 0.  

 

 

2.  PHNG TRNH NG TRON 

 

1 .   Phng trnh ng trn c tm v bn knh cho trc 
 

 
 

Hnh 3.16 

 

Trong mt phng Oxy  cho ng trn (C) tm I (a ;  b),  bn knh R  (h.3.16).   

Ta c 

 M(x ;  y)    (C)     IM = R  

  ( x a) (y b) R +  =
2 2  

  (x   a)2  + (y    b)2  = R2  .        
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Phng trnh (x   a)2  + (y    b)2  = R2  c gi l phng trnh ng trn 
tm I(a;  b)  bn knh R.  

Chng hn,  phng trnh ng trn tm I(2 ;  3) bn knh R  = 5  l :  

       (x    2)2  + (y  + 3)2  =  25.  

 Ch .  Phng trnh ng trn c tm l gc to  O  v c bn knh R  l :  

       x2  + y2  = R2 .  
 

1  Cho hai  im A(3 ;  K4)  v B(K3 ;  4) .  

 Vit phng trnh ng trn (C)  nhn AB  lm ng knh.  

2.   Nhn xt 

Phng trnh ng trn  (x   a)2  + (y    b)2  =  R2  c th c vit di dng 

x2  + y2    2ax   2by  + c  = 0,  trong  c  = a2  + b2    R2.  

Ngc li, phng trnh x2  + y2    2ax   2by  + c  = 0 l phng trnh ca 

ng trn (C)  khi v ch khi a2  +  b2   c  > 0.  Khi  ng trn (C)  c tm 

I(a ;  b)  v bn knh R  =  a b c+ 
2 2 .  

2  Hy cho bit phng  trnh  no trong  cc phng  trnh  sau  y l  phng  trnh  
ng  trn  :  

2x2  +  y2  K 8x +  2y K 1  =  0 ;    

x2  +  y2  +  2x K 4y K 4 =  0  ;   

x2  +  y2  K 2x K 6y +  20 =  0 ;   

x2  +  y2  +  6x +  2y +  1 0 =  0.  
 

 

3.   Phng trnh tip tuyn ca ng trn 
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Cho im M0(x0 ;  y0) nm trn ng trn (C) tm I(a ;  b).  Gi   l tip 

tuyn vi (C)  ti M0  .  

Ta c M0 thuc   v vect IM0



 = (x0   a ;  y0   b) l vect php tuyn ca  .  

Do    c phng trnh l :  
 

   (x0   a)(x   x0  )  + (y0   b)(y   y0  )  = 0           (2)  
 

 

Phng trnh (2) l phng trnh tip tuyn ca ng trn (x  a)2 + (y   b)2 = R2 
ti im M0  nm trn ng trn.  

 

 

V d.  Vit phng trnh tip tuyn ti im M(3  ;  4)  thuc ng trn 

      (C)  :  (x  1 )2  + (y   2)2  = 8.  

Gii 

(C)  c tm I(1  ;  2),  vy phng trnh tip tuyn vi (C)  ti M(3  ;  4)  l :  

     (3   1 )(x   3)  + (4  2)(y   4)  = 0 

      2x + 2y   1 4 = 0 

      x + y   7  = 0.  
 

 

 

 

 

Cu hi  v bi  tp 

 

 

1.   Tm tm v bn knh ca cc ng trn sau :  

a)  x2  + y2   2x   2y   2 = 0 ;  

b) 1 6x2  + 16y2  + 16x   8y   1 1  = 0 ;  

c)  x2  + y2   4x  +  6y   3  = 0.  

2.   Lp phng trnh ng trn (C )  trong cc trng hp sau :  

a)  (C )  c tm I( 2 ;  3)  v i qua M(2 ;  3)  ;  

b)  (C ) c tm I( 1  ;  2)  v tip xc vi ng thng x  2y  + 7  = 0 ;  

c)  (C )  c ng knh AB  vi A =  (1  ;  1 )  v B =  (7 ;  5).  
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3.   Lp phng trnh ng trn i qua ba im 

a) A(1  ;  2),   B(5  ;  2),   C(1  ;  3)  ;  

b) M( 2 ;  4),   N(5  ;  5),   P(6 ;  2).  

4.   Lp phng trnh ng trn tip xc vi hai trc to  Ox,  Oy  v i qua 
im M(2 ;  1 ).  

5.   Lp phng trnh ca ng trn tip xc vi cc trc to  v c tm  trn 
ng thng 4x  2y   8  = 0.  

6.   Cho ng trn (C )  c phng trnh  

    x
2  +  y2   4x + 8y   5  = 0.  

a)  Tm to  tm v bn knh ca (C )  ;  

b) Vit phng trnh tip tuyn vi (C ) i qua im A( 1  ;  0)  ;  

c)  Vit phng trnh tip tuyn vi (C )  vung gc vi  ng thng 

    3x   4y  + 5  = 0.   
 

 

 

 

 

3.  PHNG TRNH NG ELIP 

1 .   nh ngha ng elip 

 
 

Hnh 3.18 
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1   Quan st mt nc trong cc nc cm nghing (h.3.1 8a).  Hy cho bit ng c 
nh du bi mi tn c phi  l ng trn hay khng ? 

2  Hy cho bit bng ca mt ng trn trn  mt mt phng (h.3.1 8b)  c phi  l mt 
ng trn hay khng ?  

 

 

 

ng hai chic inh c nh ti hai im F
1
 v F

2
 (h.3.19).  Ly mt vng 

dy kn khng n hi c  di ln hn 2 F F
1 2

.  Qung vng dy  qua hai 

chic inh v ko cng ti mt im M no .  t u bt ch ti im M 
ri di chuyn sao cho dy lun cng.  u bt ch vch nn mt ng m ta 
gi l ng elip.   
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nh ngha 
 

Cho hai im c nh 1F ,  2F v mt  di khng i 2a ln 

hn 1 2F F .  Elip l tp hp cc im M trong mt phng sao cho  

+ =1 2 2F M F M a .  
 

Cc im 1F  v 2F  gi l cc tiu im  ca elip.   di 

1 2F F  =  2c gi l tiu c ca elip.   
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2.   Phng trnh chnh tc ca elip 
 

 

 
 

 

Hnh 3.20 

 

Cho elip (E)  c cc tiu im F
1
 v F

2
.  im M thuc elip khi v ch khi 

FM F M+
1 2

 = 2a.  Chn h trc to  Oxy sao cho F
1
 = (c ;  0) v F

2
 = (c ;  0).  

Khi  ngi ta chng minh c :  

M(x ;  y)    (E)    
x y

a b
+ =

2 2

2 2
1   (1 )  

trong  b a c= 
2 2 2 .  

Phng trnh (1 )  gi l phng trnh chnh tc  ca elip.  
 

 

3 Trong phng trnh (1 )  hy gii  thch v sao ta lun  t c 2 2 2b a c=  .  

 

 

 

 

3.   Hnh dng ca elip 

Xt elip (E) c phng trnh (1 )  :  

a)  Nu im M(x ;  y)  thuc (E) th 

cc im M
1
(x ;  y),  M

2
(x ;  y) v 

M
3
(x ;  y) cng thuc (E)  (h.3.21).   

Vy (E)  c cc trc i xng l Ox,  

Oy  v c tm i xng l gc O.  

Hnh 3.21  
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b)  Thay y  = 0 vo (1 )  ta c x  = a ,  suy ra (E)  ct Ox  ti hai im A
1
(a ;  0)  

v A
2
(a ;  0).  Tng t thay x = 0 vo (1 ) ta c y  = b , vy (E) ct Oy  ti hai 

im B
1
(0 ;  b) v B

2
(0 ;  b).  

Cc im A
1
,  A

2
,  B

1
v B

2
 gi l cc nh  ca elip.  

on thng A A
1 2

 gi l trc ln, on thng B B
1 2

 gi l trc nh ca elip.  

 

V d.  Elip (E) :  + =

2 2

1
9 1

x y
 c cc nh l 

1
3 0A ( ; ),

2
3 0A ( ; ),  

1
0 1B ( ; ),  

B ( ; )
2
0 1  v 

1 2
A A  = 6 l trc ln cn 

1 2
B B  = 2 l trc nh.  

 

4 Hy xc nh to  cc tiu  im v v hnh elip trong v d trn.  

 

4.   Lin h gia ng trn v ng elip 

a)  T h thc b2  = a2    c2  ta thy nu tiu c ca elip cng nh th b  cng 
gn bng a,  tc l trc nh ca elip cng gn bng trc ln.  Lc  elip c 
dng gn nh ng trn.  

b)  Trong mt phng Oxy  cho ng trn (C )  c phng trnh  

    x y a+ =
2 2 2 .  

Vi mi im M(x ;  y)  thuc ng trn ta xt im M (x  ;  y )  sao cho 

    

x' x

b
y' y

a

=



=

  (vi 0 < b  < a)  (h.3.22) 

th tp hp cc im M'  c to  
tho mRn phng trnh 

x' y'

a b
+ =

2 2

2 2
1  l mt elip (E).  

Khi  ta ni ng trn (C)  c 
co thnh elip (E).   

Hnh 3.22 
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Cu hi  v bi  tp 

1.   Xc nh  di cc trc, to  cc tiu im, to  cc nh ca cc elip c 
phng trnh sau :  

a)  + =
x y
2 2

1
25 9

 ;    

b)  + =x y
2 24 9 1  ;    

c)  + =x y
2 24 9 36 .  

2.   Lp phng trnh chnh tc ca elip,  bit  

a)   di trc ln v trc nh ln lt l 8  v 6 ;  

b)  di trc ln bng 10 v tiu c bng 6.  

3.   Lp phng trnh chnh tc ca elip trong cc trng hp sau :  

a)  Elip i qua cc im M(0 ;  3)  v N


  

12
3 ;

5
 ;  

b) Elip c mt tiu im l F1 ( 3 ; 0)  v im M


 
 

3
1 ;

2
 nm trn elip.  

4.    ct mt bng hiu qung co hnh elip c trc ln l 80 cm v trc nh l 

40 cm t mt tm vn p hnh ch nht c kch thc 80 cm   40 cm, ngi 
ta v hnh elip  ln tm vn p nh hnh 3.19.  Hi phi ghim hai ci inh 
cch cc mp tm vn p bao nhiu v ly vng dy c  di l bao nhiu ?  

5.   Cho hai ng trn F R1 1 1( ; )C  v F R2 2 2( ; )C .  1C  nm trong 2C  v 

F F1 2 .  ng trn C  thay i lun tip xc ngoi vi 1C  v tip xc trong 

vi 2C .  HRy chng t rng tm M ca ng trn C  di ng trn mt elip.  
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Ba ng cnic 
v qu o ca tu v tr 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 3.23 

 

 

 

1 .  Khi  ct mt mt nn trn xoay bi  mt mt phng  khng i  qua nh v khng 

vung gc vi  trc ca mt nn,  ngi  ta nhn thy ngoi  ng el ip ra,  c th 

cn hai  loi  ng khc na l parabol  v hypebol  (h.3.23).  Cc ng ni  trn  

thng c gi  l ba ng cnic (do gc ting Hi  Lp Konos ngha l mt nn).  

 

2.  Di  y l vi  v d  v hnh nh  ca ba ng cnic trong i  sng  hng ngy :  

 Bng ca mt qu bng  trn  mt sn thng c hnh  el ip (h.3.24).   

 

 

 

 

Hnh 3.24 
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 Tia nc t vi  phun   cng vin  thng l ng parabol  (h.3.25).  

 

 

Hnh 3.25 

 

 

 

 Bng ca n ng  in  trn  tng c th l ng hypebol  (h.3.26).  

 

 
 

 

Hnh 3.26 

 

 

 

3.  Tu  v  tr  c phng ln  t Tri  t lun bay theo nhng qu o,  qu o 
ny thng l ng trn,  el ip,  parabol  hoc hypebol.  Hnh  dng  ca qu o 
ph  thuc vo vn tc ca tu  v  tr  (h.3.27).  Ta c bng tng ng gia tc  
v qu o nh sau.  
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Tc  
0

V  ca tu  v  tr  Hnh  dng qu o tu  v tr  

7,9 km/s ng trn 

7,9 km/s < 
0

V < 1 1 ,2  km/s el ip 

1 1 ,2 km/s Mt phn  ca parabol  

0
V  >  1 1 ,2 km/s Mt phn  ca hypebol  

 

 

 

 

Ngoi  ra ngi  ta cn  tnh  c cc tc  v  tr  tng qut,  ngha l tc  ca cc 

thin  th chuyn ng i  vi  cc thin  th khc di  tc dng ca lc hp dn  

tng h.  V d   phng mt tu  v  tr  thot l i  c Mt Trng tr v Tri  t th  

cn  to cho tu  mt tc  ban u  l 2,38 km/s.  
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Gi-han K-ple v quy lut 
chuyn ng ca cc hnh tinh 

 

 
Hnh 3.28 

Gi-han K-ple (Johannes Kepler,  1 571  - 1 630)  l nh thin  vn ngi  c.  ng  l 
mt trong nhng  ngi   t nn  mng cho khoa hc t nhin.  K-ple sinh  ra   
Vu-tem-be (Wurtemberg)  trong mt gia nh  ngho,  1 5 tui  theo hc trng dng.  
Nm 1 593 ng tt nghip Hc vin  Thin  vn  v Ton hc vo loi  xut sc v tr 
thnh  gio s trung hc.  Nm 1 600 ng  n Pra-ha v cng lm vic vi  nh thin  
vn  ni  ting Ti-c Bra.  

K-ple ni  ting nh pht minh ra cc nh  lut chuyn  ng  ca cc hnh  tinh:  

1 .  Cc hnh tinh  chuyn ng quanh Mt Tri  theo cc qu o l cc ng el ip 
m Mt Tri  l mt tiu  im.  

2.  on thng ni  t Mt Tri  n hnh tinh qut c nhng din tch bng nhau 
trong nhng khong thi  gian bng nhau.  Chng hn nu xem Mt Tri  l tiu im 

F v nu trong cng mt khong thi  gian t,  mt hnh tinh di  chuyn t M1  n M2  

hoc t 
1

M   n 
2

M   th din tch hai  hnh 
1 2

FM M  v 
1 2

FM M   bng nhau (h.3.28).  

3.  Nu  gi  T1 ,  T2  ln  lt l thi  gian   hai  hnh tinh  bt k bay ht mt vng 

quanh Mt Tri  v gi  a1 ,  a2  ln  lt l  di  na trc ln  ca el ip qu o ca 
hai  hnh tinh  trn th  ta lun  c  

=

2 2
1 2
3 3
1 2

T T

a a
.  

Cc nh lut ni  trn  ngy nay trong  thin  vn  gi  l ba nh  lut K-ple.  
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n tp chng III 

I. cu hi v bi tp 
 

1.   Cho hnh ch nht ABCD.  Bit cc nh A(5 ;  1 ),  C(0 ;  6)  v phng trnh  
CD  :  x + 2y 12 = 0.  Tm phng trnh cc ng thng cha cc cnh cn li.  

2.   Cho A(1  ;  2),  B(3  ;  1 ) v C(4 ;  2).  Tm tp hp cc im M sao cho 

+ =
2 2 2

MA MB MC .  

3.   Tm tp hp cc im cch u hai ng thng 

1 :  5x  + 3y   3  = 0 v 2  :  5x  + 3y  + 7  = 0.  

4.   Cho ng thng :  x   y  + 2 = 0 v hai im O(0 ;  0),  A(2 ;  0).  

a)  Tm im i xng ca O  qua  ;  

b) Tm im M trn  sao cho  di  ng gp khc OMA  ngn nht.  

5.   Cho ba im  A(4 ;  3),  B(2 ;  7)  v C(3 ;  8).  

a)   Tm to  ca trng tm G v trc tm H ca tam gic ABC  ;  

b)  Gi T  l tm ca ng trn ngoi tip tam gic ABC.  Chng minh T,  G v 
H thng hng ;  

c)   Vit phng trnh ng trn ngoi tip tam gic ABC.  

6.   Lp phng trnh hai ng phn gic ca cc gc to bi hai ng thng  

3x   4y  + 12 = 0    v     12x  + 5y    7  = 0.  

7.   Cho ng trn (C )  c tm I(1  ;  2)  v bn knh bng 3.  Chng minh rng tp 

hp cc im M m t  ta v c hai tip tuyn vi (C )  to vi nhau mt 

gc 60  l mt ng trn.  HRy vit phng trnh ng trn .  
 

8.   Tm gc gia hai ng thng 1  v 2  trong cc trng hp sau :  

a)  1  :  2x  + y    4 = 0  v   2  :  5x    2y  + 3  = 0 ;  

b) 1 :  y  = 2x  + 4 v   2  :  = +
1 3

2 2
y x .  

9.   Cho elip (E)  :  +

2 2

16 9

x y
 = 1 .  

Tm to  cc nh,  cc tiu im v v elip .  
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10.   Ta bit rng Mt Trng chuyn ng quanh Tri t theo mt qu o l mt 
elip m Tri t l mt tiu im.  Elip  c chiu di trc ln v trc nh 
ln lt l 769 266 km v 768  106 km. Tnh khong cch ngn nht v 
khong cch di nht t Tri t n Mt Trng, bit rng cc khong cch 
 t c khi Tri t v Mt Trng nm trn trc ln ca elip.  
 

 

 

ii.  cu hi trc nghim  
 

1.   Cho tam gic ABC  c to  cc nh l A(1  ;  2),  B(3  ;  1 )  v C(5  ;  4).  Phng 
trnh no sau y l phng trnh ng cao ca tam gic v t A  ?  

(A) 2x  + 3y    8  = 0 ;     (B)  3x  2y    5  = 0 ;  

(C) 5x   6y  + 7  = 0 ;     (D) 3x   2y  + 5  = 0.  

2.   Cho tam gic ABC  vi cc nh l A(1  ;  1 ),  B(4 ;  7)  v C(3  ;  2),  M l trung 
im ca on thng AB.  Phng trnh tham s ca trung tuyn CM l :  

(A) = +


=  +

3

2 4 ;

x t

y t
    (B)  = +


=  

3

2 4 ;

x t

y t
      

(C) = 


= +

3

4 2 ;

x t

y t
       (D) = +


=  +

3 3

2 4 .

x t

y t
 

3.   Cho phng trnh tham s ca ng thng d :  
= +


=  

5

9 2 .

x t

y t
  

 Trong cc phng trnh sau,  phng trnh no l phng trnh tng qut ca 
(d)  ?  

(A) 2x  +  y   1  = 0 ;     (B) 2x  + 3y  + 1  = 0 ;  
(C) x  +  2y  + 2 = 0 ;     (D) x +  2y   2 = 0.  
 

4.   ng thng i qua im M(1 ;  0)  v song song vi ng thng 
d :  4x +  2y  + 1  = 0 c phng trnh tng qut l :  

(A) 4x  + 2y  + 3  = 0 ;     (B)  2x  + y  + 4 = 0 ;  
(C) 2x + y   2 = 0 ;     (D) x  2y  + 3  = 0.  

5.   Cho ng thng d c phng trnh tng qut :  3x  + 5y  +  2006 = 0.  Tm mnh 
 sai trong cc mnh  sau :  

(A) (d) c vect php tuyn n  = (3  ;  5)  ;  

(B) (d)  c vect ch phng a  = (5  ;  3) ;  

(C) (d)  c h s gc k = 
5

3
 ;  

(D) (d)  song song vi ng thng 3x  + 5y  = 0.  
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6.   Bn knh ca ng trn tm I(0 ;  2)  v tip xc vi ng thng  
  :  3x   4y   23  = 0 l :  

(A) 1 5  ;    (B) 5  ;                           (C) 
3

5
 ;   (D) 3.  

7.   Cho hai ng thng 

d
1
 :  2x + y  + 4  m  = 0 v  

d
2
 :  (m  + 3)x  + y   2m   1  = 0.  

d
1
 song song vi 2d  khi :  

(A) m  = 1  ;  (B) m  =  1  ;                  C) m  = 2 ;   (D) m  = 3.  

8.  Cho (d
1
)  :  x + 2y  + 4 = 0 v  (d

2
)  :  2x  y  + 6 = 0.  S o ca gc gia hai 

ng thng d
1
 v d

2
 l :  

(A) 30o ;   (B) 60o ;                         (C) 45o ;   (D) 90o.  

9.   Cho hai ng thng 
1
 :  x  + y  + 5  = 0  v 

2
 :  y  = 10.  Gc gia 

1
 v 

2
 l :  

(A) 45o  ;   (B)  30o ;                          (C) 88o57'52''  ;   (D) 1 o13'8'' .  

10.   Khong cch t im M(0;  3)  n ng thng 

  :  xcos  + ysin  + 3(2  sin)  = 0 l :  

(A) 6  ;   (B) 6 ;                           (C) 3sin  ;         (D) 
 +

3

sin cos
.  

11.   Phng trnh no sau y l phng trnh ng trn ?  

(A) x2  + 2y2   4x   8y  + 1  = 0 ;   (B) 4x2  + y2   1 0x  6y   2 = 0 ;  

(C) x2  + y2   2x   8y  + 20 = 0 ;   (D) x2  +  y2   4x + 6y   1 2 = 0.  

12.   Cho ng trn (C)  :  x2  + y2  + 2x + 4y   20 = 0.  

Tm mnh  sai trong cc mnh  sau :  

(A) (C)  c tm I(1  ;  2)  ;    (B) (C) c bn knh R  = 5  ;  

(C) (C)  i qua im M(2 ;  2)  ;   (D) (C)  khng i qua im A(1  ;  1 ).  

13.   Phng trnh tip tuyn ti im M(3;  4)  vi ng trn  

(C)  :  x2  +  y2   2x  4y   3  = 0 l :  

(A) x  + y   7  = 0 ;    (B) x  + y  + 7  = 0 ;  

(C) x   y   7  = 0 ;    (D) x  + y   3  = 0.  
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14.   Cho ng trn (C) :  x2  + y2   4x  2y  = 0 v ng thng   :  x + 2y  + 1  = 0.  

Tm mnh  ng trong cc mnh  sau :  

(A)   i qua tm ca (C)  ;   (B)    ct (C)  ti hai im ;  
(C)   tip xc vi (C)  ;    (D)   khng c im chung vi (C).  

15.  ng trn (C)  :  x2  + y2   x + y   1  = 0 c tm I v bn knh R  l :  

(A) I(1  ;  1 ),  R  =  1  ;    (B)  


  

1 1
;

2 2
I ,  =

6

2
R  ;  

(C) 


  

1 1
;

2 2
I ,  =

6

2
R  ;   (D) I(1  ;  1 ),  R  = 6 .  

16.   Vi gi tr no ca m  th phng trnh sau y l phng trnh ca ng trn 

x
2  + y2    2(m  + 2)x  + 4my  + 1 9m   6 = 0 ?  

(A) 1  < m  < 2 ;     (B) 2   m    1  ;  
(C) m  < 1  hoc m  > 2 ;    (D) m  < 2 hoc m  > 1 .  

17.   ng thng   :  4x + 3y  + m  = 0 tip xc vi ng trn (C) :  x2  + y2  = 1  khi :  

(A) m  = 3  ;   (B) m  =  5  ;                    (C) m  = 1  ;   (D) m  = 0.  

18.   Cho hai im A(1  ;  1 )  v B(7 ;  5).  Phng trnh ng trn ng knh AB  l :  

(A) x2  + y2  + 8x + 6y  +  12 = 0 ;     (B) x2  + y2    8x   6y  + 12 = 0 ;  

(C) x2  + y2    8x   6y   12 = 0 ;    (D) x2  + y2  +  8x  +  6y    12 = 0.   

19.   ng trn i qua ba im A(0 ;  2),  B(2 ;  0)  v C(2 ;  0)  c phng trnh l :  

(A)  x2  + y2  = 8  ;      (B)  x2  + y2  +  2x +  4 = 0 ;  

(C) x2  + y2    2x   8  = 0 ;    (D) x2  + y2    4 = 0.  

20.   Cho im M(0 ;  4) v ng trn (C) c phng trnh  x2  + y2   8x  6y  + 21  = 0.  

Tm pht biu ng trong cc pht biu sau :  

(A) M nm ngoi (C)  ;    (B) M nm trn (C)  ;  
(C) M nm trong (C)  ;    (D) M trng vi tm ca (C).  

21.   Cho elip (E)  :  +

2 2

25 9

x y
 = 1  v cho cc mnh  :  

(I)  (E)  c cc tiu im F
1
(4 ;  0)  v F

2
(4 ;  0)  ;  

(II)  (E)  c t s 
c

a
 = 

4

5
 ;  
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(III)  (E)  c nh A
1
( 5  ;  0)  ;    (IV) (E)  c  di trc nh bng 3.  

Tm mnh  sai trong cc mnh  sau :  

(A) (I)  v (II)  ;      (B) (II)  v (III)  ;  

(C) (I)  v (III)  ;      (D) (IV) v (I).  

22.   Phng trnh chnh tc ca elip c hai nh l ( 3  ;  0),  (3  ;  0)  v hai tiu im 
l ( 1  ;  0),  (1  ;  0) l :  

(A) + =

2 2

1
9 1

x y
 ;      (B)  + =

2 2

1
8 9

x y
 ;  

(C) + =

2 2

1
9 8

x y
 ;      (D) + =

2 2

1
1 9

x y
.  

23.   Cho elip (E)  :  x2  + 4y2  =  1  v cho cc mnh  :  

(I)  (E)  c trc ln bng 1  ;     (II)  (E)  c trc nh bng 4 ;  

(III)  (E)  c tiu im F1


 
 

3
0 ;

2
 ;    (IV) (E)  c tiu c bng 3 .  

Tm mnh  ng trong cc mnh  sau :  

(A) (I)  ;   (B) (II)  v (IV) ;   (C) (I)  v (III) ;  (D) (IV).  

24.  Dy cung ca elip (E)  :  + =

2 2

2 2
1

x y

a b
 (0 < b  < a)  vung gc vi trc ln ti 

tiu im c  di l :  

(A) 
22c

a
 ;    (B)  

22b

a
 ;    (C) 

22a

c
 ;    (D) 

2
a

c
.  

25.   Mt elip c trc ln bng 26, t s =
12

13

c

a
.  Trc nh ca elip bng bao nhiu ? 

(A) 5  ;         (B) 1 0 ;         (C) 12 ;   (D) 24.  

26.   Cho elip (E)  :  4x2  + 9y2  = 36.  Tm mnh  sai trong cc mnh  sau :  

(A) (E)  c trc ln bng 6 ;    (B)  (E) c trc nh bng 4 ;  

(C) (E)  c tiu c bng 5  ;    (D) (E)  c t s 
c

a
 =  

5

3
.  
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27.   Cho ng trn (C)  tm F
1
 bn knh 2a  v 

mt im F
2
  bn trong ca (C).  

 Tp hp tm M ca cc ng trn ( C )  
thay i nhng lun i qua F

2
 v tip xc 

vi (C)  (h.3.29) l ng no sau y ?   

(A) ng thng ;   (B)  ng trn ;  

(C) Elip ;     (D) Parabol.  

28.   Khi cho t thay i,  im M (5cost ;  4sint)  di ng trn ng no sau y ?   

(A) Elip ;     (B) ng thng ;  

(C) Parabol ;    (D)  ng trn.  

29.  Cho elip (E) :  + =
2 2

2 2
1

x y

a b
 (0 < b  < a).  Gi F

1
,  F

2
 l hai tiu im v cho im 

M(0 ;  b).  Gi tr no sau y bng gi tr ca biu thc MF
1
.MF

2
   OM2 ? 

(A) c2   ;   (B) 2a2  ;   (C) 2b2  ;   (D) a2   b2.  

30.   Cho elip (E)  :  + =
2 2

1
16 9

x y
 v ng thng   :  y  + 3  = 0.  

Tch cc khong cch t hai tiu im ca (E)  n ng thng   bng gi tr 
no sau y :  

(A) 16 ;   (B) 9 ;    (C) 81  ;   (D) 7.  
 

 

 

 

n tp cui nm 
 

 

1.   Cho hai vect a  v b  c ( )= = =3, 5, , 120oa b a b .  Vi gi tr no ca m  

th hai vect +a mb  v a mb  vung gc vi nhau ?  

2.   Cho tam gic ABC  v hai im M,  N sao cho =
 

AM AB  ;  =
 

AN AC .  

a)  HRy v M,  N khi   = 
2

3
 ;      =  

2

3
.   

b) HRy tm mi lin h gia   v    MN song song vi BC.  

Hnh 3.29 
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3.   Cho tam gic u ABC  cnh a.  

a)  Cho M l mt im trn ng trn ngoi tip tam gic ABC.  Tnh 

+ +
2 2 2

MA MB MC  theo a  ;  

b) Cho ng thng d tu ,  tm im N trn ng thng d sao cho 

+ +
2 2 2

NA NB NC  nh nht.  

4.   Cho tam gic u ABC  c cnh bng 6 cm.  Mt im M nm trn cnh BC  
sao cho BM = 2 cm.  

a)  Tnh  di ca on thng AM v tnh csin ca gc BAM  ;  

b) Tnh bn knh ng trn ngoi tip tam gic ABM ;  

c)  Tnh  di ng trung tuyn v t nh C  ca tam gic ACM ;  

d) Tnh din tch tam gic ABM.  

5.   Chng minh rng  trong  mi tam gic ABC  ta u c 

a)  a  = cosb C  + cosc B ;  

b) sin A  = sin cosB C   + sin cosC B ;  

c)  = 2 sin sinah R B C .  

6.   Cho cc im A(2 ;  3),  B(9 ;  4),  M(5  ;  y) v P(x ;  2).  

a)  Tm y   tam gic AMB  vung ti M ;  

b) Tm x  ba im A,  P  v B  thng hng.  

7.   Cho tam gic ABC  vi H l trc tm.  Bit phng trnh ca ng thng AB,  
BH v AH ln lt l  4x  + y    1 2 = 0,   5x   4y  15  = 0 v 2x + 2y    9  = 0.  

HRy vit phng trnh hai ng thng cha hai cnh cn li v ng cao 
th ba.  

8.   Lp phng trnh ng trn c tm nm trn ng thng   :  4x + 3y   2 = 0 
v tip xc vi hai ng thng 

1d :  x + y  +  4 = 0      v  2d  :  7x   y  + 4 = 0.  

9.   Cho elip (E)  c phng trnh :  + =

2 2

1
100 36

x y
.  

a)  HRy xc nh to  cc nh, cc tiu im ca elip (E)  v v elip  ;  

b) Qua tiu im ca elip dng ng thng song song vi Oy  v ct elip ti 
hai im M v N.  Tnh  di on MN.  
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Hng dn v p s  

Chng I 

1.    

1.   a)  ng ;    b)  ng.  

2.   a)  Cc vect cng phng :   

     a ,  b  ;  u ,  v  ;   x ,  y ,  


w  v z .  

b)  Cc vect cng hng :   

    a ,  b  ;  x ,  y  v z .  

c)  Cc vect ngc hng :   

    u ,  v  ;   


w ,  x ;   


w ,  y  ;  


w ,  z .  

d)  Cc vect bng nhau :  x ,  y .  

4.   a) Cc vect cng phng vi 


OA  :  


DA ,  


AD ,  


BC ,  


CB ,  


AO ,  


OD ,  


DO ,  


FE ,  


EF .  

b)  Cc vect bng 


AB  :  
  

, ,OC ED FO .  
 

.  

5.   + =

 

AB BC a  ,   =

 

3AB BC a .  

7.   a)  Nu a ,  b  cng hng ;   

 b)  Nu gi ca a  v b  vung gc.  

8.   a ,  b  c cng  di v ngc hng.  

10.   


3F  c   c ng    l   100 3  N ,  n g c  

hng  vi  


ME ,  t rong    E  l    nh  c a  
hnh bnh hnh MAEB.  
 

.  

2.   = 

 2
( )

3
AB u v ;  = +

 2 4

3 3
BC u v  ;  

=  

 4 2

3 3
CA u v .  

3.   =  +

 1 3

2 2
AM u v .  

6.   K l im thuc on AB  m 
2

3

KA

KB
= .  

7.   M l trung im ca trung tuyn CC .  
  

.  

1.   = 3AB ,  5MN =  ;  AB


 v MN


 ngc hng.  

2.  a)  ng   b)  ng  c)  sai   d)  ng.  

3.   a  = (2 ;  0),     b  = (0 ;  3) ,  

 c  = (3  ;  4),   = (0, 2 ; 3 )d .  

4.   a),  b),  c)  u ng, d) sai.  

5.   0 0( ; )A x y  ;   0 0( ; )B x y ;   

  0 0( ; )C x y .  

6.   D(0 ;  5)    

7.   A(8 ;  1 ),   B(4 ;  5),   C(4 ;  7).    

8.   2c a b= + .  
   

n tp chng I 

1.   Cc vect cn tm :  


OC ,  


FO ,  


ED .  

2.   Cc khng nh ng :  a),  b)  v d).  

3.   ABCD  l hnh thoi.  

5.   M,  N ,  P  ln  lt  l  cc  im i  xng  vi  
C,  A,  B  qua tm O.  

6.   a)  + =

 

3AB AC a   b)   =

 

AB AC a .  

8.   a)  m  = 
1

2
,  n  = 0  ;    b)  m  = 1  ,  n  = 

1

2
 ;   

 c)  = 
1

2
m ,  =

1

2
n  ;   d)  = 

1

2
m ,  n = 1 .  

10.   Cc khng nh ng a)  v c).  

11.   a)  = (40 ; 13)u  ;    b)  = (8 ; 7)x  ;    

 c)  k = 2 ,  h  = 1 .  

12.   m  =
2

5
.     

13.   Khng nh ng l c).  

Chng II 

.  

2.   AK = asin2   ;  OK = acos2.    

5.   =
25

9
P .  

6.   = 

  2
cos( , )

2
AC BA  ;  =

 

sin( , ) 1AC BD  ;  

cos( , ) 1AB CD = 

 

.  
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.  

1.   =

 

. 0AB AC  ;   = 

 
2.AC CB a .  

2.   a)  Khi im O  nm ngoi on AB  ta c 

=

 

. .OA OB a b .  
b)  Khi im O  nm gia hai im A  v B  ta c 

= 

 

. .OA OB a b .  

3.  b)  24R .  

4.   a) 
5

; 0
3

D
 
  

 ;    b)  1 0(2 2 )+ ;   

c)  5.  

5.   a) o( , ) 90a b =  ;    b)  o( , ) 45a b =  ;   

 c) o( , ) 150a b = .  

7.   To   im C  cn  tm l  :  C(1  ;  2)  v 

C (1  ;  2).  
  

.  

1.    o32C =  ;  b   61,06 cm  ;   

 c   38,15 cm  ;  32,36ah   cm.  

2.    o36A   ;   o106 28B   ;   o37 32C = .  

3.   a  = 1 1 ,36 cm ;   o37 48B   ;   o22 12C = .  

4.   S = 31 ,3  vdt.  

5.   BC  = + +2 2m n mn .  

6.   a)   o91 47C =  ;     b)  am = 10,89 cm.  

7.   a)  Gc ln nht l  o117 16C   ;    

 b)  Gc ln nht l  o93 41A  .  

8.    o40A =  ;  b  = 212,31  cm ;  c  = 1 79,40 cm 

10.   568,457 m.  

11.   22,772 m.  

n tp chng II 

4.   = . 4a b .   

9.   R  = 2 3 .  

10.   S = 96 ;  = 16ah  ;  R  = 10 ;  r = 4 ;   

  17,09am .  

11.   Din tch S ca tam gic ln nht khi  

  o90C = .  

Chng III 

.   

1.   a)  
= +


= +

2 3

1 4

x t

y t
 ;      b)  

=  +


= 

2

3 5 .

x t

y t
 

2.   a)  3x + y  + 23 = 0 ;     b)  2x + 3y    7  = 0.  

3.   a)  AB  :  5x + 2y    1 3  = 0 ;   

     BC  :  x   y    4 = 0 ;     

              CA  :  2x + 5y    22 = 0.  
 

b) AH :  x + y    5  = 0 ;    AM :  x + y    5  = 0.  
4.   x   4y    4 = 0.  

5.   a)  1d  ct 2d ;         b)  1 2//d d          c) 1 2d d .  

6.   1 (4 ; 4)M ,   
 

  2
24 2

;
5 5

M .  

7.   o45 .  

8.   a)  
28

5
 ;    b)  3  ;    c)  0.   

9.   
44

13
.  

.   

1.   a)  I(1  ;  1 ),  R  = 2 ;   b)  I
 
  
1 1

;
2 4

 ,  R  = 1  ;  

 c)  I(2 ;  3) ,  R  = 4.  

2.   a)  + +  =2 2( 2) ( 3) 52x y  ;     

 b) + +  =2 2 4
( 1) ( 2)

5
x y  ;    

 c)   +  =2 2( 4) ( 3) 13x y .  

3.   a)  +  +  =2 2 6 1 0x y x y ;    

 b) +    =2 2 4 2 20 0x y x y .  

4.    +  =2 2( 1) ( 1) 1x y ;  

   +  =2 2( 5) ( 5) 25x y .  

5.    +  =2 2( 4) ( 4) 16x y ;  

   
 + + =      

2 2
4 4 16

3 3 9
x y .  

6.   a)  I(2 ;  4),  R  = 5  ;   

 b)  3x   4y  + 3  = 0 ;   

 c)  4x + 3y  + 29 = 0,     4x + 3y    21  = 0.  
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.   

1.   a)  2a  = 1 0,  2b  = 6 ;     

  1 ( 4 ; 0)F ,  2 (4 ; 0)F ;    

 1 ( 5 ; 0)A ,  2 (5 ; 0)A ;   

   1 (0 ; 3)B ,  2 (0 ; 3)B .  

b)  2a  = 1 ,  2b  = 
2

3
 ;   

 1
5

( ; 0)
6

F ,  2
5

( ; 0)
6

F ;   

 1
1

( ; 0)
2

A ,  2
1
( ; 0)
2

A ,   

 1
1

(0 ; )
3

B ,  2
1

(0 ; )
3

B .  

c) 2a  = 6,  2b  = 4  ;   

1 ( 5 ; 0)F ,  2 ( 5 ; 0)F ;  

1 ( 3 ; 0)A ,  2 (3 ; 0)A ;   

1 (0 ; 2)B ,  2 (0 ; 2)B .  

2.   a)  + =
2 2

1
16 9

x y
 ;    b)  + =

2 2
1

25 16

x y
.  

3.   a)  + =
2 2

1
25 9

x y
 ;    b)  + =

2 2
1

4 1

x y
.  

4.    40 20 3 5,36 (cm);   

 + 80 40 3 149, 28  (cm).  

5.   + = +1 2 1 2MF MF R R .  

n tp chng III 

1.   AB  :  x + 2y    7  = 0 ;   AD  :  2x   y    9   = 0 ;   

 BC  :  2x   y  + 6 = 0.  

2.   + +  =2 2( 6) ( 5) 66x y .  

3.   5x + 3y  + 2 = 0.  

4.   a)  O'(2 ;  2)  ;   b)  


  
2 4
;

3 3
M .  

5.   a)  


  
2

1 ;
3

G ,  H(13  ;  0),   T(5 ;  1 )  ;   

b)  =
 

3TH TG  ;    

c)  + +  =2 2( 5) ( 1) 85x y .  

6.   21x + 77y    1 91  = 0 ;   

 99x   27y  + 121  = 0.  

7.    +  =2 2( 1) ( 2) 36x y .  

8.   a)    =1 2
8

cos( , )
145

 ,   

 
    1 2( , ) 48 21 59o  ;    

 b)    =1 2( , ) 90o .  

9.   1 ( 4 ; 0)A ,  2 (4 ; 0)A  ;   

1 (0 ; 3)B ,  2 (0 ; 3)B ;   

1 ( 7 ; 0)F ,  2 ( 7 ; 0)F .  

10.   363 517 km ;  405  749 km.  
     

n tp cui nm 

1.   m  = 
3

5
.  

2.   b)    = .  

3.   a)  22a  ;   

 b) N l hnh chiu vung gc ca trng tm G 

ca tam gic ABC  ln d.  

4.   a)  AM = 28  cm,   =
5 7

cos
14

BAM  ;  

b) =
2 21

3
R  cm ;     c)  19  cm ;    

d) 23 3 cm .  

6.   a)  y  = 0,  y  = 7 ;     b)  x = 5 .  

7.   AC  :  4x + 5y    20 = 0 ;   

 BC  :  x   y    3  = 0 ;   

 CH :  3x   1 2y    1  = 0.  

8.    + + =2 2( 2) ( 2) 8x y  ;  

 + +  =2 2( 4) ( 6) 18x y .  

9.   a)  1 ( 10 ; 0)A ,  2 (10 ; 0)A  ;  

      1 (0 ; 6)B ,  2 (0 ; 6)B ;   

      1 ( 8 ; 0)F ,  2 (8 ; 0)F  ;   

 b)  
36

5
.  
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Bng thut ng

B 

Bng gi tr  lng gic ca cc gc 
c bit 37 
Biu thc to  ca tch  v hng  43 
Bnh phng v hng ca mt vect 41  

C 

Cng thc H-rng 53 

D 

Din tch tam gic 53 

 

 di  i  s 21  
iu  kin   ba im thng  hng  1 5 
iu kin  hai  vect cng phng 1 5 
nh  ca el ip 87 
nh  l  csin  48 
nh  l  sin  51  
 di  ca vect 6 
ng cnic 89 

E 

El ip (ng el ip)  85 

G 

Gc gia hai  vect 38 
Gc gia hai  ng thng  78 
Gc to  21  
Gii  tam gic 55 
Gi ca vect 5 
Gi tr  lng gic ca mt gc 36 

H 

H trc to  21  
H s gc ca ng thng  72 
H iu  ca hai  vect 1 0 
H thc lng trong  tam gic 46 
Honh  23 

K 

Khong cch t mt im n mt 
ng thng  79 

Khong cch gia hai  im 45 

M 

Mt phng to  22 

N 

Na ng trn  n v  35 

 

 

P 

Phn tch  (biu th)  mt vect theo hai  
vect khng  cng phng 1 5 
Phng trnh  chnh  tc ca el ip 86 
Phng trnh  ng trn  81  
Phng trnh  tip tuyn ca ng trn  83 
Phng trnh  ng thng theo on chn    75 
Phng trnh  tng qut ca ng thng  74 
Phng trnh  tham s ca ng  thng  71  

Q 

Quy tc ba im 1 1  
Quy tc hnh  bnh  hnh  9 

T 

Tm i  xng ca el ip 86 
Tiu  c ca el ip 85 
Tiu  im ca el ip 85 
Tch  ca vect vi  mt s  1 4 
Tnh  cht ca php cng cc vect 9 
Tch  v hng ca hai  vect 41  
To  ca mt im 23 
To  ca vect 22 
To  ca trng tm tam gic 25 
To  trung im ca on thng  25 
Tng ca hai  vect 8 
Trc nh c a el ip 87  
Trc i  xng ca el ip 86 
Trc honh  21  
Trc ln c a el ip 87 
Trc to  20 
Trc tung  21  
Tung  23 
 

V 

Vect 4 
Vect n v  6 
Vect bng nhau  6 
Vect cng hng  5 
Vect cng phng  5 
Vect ch phng c a ng thng 70 
Vect i  1 0 
Vect - khng  6 
Vect ngc hng  5 
Vect php tuyn c a ng thng   73 
V tr tng i  ca hai  ng thng       76 
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MC Lc 
   Trang 

Chng I.   Vect  3  

  1 .  Cc nh  ngha 4  

Cu  hi  v bi  tp 7 

  2.  Tng v h iu  ca hai  vect 8 

Cu  hi  v bi  tp 1 2 

  3.  Tch  ca vect vi  mt s 1 4 

Cu  hi  v bi  tp 1 7 

  4.  H trc to  20 

Cu  hi  v bi  tp 26 

n tp chng I 27 

I.  Cu hi v bi tp 27 

II.  Cu hi trc nghim 28 

Chng II.   tch v hng ca hai  vect v ng dng  34  

  1 .  Gi tr  lng  g ic ca mt gc bt k t 0o  n  1 80o  35 

Cu hi  v bi  tp  40 

  2.  Tch  v hng ca hai  vect 41  

Cu hi  v bi  tp  45 

3.  Cc h thc lng  trong  tam gic v gii  tam gic  46 

Cu hi  v bi  tp  59 

n tp chng II 62 

I.  Cu hi v bi tp 62 

II.  Cu hi trc nghim 63 

Chng III.   Phng php to  trong mt phng  69  

  1 .  Phng trnh  ng thng  70 

Cu hi  v bi  tp  80 

  2.  Phng trnh  ng trn  81  

Cu hi  v bi  tp  83 

  3.  Phng trnh  ng el ip  84 

Cu hi  v bi  tp  88 

n tp chng III 93 

I.  Cu hi v bi tp 93 

II.  Cu hi trc nghim  94 

n tp cui nm  98 

Hng dn  v p s 1 00 

Bng thut ng 1 03 



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chu trch nhim xut bn  :   Ch tch Hi ng Thnh vin kim Tng Gim c NGT NG TRN I  

  Ph Tng Gim c kim Tng bin tp GS.TS V Vn Hng  
 

 Bin tp ln u  :   nguyn hong nguyn -  hONG NGC PHNG 

 Bin tp ti bn  :   Nguyn ng Tr Tn  

 Bin tp k -  m thut  :   bi Ngc lan  

 Trnh by ba  :   H TU HNG  

 Sa bn in  :   PHNG Sa bn in (NXBGD ti TP.HCM)  

 Ch bn  :   PHNG ch bn (NXBGD ti TP.HCM) 
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