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VECTO

“* Vecto

< Téng va hiéu cha hai vecto

** Tich cua vecto véi mot s6

“* Toa dd clia vecto va toa do cia diém

Trong vat i ta thuong gdp cac dai luong cd hudng
nhu lyc, van téc, ... Ngudi ta dung vecto dé biéu
dién cac dai luong do.



A,

1. CAC PINH NGHIA
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Khéi niém vecto

Hinh 1.1

C4c miii tén trong hinh 1.1 biéu dién huéng chuyén dong ctia 6td va mdy bay.

Cho doan thang AB. Néu ta chon diém A 1am diém ddu, diém B lam diém
cudi thi doan thang AB c6 huéng tir A dén B. Khi dé ta néi AB 12 mot doan
thang cé huong.

binh nghia

Vecto la mot doan thdang cé hudng.

Vecto ¢6 diém dau A, diém cuéi B duoc ki \
hiéu 12 AB va doc 1a "vecto AB". Dé vé a) B
vecto AB ta v& doan thang AB va danh dau

mii tén & dau mut B (h.1.2a). 7
Py <

5
— — — X
Vecto con dugc ki hiéu 1a a, b, x, vy, ... *
khi khong can chi rd diém diu va diém cuoi b)
cua no (h.1.2b).
( ) Hinh 1.2

V6i hai diém A, B phan biét ta c6 dugc bao nhiéu vecto c6 diém dau va diém cudi la
A hoac B.



2. Vecto cung phuong, vecto clng hudng

Puong thang di qua diém dau va diém cudi cia mot vecto duoc goi 1a gid
cta vecto do.

Az Hay nhan xét vé vi tri tuong doi clia cac gia clia cac cap vectd sau : AB va CD,
PQ va RS, EF va PQ (h.1.3).

Hinh 1.3

Dinh nghia

Hai vecto duoc goi la cing phuong néu gid cua chiing song
. song hodc trung nhau.

Trén hinh 1.3, hai vecto AB va CD cung phuong va c6 cung huéng di tur
trai sang phai. Ta ndi AB va CD 12 hai vecto cung huong. Hai vecto Pé va
RS cung phuong nhung c6 huéng nguoc nhau. Ta néi hai vecto Pé va RS
1a hai vecto nguoc huong.

Nhu vay, néu hai vecto cing phuong thi ching chi ¢6 thé cing huéng hoac
nguoc hudng.

Nhdn xét. Ba diém phan biét A, B, C thang hang khi va chi khi hai vecto AB
va AC cung phuong.

That vay, né€u hai vecto AB va AC cuing phuong thi hai duong thing AB va

AC song song hodc tring nhau. Vi ching c6é chung di€ém A nén ching phai
trung nhau. Vay ba diém A, B, C thang hang.



A,

A,

Nguoc lai, néu ba diém A, B, C thiang hang thi hai vecto AB va AC c6 gia
trung nhau nén chung cung phuong.

Khang dinh sau dting hay sai :
Né&u ba diém phan biét A, B, C thang hang thi hai vecto AB va BC cung hudng.

Hai vecto bang nhau
Mbi vecto ¢6 mot do dai, d6 1a khoang cach gitta diém ddu va di€ém cu6i cla
vecto do. Do dai clia AB duge ki hieu 1a |AB|, nhu vay |AB| = AB.

Vecto c6 do dai bang 1 goi 1a vecto don vi.

Hai vecto a va b duoc goi 1a bang nhau néu ching cing huéng va c6 cing
do dai, ki hiéu a = b.

Chu y. Khi cho truéc vecto a va diém O, thi ta luon tim duoc mot diém A
duy nhat sao cho OA=a.

Goi O la tam hinh luc giac déu ABCDEF. Hay chi ra cac vecta bang vecto OA.

Vecto - khong

Ta biét rang méi vecto c¢6 mot diém dau va mot diém cudi va hoan toan duoc
xdc dinh khi biét diém dau va diém cu6i cia no.

Bay gi¢ v6i mot diém A bat ki ta quy udc c6 mot vecto ddc biét ma diém dau
va diém cu6i déu 1a A. Vecto ndy duoc ki hiéu 1a AA va goi 1a vecto - khong.
Vecto AA nam trén moi dudng thing di qua A, vi vay ta quy udc
vecto - khong cung phuong, cung hudéng v6i moi vecto. Ta cling quy udc
rang |AA| = 0. Do d6 c6 thé coi moi vecto - khong déu bing nhau. Ta ki
hiéu vecto - khong 12 0. Nhu vay 0= AA = BB = ... v6i moi diém A, B...



Cau hoi va badi tép
Cho ba vecto ;, l; ¢ déu khdc vecto 0. Céc khang dinh sau ding hay sai ?
a) Néu hai vecto ;, b cung phuong véi ¢ thi a va b cung phuong.
b) Néu ;, b cung nguoc hudéng véi ¢ thia vab cung huéng.

Trong hinh 1.4, hay chi ra cic vecto cung phuong, cung huéng, nguoc hudng
va cac vecto bang nhau.
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Hinh 1.4

Cho tt gidc ABCD. Chiing minh rang ti gidc d6 1a hinh binh hanh khi va chi
khi AB=DC.

Cho luc gidc déu ABCDEF c6 tam O.
a) Tim céc vecto khac 0 va cung phuong v6i OA ;

b) Tim céc vecto bang vecto AB.



2. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO

Téng cua hai vecto

Hinh 1.5

Trén hinh 1.5, hai ngudi di doc hai bén bo kénh va ciing kéo mot con thuyén
v6i hai lyc F; va F, . Hai luc F{ va F, tao nén hop luc F 1a tong cla hai

luc F; va F; , 1am thuyén chuyén dong.

Dinh nghia
Ch0 hal vecto a va b. Ldy mot diém A tuy y, vé AB a va

BC=b.Vecto AC duoc goi la tong cua hai vecto a va b.
Ta ki hi¢u tong cua hai vecto a va b la a+ b. Viay

AC=a+b (h.1.6).

Phép todn tim tong ciia hai vecto con duoc goi la phép cong vecto.
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Hinh 1.6



2. Quy tdc hinh binh hdnh
Néu ABCD Ia hinh binh hanh thi AB +AD = AC .

B C

Hinh 1.7

Tren hinh 1.5, hop luc cia hai luc £ va F, 1aluc F dugc xdc dinh bing
quy tac hinh binh hanh.

3. Tinh chét cia phép cong cac vecto

Véi bavecto a, b, ¢ tuy ytaco

—

c
a + b = b + a (tinh chat giao hoan) ;

(a + b)+ ¢ =a+(b + ¢) (tinh chat két hop) ;
a+0=0+a=a (tinh chat cua vecto - khong).

Hinh 1.8 minh hoa cho céc tinh chat trén.

Hinh 1.8

A1 Hay kiém tra cac tinh chat clia phép cong trén hinh 1.8.



a) Vecto doi

Az V& hinh binh hanh ABCD. Hay nhan xét vé d6 dai va hudng cla hai vecto AB
va CD.

Cho vecto a. Vectd co cung do dai va nguoc huéng véi a duoc goi la vecto
doi cha vecto a ki hiéu 1a —a.

Mbéi vecto déu c6 vecto d6i, chang han vecto d6i clia AB 1a BA , nghia la
~AB=BA.

Pac biét, vecto doi cua vecto 0 1a vecto 0.

@A Vi du 1. Néu D, E, F lan luot 1a trung diém cua céc canh BC, CA, AB cla
tam gidc ABC (h.1.9), khi d6 ta c6

BD =—EF ,
EA=—-EC. F E
B D C
Hinh 1.9

As Cho AB+BC=0. Hay ching to BC la vecto d6i clia AB.

b) Dinh nghia hiéu cua hai vecto

Cho hai vecto avab. Ta goi hiéu cia hai vecto avab la
_ vecto a + (— b) ki hiéu a — b

Nhu vay
=a+(-b).

Q!
I
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Tir dinh nghia hiéu cta hai vecto, suy ra A

Vi ba diém O, A, B tuj ¥ ta c6 AB=0B—0A (h.1.10).

Hinh 1.10
A4 Hay giai thich vi sao hiéu clia hai vecto OB va OA lavecto AB.

Chu y. 1) Phép toan tim hiéu cta hai vecto con dugc goi la phép trir vecto.
2) V6i ba diém tuy y A, B, C ta ludn ¢ :
AB+ BC = AC (quy tac ba diém) ;
AB— AC =CB (quy tic tri).

Thuc chat hai quy tic trén dugc suy ra tir phép cong vecto.

BH" vi du 2. Vi bon diém bat ki A, B, C, D ta luon ¢6 AB+CD = AD+CB.
That vay, 1dy mot diém O tiy ¥ ta c6

AB+CD=0B—0A+0D-0C =0D-0A+0B-0C = AD+CB.

5. p dung

a) Diém I la trung diém ciia doan thdng AB khi va chi khi IA+IB=0.
b) Diém G la trong tdm ciia tam gidc ABC khi va chi khi GA+GB+GC=0.

CHUNG MINH

b) Trong tam G cua tam gidc ABC nam
trén trung tuyén Al. Lay D 1a diém doi
xting v6i G qua I. Khi d6 BGCD la

hinh binh hanh va G 1a trung diém cta

doan théng AD. Suy ra GB+GC =GD B w c
va GA+GD=0.Tacé g
GA+GB+GC=GA+GD=0.

Hinh 1.11
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Nguoc lai, gia st GA+GB+GC =0. V& hinh binh hanh BGCD ¢6 I 14 giao

diém ciia hai dudng chéo. Khi d6 GB+GC =GD, suy ra GA+GD =0 nén
G 1a trung diém cha doan thing AD. Do d6 ba diém A, G, I thing hang,
GA = 2Gl, diém G nam giita A va I. Vay G 1a trong tAm cua tam gidc ABC.

Cau hoi va badi tép
Cho doan thang AB va diém M nam giita A va B sao cho AM > MB. V& cic
vecto MA+ MB va MA— MB.
Cho hinh binh hanh ABCD va mot diém M tuy y. Ching minh ring
MA+MC = MB+ MD.
Ching minh rang d6i véi ti gidc ABCD bat ki ta luon ¢c6
a) AB+BC+CD+DA=0 ; b) AB—AD=CB-CD.
Cho tam gidac ABC. Bén ngoai cua tam gidc v€ cac hinh binh hanh ABIJ,
BCPQ, CARS. Chiing minh ring RJ +I0+PS=0.
Cho tam gidc déu ABC canh bang a. Tinh d6 dai cua céc vecto AB+BC va
AB—BC.
Cho hinh binh hanh ABCD c¢6 tam O. Chiing minh rang
a) CO~OB=BA ; b) AB—BC =DB ;
¢) DA—DB=0D-0C : d) DA—-DB+DC =0.
Cho a, b 12 hai vecto khac 0. Khi nao c6 ding thic

) la+5l=lal+[3] - b) la+2l=la—3l.

Cho |a+5]=0. So sanh do dai, phuong va hudng ctia hai vecto @ va b.

Chitng minh ring AB = CD khi va chi khi trung diém cuia hai doan thang AD
va BC trung nhau.

Cho ba luc F_l. = MA , F; = MB va F; = MC cung tac dong vao mot vat tai
diém M va vat ding yen. Cho biét cudng do ctia F, F, déu la 100 N va

AMB = 60° . Tim cudng do va huéng ciia luc F; .



'A’Wﬂm Thuyen budm chay nguge chicu gié

Théng thudng ngudi ta van nghi rang gi6
théi vé huéng nao thi sé& day thuyén buém
vé huéng d6. Trong thuc t€ con ngudi da
nghién clu tim cach Igi dung siic gié lam
cho thuyén buém chay ngudc chiéu gib.
Vay ngudi ta da lam nhu thé nao dé thuc
hién dugc diéu tuéng chiing nhu vo i d6 ?

N6i mét cach chinh xac thi ngudi ta ¢ thé lam cho thuyén chuyén déng theo moét
g6c nhon, gan bang % g6éc vudng déi véi chiéu gié thdi. Chuyén dong nay dudc
thuc hién theo dudng dich ddc nham téi huéng can dén clia muc tiéu.
DPé lam dudc diéu d6 ta dit thuyén theo huéng TT' va dat buém theo phuong BB’
nhu hinh vé.

Gié Pich Khi d6 gi6 théi tac déng lén mat

W,

buém mét luc. Téng hop luc la luc f
c6 diém dat & chinh gilra buém. Luc

f dugc phan tich thanh hai luc : Iuc
;)vuéng g6c vGi canh buém BB’ va
luc q theo chidu doc canh budm. Ta
c6 f=p+q.Luc g nay khong ddy
buém di dau ca vi luc can cla gié déi
v6i bubm khong dang ké. Luc dé chi
con lyc pddy budm dudi mét géc
vuodng. Nhu vay khi cé gi6 théi, luén

lubn c6é mét luc p vudng gbéc véi mat

S phang BB’ clia budm. Luc p nay
Hinh 1.12 Xuat phdt s -
dudc phan tich thanh luc r vubéng
géc véi séng thuydn va Iuc s doc theo s6ng thuyén TT' hudng vé& mii thuyén. Khi
dotacé p=s+r.Luc r ratnhd so véi sdc can rat 16n clia nuéc, do thuyén budm
c6 s6ng thuydn rat sau. Chi con luc s hudng vé phia truéc doc theo séng thuyén
d4y thuyén di mot géc nhon ngudc véi chiéu gié théi. Bang cach déi huéng thuyén
theo con dudng dich dac, thuyén cé thé di téi dich theo huéng nguoc chiéu gié ma
khéng can luc day.

13



3. TiCH CUA VECTGO VOI MOT SO

A1 Cho vecto a # 0. Xac dinh do dai va huéng cla vecta a+a.

_ Dbinh nghia
Cho s6 'k #0 va vecto a # 0. Tich cua vecto a voi sO k la

mot vecto, kl hiéu la ka cung huong voi a néuk > 0, nguoc
huong voi a néuk < 0va cé do dai bang |k|| |

Taquyu?écOZz = 6,k6 =0.

Nguoi ta con goi tich cua vecto véi mot s6 1a tich cua mot s6 voi mot vecto.

@f Vi du 1. Cho G la trong tam ctlia tam gidc ABC, D va E lan luot 1a trung diém
cua BC va AC. Khi dé ta c6 (h1.13)

GA =(-2)GD ,
AD =3GD,
DE = L_lj AB
2
- H 5 H c
Hinh 1.13
2. Tinh chat

V6i hai vecto a va b bét ki, v6i moi s6 & vi k, ta c6
k(Zz+13) = k2+k5 ;

(h+k)a=ha+ka ;

h(ka)=(hk)a ;

la=a.(-1).a =—a.

Az Tim vecto doi cla cac vecto ka va3a —-4b.

14



A,

Trung diém cua doan théng vé trong tém cla tam giéc

a) Néu [ 1a trung diém cla doan thing AB thi véi moi diém M ta c6
MA + MB =2MI .

b) Néu G Ia trong tam cta tam gidc ABC thi v6i moi diém M ta c6

MZ +M§ +M5 =3M§.

Hay st dung muc 5 clla 2 dé chig minh cac khang dinh trén.

Piéu kién dé hai vecto cing phuong

Diéu kién cdn va dii dé hai vecto a va b (b #0 ) cung phuong la c6 mot sé
kdé a=kb.

That vay, n€u a = kb thi hai vecto @ va b cung phuong.

a

Ngugc lai, gia su a va b cung phuong. Ta lay k:H néu a va b cung
b
huéng va lay k = —ﬁ néu @ va b nguoc huéng. Khi dé ta cé a=kb.
b

Nhdn xét. Ba diém phan biét A, B, C thang hang khi va chi khi ¢6 s6 k khac 0
dé AB=kAC .

Phén tich mét vecto theo hai vecto khong cung phuong
Cho a=0A, b=0B 14 hai vecto khong

cung phuong va x=0C Ia mot vecto tuy
y. K& CA' // OB va CB’ [/ OA (h. 1.14). A &
Khi d6 x=0C=0A"+0B’. Vi OA' va

a la hai vecto cung phuong nén c6 so &

dé OA'=ha. Vi OB' va b cing phuong 2
nén cé s6 kde OB'=kb. 0" % 5 5
Vay x=ha+kb. Hinh 1.14

15



Khi d6 ta n6i vecto x dugc phan tich (hay con dugc goi 1a biéu thi) theo hai vecto
khong cung phuong avab.

Mot céch tong quat ngudi ta chitng minh duoc ménh dé quan trong sau day :

Cho hai vecto a va b khong cung phuong. Khi dé moi vecto x déu phdn
tich duoc mot cdach duy nhdt theo hai vecto a va b, nghia la cé duy nhdt
cdap so h, k sao cho x=ha+kb .

Bai todn sau cho ta cach phan tich trong mot s6 trudong hop cu thé.

Bdi todn. Cho tam gidc ABC véi trong tam G. Goi / 13 trung diém ctia doan

AG va K 12 diém trén canh AB sao cho AK = éAB .

a) Hay phan tich Al, AK, CI, CK theo a=CA, b=CB:;
b) Chitng minh ba diém C, I, K thang hang.

GIAI
a) Goi AD la trung tuyén cua tam giac ABC (h. 1.15). Ta c6

Do dé A
K
Ai=tag=Ltap-1p-1;. Y
2 3 6 3
G
- 1 = 1
AK == AB=—(CB— CA)——(b a)
5 5 C D7 g
CI CA+AI a+1b—15—11§+25; Hinh 1.15
6 3 6 3

CK=CA+AK =a+—b-—a=—b+=a.
505 5 5

b) Tu tinh toan trén ta co CK = éCf Vay ba diém C, I, K thing hang.

Ul



Cau hoi va badi tép

Cho hinh binh hanh ABCD. Chiing minh rang :
AB+AC+AD =2AC .
Cho AK va BM la hai trung tuyén cta tam giac ABC. Hay phan tich cac vecto

AE, 35 , CZ theo hai vecto ;: Alz , \_;: BZ\Z .

Trén dudng thing chita canh BC cia tam gidc ABC 1dy mot diém M sao cho
MB =3MC. Hay phan tich vecto AM theo hai vecto 1= AB va v=AC.

Goi AM 1a trung tuyén cua tam gidc ABC va D 12 trung diém cta doan AM.
Ching minh rang

a) 2DA+DB+DC =0 :
b) 20A+0B+0C =40D , véi O 1a diém tuy y.
Goi M va N lan luot 1a trung diém cdc canh AB va CD cua tit giac ABCD.
Chdng minh rang :
2MN = AC+BD=BC+AD.
Cho hai diém phan biét A va B. Tim diém K sao cho
3KA+2KB=0.

Cho tam gidc ABC. Tim diém M sao cho MA+ MB+2MC =0.

Cho luc gidc ABCDEF. Goi M, N, P, Q, R, S lan luot 1a trung diém clia cdc
canh AB, BC, CD, DE, EF, FA. Ching minh ring hai tam gidc MPR va NOS
cO cung trong tam.

Cho tam gidc déu ABC c6 O 1a trong tam va M 1a mot diém tuy y trong tam
giac. Goi D, E, F lan luot 1a chan duong vuong goc ha tie M dén BC, AC, AB.
Chdng minh rang

M5+Mﬁ+Mﬁ:§M5.
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Ti 1& vang

=clit (Euclide), nha toan hoc ctia moi thoi dai da timg noi dén “ti 1é vang” trong tac
phdm bat hii clla 6ng mang tén “Nhiing nguyén tac co ban”. Theo O-clit, diém I
trén doan AB dudc goi la diém chia doan AB theo t 1é vang néu thod man

Al AB
L2 (1)
IB Al
A 1 B}
Hinh 1.16
v AI AB , = 7 N 7 g n , T N N
bat x =B a7 tacd AB=xAl va Al =xIB. S6 x d6 dudc goi la t/ Ié vang va

diém I dudc goi la diém vang cla doan AB.

Dé tinh x, ta c6 thé dat /B = 1. Tu (1) ta c6

£=X—+1, hay xz—x—1:0,
1 X
tdc 1a x=1+2£z1,61803.

Vi ti 1& vang ngudi ta c6 thé tao nén moét hinh chit nhat dep, can déi va gay hing
thi cho nhiéu nha héi hoa kién trac. Vi du, khi dén tham quan dén Pac-té-néng &
A-ten (Hi Lap) ngudi ta thay kich thudc cac hinh hinh hoc trong dén phan I6n chiu
anh hudng cla ti 1& vang. Nha tam |i hoc ngugi Dac Phit-né (Fichner) da quan sat
va do hang nghin dé vat thuong dung trong d&i séng nhu 6 clta s&, trang gidy viét,
bia sach... va so sanh kich thuGc gilta chiéu dai va chiéu ngang ctia chung thi thay
ti s6 gan bang ti 1& vang.

Hinh1.17. Dén Pac-té-néng va dudng nét kién tric cla nd.



P& dung diém vang I ctia doan AB = a ta lam nhu' sau :

Vé tam giac ABC vuéng tai B, v6i BC :g. Budng tron tdm C ban kinh g cat AC
tai E. Dudng tron tdm A ban kinh AE cat AB tai I.

a\/g B a \/§+1

TacéAc=TvéAE=A1=g(J§—1).DodéA =~ ==
SW5-1

Hinh 1.18 Hinh 1.19

S0 dung diém vang I ta c6 thé dung dudc géc 72°, tir d6 dung dudc ngii giac déu
cling nhu ngbi sao nam canh nhu sau :

Ta dung dudng tron tdm I ban kinh IA cét trung truc cla IB tai F ta dudc
FAB =36° va ABF =72° (h.1.18).

M6t ngii giac déu noi ti€p dudng tron trén c6 hai dinh lién tiép 1a F va diém xuyén
tam déi A' cla A. Tu d6 ta dung dudc ngay ba dinh con lai clia ngii giac déu.

Can luu y rang trén ngdi sao nam canh trong hinh 1.19 thi ti s6 }4—1 = AK chinh la

ti 1&é vang. Ng6i sao vang nam canh clia Quéc ki nudc ta dudc dung theo ti s6 nay.
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4. HE TRUC TOA b0

Bic cuc
70 80 80 70
60 60
50 50
A4 N
40 /'Ne ork 40
L/ Greenwich
30 ¢ 30
20 20
® \
10 Bombay 10
— |- |
90 80 70 6050403020100 102030405060 70 80 900
0 Xich dao
10 e — 10
Rio de Janero
20 20
30 30
40 40
50 50
60 60
70 go go 0
Nam cuc

V6i méi cap s6 chi kinh dé va vi d6 ngudi ta xac dinh dugc mot diém trénTréi Dat.

Truc va dé ddi dai sé trén truc

a) Truc toa do (hay goi tat 12 truc) 12 mot duong thang trén dé da xac dinh
mot diém O goi 12 diém goc va mot vecto don vi c.

Ta ki hiéu truc d6 12 (O ; ¢ ) (h.1.20)

O e M

.
>

Hinh 1.20

b) Cho M 1a mot diém tuy y trén truc (O ; Z). Khi d6 c¢6 duy nhat mot so &k

sao cho OM = ke . Ta goi s6'k dé la toa do cua diém M doi vdi truc de cho.



¢) Cho hai diém A va B trén truc (O ; e). Khi d6 ¢6 duy nhat s6 a sao cho
AB=ae . Ta goi s6 a d6 1a do dai dai so cua vecto AB doi voi truc de cho
vakihiéua= AB.

Nhdn xét. Néu AB cung huéng véi e thi AB = AB, con néu AB nguoc
huéng véi e thi AB = —AB.

Néu hai diém A va B trén truc (O ; e ) c6 toa do 1an luot 12 a va b thi AB =b—a.

2. Hétruc toa dd
Trong muc nay ta s& xay dung khai niém hé truc toa do dé xac dinh vi tri clia

diém va clia vecto trén mat phang.

A1 Hay tim cach xac dinh vi tri quan xe va quan ma trén ban ¢ vua (h.1.21)

Hinh 1.21

a) Pinh nghia

Hé truc toa do (O ,; }) gom hai truc (O ;?) va (O; })
vuong géc voi nhau. Piém goc O chung ciia hai truc goi la géc
toa do. Truc (O ;;) duoc goi la truc hoanh va ki hiéu la Ox,
truc (O ; ;) duoc goi la truc tung va ki hiéu la Oy. Cac vecto
iva ; la cac vecto don vi trén Ox va Oy va m = ‘;‘ =1.Hé

truc toa do (O ; 7, }) con duoc ki hiéu la Oxy (h.1.22)
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Hinh 1.22

Mait phang ma trén d6 da cho mot hé truc toa do Oxy duoc goi 1a mdt phdng
toa dé Oxy hay goi tat 1 mdt phdang Oxy.

b) Toa do cua vecto

Az Hay phan tich cac vecto 5, b theo hai vecto | va 7 trong hinh (h.1.23)

=

ol

o <.l

Hinh 1.23

Trong mat phang Oxy cho mot vecto u tuy y. V& OA = u va goi Ay, A
lan luot 1a hinh chi€u vuong goéc cua A 1én Ox va Oy (h.1.24). Ta c6
OA=0A +0A, va cap s6 duy nhét (x ; y) 4 OA; =xi, OA, =yj. Nhu

— — —

vay u=xi+yj.
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Cap sO (x ; y) duy nhat d6 duoc goi la toa
do cua vecto u doi véi hé toa do Oxy va

Viét u = (x; y) hodc u(x ;). SO thi nhat x
goi 1a hoanh do, s6 thu hai y goi la tung do

cua vecto u.

Nhu vay

;:(x;y) <:>;=x?+y}

Hinh 1.24

Nhdn xét. Tix dinh nghia toa do clia vecto, ta thiy hai vecto bang nhau khi
va chi khi chiing ¢6 hoanh dé bang nhau va tung do bang nhau.

Néu u =(x:y), u' = ;y) thi

’
X=X

y=y

u:u'(:)i

Nhu vay, moi vecto duoc hoan toan xac dinh khi biét toa do cta nd.

A A . /\?
¢) Toa dé cua mot diém

Trong mat phang toa do Oxy cho mot diém M tuy y. Toa do cha vecto oM
doi véi hé truc Oxy duoc goi 12 toa do ciia diém M d6i véi hé truc do
(h.1.25).

Nhu vay, cap s6 (x ; y) 1a toa do cua diém M

khi va chi khi OM = (x ; y). Khi d6 ta viét . | MO )
M(x ; y) hoac M = (x ; y). SO x duoc goi la
hoanh do, con s0 y dugc goi la tung do cla
diém M. Hoanh do ctia diém M con duoc ki =)
hiéu 1a x;, , tung do ctia diém M con dugc ki o[> I,
hieu 1a vy, .

M=x;y) < OM = xi + y} Hinh 1.25

Chi ¥ rang, néu MM; L Ox, MM, L Oy thix= OM; ,y= OM, .
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As Tim toa d6 cla cac diém A, B, C trong hinh 1.26. Cho ba diém D(-2 ; 3), E(0 ; —4),
F(3; 0). Hay vé cac diém D, E, F trén mat phang Oxy.

Hinh 1.26

d) Lién hé giita toa do ciia diém va toa do ciia vecto trong mdt phdng

Cho hai di€ém A(x, ; y,) va B(xy; yp). Ta co

AB=(xgp—X4; Yp—Ya)-

A4 Hay ching minh cong thurc trén.

3. Toaddcuacéc vecto u+v, u-v, ku

Ta c6 cac cong thic sau :

Cho u = (u;;u,), v=(v ; v,).Khidé:

+ u1+v1;u2+v2);

(
(

<! <

<L I

Up=Vi5Uy=V,) ;3

ku = (ku, s ku, ) k € R
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@ Vi du 1. Cho 2 ={1;-2),b=03;4), Z = (5 ; —1). Tim toa do vecto

u=2a+b-c.

Tacé 2a = (2: —4), 2a+b =(5:0), 2a+b—c =(0: 1).
Vay u =(0; 1).

@T Vi du 2. Cho ; =(1;-1), B = (2; 1). Hay phan tich vecto Z =(4;-1) theo

avab.
Gid sit ¢ = ka+hb = (k+2h ; —k + h)
 k+2h=4 k=2
Ta co =
T—k+h:—1 ihzl.
Vay ¢ =2a+b.

Nhdn xét. Hai vecto u = (u;; uy, ), v =(v;;v,)voi v#0 cung phuong khi

va chi khi c6 mot s6'k sao cho u, = kv, va u, = kv,.

Toa dé trung diém cla doan ’rhéng. Toa dé cla trong tém tam gidic
a) Cho doan thang AB c6 A(x4; v4), B(xg; yg). Ta dé dang chiing minh
dugc toa do trung diém /( x;; y; ) cha doan thang AB 12 :

Xq+Xp YATYB
XI :T, y] :T'

As. Goi G la trong tam cla tam giac ABC. Hay phan tich vecto OG theo ba vects OA :

OB va OC . Tur do hay tinh toa do cla G theo toa d6 clia A, B va C.

b) Cho tam giac ABC c6 A(x4; ya), B(xg; yg), C(xc; yc). Khi do toa do
cua trong tam G( x5 ; Yy ) cua tam gidc ABC duoc tinh theo cong thiic :

_XA+XB+XC _yA+yB+yC
.XG— 3 ,yG— 3 .
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@ Vi du. Cho A(2; 0), B(0 ; 4), C(1 ; 3). Tim toa do trung diém / ctia doan

26

thang AB va toa do cla trong tam G cla tam gidc ABC.

_2+0

Ta co X =

+4
1a y1:0—:2;

2 2

2+0+1 0+4+3 7
_XG: 3 :1, yG: 3 :5

Cdu hoi va bai tép

Trén truc (O ; 2) cho cdc diém A, B, M, N c6 toa do 1an luot 1a -1, 2, 3, 2.

a) Hay vé truc va biéu dién cac diém di cho trén truc;

b) Tinh do dai dai sO cua AB va MN . Tir d6 suy ra hai vecto AB va MN
nguoc huéng.

Trong mat phang toa do cdc ménh dé sau diing hay sai ?

a) a =( 3;0)va i =(1;0)1a hai vecto nguoc hudng;

b) a =(3;4)va b =( 3; 4)Iahai vecto d6i nhau;

¢) a =(5;3)va b =(3;5)1a hai vecto d6i nhau;

d) Hai vecto bang nhau khi va chi khi ching ¢6 hoanh do bang nhau va tung
do bang nhau.

Tim toa do clia cac vecto sau :

a) a=2i ; b) b=-3j ;

¢) c=3i—4; ; d) d=0,2i++/3].

Trong mit phiang Oxy. C4c khang dinh sau ding hay sai ?

a) Toa do cua diém A 12 toa do clia vecto OA ;

b) Piém A nam trén truc hoanh thi c6 tung do bang 0 ;

¢) Diém A nim trén truc tung thi c6 hoanh do bang 0 ;

d) Hoanh do va tung do ctia diém A bing nhau khi va chi khi A nim trén
duong phan gidc ctia géc phan tu tha nhat.



Trong mat phang toa do Oxy cho diém M(x, ; y,).

a) Tim toa do ctia diém A d6i xting véi M qua truc Ox ;
b) Tim toa do clia di€m B d6i xing v6i M qua truc Oy ;
¢) Tim toa do diém C doi xting véi M qua goc O.

Cho hinh binh hanh ABCD ¢6 A(—1 ; -2), B(3 ; 2), C(4 ; —1). Tim toa do dinh D.

Cic diém A (—4 ; 1), B(2 ; 4) va C (2 ; —2) lan luot 1a trung diém céc canh
BC, CA va AB cua tam gidac ABC. Tinh toa d¢ cac dinh cta tam giac ABC.
Chitng minh rang trong tam cua cdc tam gidc ABC va A B C tring nhau.

Cho a =(2;-2), b = (1 ; 4). Hiy phan tich vecto ¢ = (5 ; 0) theo hai vecto

avab.

ON TAP CHUONG I

I. CAU HOI VA BAI TAP

Cho luc gidgc déu ABCDEF ¢6 tam O. Hay chi ra cdc vecto bang AB c6 diém
dau va diém cudi 12 O hoic cdc dinh cia luc giac.

Cho hai vecto a va b déu khic 0. Céc khang dinh sau diing hay sai ?

a) Hai vecto a va b cung huéng thi cung phuong ;

b) Hai vecto b vakb cung phuong ;

¢) Hai vecto a va (—2)21 cung huéng ;

d) Hai vecto avab nguoc huéng véi vecto thit ba khac 0 thi cung phuong.

Tt gidc ABCD 12 hinh gi néu AB =DC va |AB|=|BC].

Chiing minh rang |ZI+I;| < |Z;| + |l;|

Cho tam gidc déu ABC noi tiép trong dudng tron tam O. Hay xdc dinh céac
diém M, N, P sao cho

a) OM=0A+0B : b)ON=0B+0C : ¢) OP=0C+0A .
Cho tam gidc déu ABC c6 canh bang a. Tinh
a) |AB+ AC| - b) |AB - AC) .
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10.

11.

12.

13.
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Cho sau diém M, N, P, Q, R, S bat ki. Chiing minh ring
MP+NQ+RS=MS+NP+RQ.

Cho tam gidc OAB. Goi M va N lan luot 1a trung diém cta OA va OB. Tim
cac sO m, n sao cho

a) OM = mOA + nOB ; b) AN = mOA +nOB ;
¢) MN = mOA+nOB ; d) MB=mOA+nOB.

Ching minh rang néu G va G 1an luot 1a trong tAm cta cdc tam gidc ABC va
ABC thi 3GG'= AA'+BB'+CC".

Trong mit phing toa do Oxy, cic khang dinh sau ding hay sai ?

a) Hai vecto doi nhau thi chiing c6 hoanh do d6i nhau ;

b) Vecto a#0 cung phuong vé6i vecto i néu a c6hoanh do bang 0 ;

c) Vecto a c6 hoanh do bang 0 thi cing phuong véi vecto ; .

Choa =(@2;1), b =3;-4), ¢ =(=7;2).
a) Tim toa do cua vecto 1=3a+2b—4c ;
b) Tim toa do vecto x saocho x+a=h—c ;
¢) Tim cac so k va h sao cho c=ka+hb.

— 1—» — —

Cho u=—i-5] . v=mi—4;.
Timm d& u va v cung phuong.

Trong c4c khang dinh sau khang dinh nao 12 ding ?

a) Diém A nam trén truc hoanh thi c6 hoanh do bang 0 ;

b) P 1a trung diém cha doan thang AB khi va chi khi hoanh do ciia P bing
trung binh cong cac hoanh do cia A va B ;

c) Néu tit gidc ABCD 1a hinh binh hanh thi trung binh céng céac toa do tuong
ting cuia A va C bang trung binh cong céc toa do tuong ting cua B va D.

IL. CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho tit gidc ABCD. S6 cdc vecto khac 0 c6 diém dau va diém cu6i 1a dinh

cla ti gidc bang :

(A)4; (B)6; ©8; (D) 12.



Cho luc gidc déu ABCDEF c¢6 tam O. S6 céc vecto khac 0 cung phuong véi
OC c6 diém dau va diém cudi 1a dinh ctia luc gidc bang :

(A)4; (B)6; O7; (D) 8.

Cho luc gidc déu ABCDEF c6 tam O. S6 cac vecto bang vecto OC c6 diém
d4u va diém cu6i 1a dinh cta luc gidc béng :

(A)2; (B)3; (©) 4; (D) 6.

Cho hinh chit nhat ABCD c6 AB = 3, BC = 4. D¢ dai cua vecto AC 1a:

(A)S; (B)6; O7; (D) 9.
Cho ba diém phan biét A, B, C. DPang thiic no sau day 1a ding ?

(A) CA—BA=BC ; (B) AB+AC = BC :

(C) AB+CA=CB ; (D) AB—BC=CA.

Cho hai diém phan biét A va B. Diéu kién dé diém I 12 trung diém cta doan
thing AB 1a:

(A)IA=1IB: (B) IA=IB :
(C) IA=—IB : (D) Al = BI.

Cho tam gidc ABC ¢c6 G la trong tam, I 1a trung diém cta doan thang BC.
Pang thic nao sau day 1a ding ?

(A) GA =2GI : (B) Iéz—% A
(C) GB+GC =2GI : (D) GB+GC =GA .

Cho hinh binh hanh ABCD. Péng thiic nao sau day 1a ding ?
(A) AC+BD=2BC : (B) AC+BC = AB :
(C) AC—BD=2CD : (D) AC—AD=CD.

Trong mat phang toa do Oxy cho hinh binh hanh OABC, C nim trén Ox.
Khang dinh nao sau day 1a ding ?
(A) AE c6 tung do khac 0 ; (B) A va B c6 tung do khéic nhau ;

(C) C c¢6 hoanh do bang 0 ; (D) xq+xc—xp =0.
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Cho u =(3; 2), v = (1 ; 6). Khing dinh nao sau day 12 diing ?

—_ -

(A) u+v va ; =( 4;4) nguoc huéng ;
(B) U va v cung phuong ;

(© u—vvab=(6; 24)cunghuéng;

(D) 2u+v v v cung phuong.

Cho tam giac ABC c6 A3 ; 5), B(1 ; 2), C(5 ; 2). Trong tam cuia tam giac ABC
la:

(A)G(-3;4); (B) G,(4;0);

(0 G;(N2 :3); (D) G,(3: 3).

Cho bon diém A(1; 1),B(2; 1),C4; 3), D3 ;5). Chon ménh dé diing :
(A) Tt giac ABCD 1a hinh binh hanh ;

(B) biém G(2 ; %) la trong tdm cua tam giac BCD ;

(C) AB=CD ;

(D) AC , AD cung phuong.

Tropg mat phﬁng Oxy chobon diém A( 5; 2),B( 5;3),C(3;3),D3; 2).
Khang dinh nao sau day la ding ?

(A) AB va CD ciing huéng ; (B) Tit gidc ABCD 12 hinh chit nhat ;
(C)Piém I( 1;1)1atrung diém AC; (D) OA+O0B=0C .

Cho tam gidc ABC. Dat ZZZ 35 , Bz Aé )
Céc cap vecto nao sau day cung phuong ?
(A) 2a+b va a+2b ; (B) a—2b va 2a—b ;

—

(©) 5a+b vi —10a—2b : (D) a+b vd a—b.

Trong mit phang toa do Oxy cho hinh vuong ABCD c6 géc O 1a tam clia hinh
vuong va cac canh clia n6 song song véi cac truc toa do. Khang dinh nao sau
day la ding ?

A) loA+0B| = AB: (B) OA—OB va DC cing huéng :

(O xq=—xc va ys=yc ; (D) xg =—xc va yo =—yp.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Cho M(3 ; 4). Ké MM, vuong gbc v6i Ox, MM, vuong goc véi Oy. Khang
dinh nao sau day la ding ?

(A) OM; = 3; (B) OM, =4;

(C) OM| —OM, c6t0ado( 3; 4); D) OM, +OM, c6toado(3; 4).

Trong mat phang toa do Oxy cho A(2 ; —=3), B(4 ; 7). Toa do trung diém I cla
doan thang AB 1a

(A)(6:4); (B) (25 10);
(© 352); (D) (8 -21).

Trong mat phiang toa do Oxy cho A(5 ; 2), B(10 ; 8). Toa do clia vecto AB 1
(A) (15 10) ; B)(2:4);
O©G;6); (D) (50 ; 16).

Cho tam giac ABC ¢6 B9 ; 7), C(11 ; —1), M va N 1an luot 1a trung diém ctia AB
va AC. Toa do cta vecto MN 1a

(A) (2;-8); B) (1;-4);

(©) (105 6); (D) (53 3).

Trong mit phang toa do Oxy cho bon diém A3 ; —2), B(7 ; 1), C(0 ; 1),
D(-8 ; -5).

Khang dinh nao sau day Ia diing ?

(A) AB va CD d6i nhau ;

(B) AB va CD cung phuong nhung ngugc hudng ;

© AB va CD cung phuong va cung huéng ;

(D)A,B,C,D théng hang.

Cho ba diém A(-1 ; 5), B(5 ; 5), C(—1 ; 11). Khang dinh nao sau day la ding ?
(A) A, B, C thang hang ;

(B) AB va AC cung phuong ;

© AB va AC khong cung phuong ;

(D) AC va BC ciing phuong.
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Cho a = (3;—4), b = (~1; 2). Toa do ctia vecto a+b Ia
(A) (—4;6); B)(2;-2); (C)4;-6); (D) (-3 ; -8).

Cho a = (—1:2), b =(5; —7). Toa do cia vecto a—b 1a
(A)(6:;-9); (B) (4;-5); (O (-6:9); (D) (-5 —14).

Cho a = (=5;0), b = (4 ; x). Hai vecto a va b cung phuong néu so x l1a
(A)-5; (B)4; ©0; (D) -1

Cho a =(x:2), b =(=5:1), ¢ =(x:7). Vecto ¢ =2a+3b néu
(A)x=-15: B)x=3: C)x=15: (D) x = 5.

Cho A(1; 1), B(-2 ; =2), C(7 ; 7). Khang dinh nao ding ?

(A) G(2 ; 2) la trong tam cta tam gidc ABC ;

(B) Biém B ¢ giita hai di€ém A va C ;

(C) biém A & giita hai diém B va C ;

(D) Hai vecto AB va AC cung hudng.

Céc diém M(2 ; 3), N(O ; —4), P(—1 ; 6) lan lugt 1a trung di€ém céc canh BC,
CA, AB ctia tam giac ABC. Toa do dinh A clia tam gidc 1a :

(A) (155); B)35-1D; (O E2;-7); (D) (15 -10).
Cho tam giac ABC c6 trong tam la goc toa do O, hai dinh A va B c6 toa do 1a
A(-2;2),B(3;5). Toado cua dinh Cla:

A 15 -7 B)(2;-2); (©) (=3;-5); (D) (1;7).
Khang dinh ndo trong cic khang dinh sau 13 ding ?

(A) Hai vecto @ = (=5 ; 0) va b = (=4 ; 0) cling huéng ;

(B) Vecto ¢ = (7 ; 3) 1a vecto d6i ciia d = (7; 3) ;

(C) Hai vecto u = (4:2) vi v = (8 ; 3) cling phuong :

(D) Hai vecto @ = (6; 3) va b = (2 ; 1) nguoc huéng.

Trong hé truc (O ; i, j),toadd cuavecto i + j la:

(A)(O;1); B)(=1;1); O a;0; (D) (15 1).



. e A2 A
Tim hicu veé vecto

Viéc nghién cltu vectd va cac phép toan trén cac vecto bat nguén tir nhu cau cla
cd hoc va vat li. Truéc thé ki XIX ngudi ta diing toa d6 dé xac dinh vecto va quy cac
phép toan trén cac vecto vé cac phép toan trén toa dé clia chung. Chi vao gitta thé
ki XIX, ngudi ta méi xdy dung dudc cac phép toan truc tiép trén cac vecto nhu
chiung ta da nghién clu trong chuong 1. Cac nha toan hoc Ha-min-ton
(W. Hamilton), Grat-sman (H. Grassmann) va Gip (J. Gibbs) 1a nhiing ngudi dau
tién nghién ciu mét cach c6 hé théng vé vecto. Thuéat nglr “Vectd” ciing dudc dua
ra tU cac cong trinh dy. Vector theo ti€ng La-tinh c6 nghia la Vat mang. Dén dau
thé& ki XX vecta dugc hiéu 1a phan tir cla mét tap hop nao d6 ma trén dé da cho
cac phép toan thich hop dé tré thanh mét cau tric goi la khéng gian vectd. Nha
toan hoc Vay (Weyl) da xay dung hinh hoc O-clit dua vao khéng gian vecto theo hé
tién dé va dudc nhiéu ngudi ti€p nhan mot cach thich thu. DG tugng co ban dugc
dua ra trong hé tién dé nay la diém va vecto. Viéc xay dung nay cho phép ta c6 thé
md réng sd chiéu clia khéng gian mot cach dé dang va cé thé s dung cac cong cu
cla Ii thuyét tap hop va anh xa. Béng thdi hinh hoc cé thé s dung nhiing cau trac
dai s& dé phat trién theo cac phuong huéng méi.

Vao nhitng nam gilta thé ki XX, trong xu huéng hién dai hoa chuong trinh phd
théng, nhiéu nha toan hoc trén thé gidi da van déng dua viéc giang day vectd vao
trudng phd théng. O nudc ta, vectd va toa dd cling dudc dua vao giang day &
trudng phd théng cling véi moét chuong trinh toan hién dai nham ddi méi dé nang
cao chat lugng gido duc cho phu hdp véi xu thé chung cla thé gidi.
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TicH VO HUGNG CUA HAI VECTO
VA GNG DUNG

** Gia tri luong giac cia mét goc bat ki tir 0° dén 180°
“* Tich vé huéng cula hai vectd va iing dung
% Cac hé thirc lugng trong tam giac va giai tam giac

Trong chuong ndy chdng ta sé nghién ctu thém mot
phép todn moi vé vecto, do Id phép nhdn v hudng
cua hai vecto. Phép nhdan ndy cho két qud 1d mot
$6, s6 d6 goi la tich vé hudng cua hai vecto. Bé cod
thé xdc dinh tich vé hudng cua hai vecto ta cdn dén
kndi niém gia tri luong giac cda mot géc  bat ki voi
0° < < 180°1& md rdng cua khai niém 1 s& luong
gidc cla mot gbéec nhon  da biét 3 16p 9.




1. GIA TRI LUGNG GIAC CUA MOT GOC BAT
KI
TU 0° PEN 180°

A1 Tam giac ABC vuong tai A co goc nhon ABC = . Hay nhac lai dinh nghta cac ti s6
lvong giac clia goc nhon  da hoc & 1dp 9.

Hinh 2.1

Az Trong mat phang toa do Oxy, nlra dudng tron tam O nam phia trén truc hoanh ban
kinh R = 1 dugc goi la nira dudng tron don vi (h.2.2). Néu cho truéc mot goc nhon
thi ta co thé xac dinh mét diém M duy nhéat trén nlra dudng tron don vi sao cho
XOM = . Gid s(r diém M co toa do (x, ; y,)-

~ Ve rd M . yo XO
Hay chingtorang sin - =),,cos =x,tan = p cot =—.
0 y 0
YA
7% M(xy; ¥o)
l
|
o l >
@) Xo X
Hinh 2.2

M6 rong khai niém ti s6 lugng giac d6i v6i goc nhon cho nhitng géc  bat ki

voi 0° < < 180° ta c6 dinh nghia sau day :
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1. Dinh nghia YA

Vé6i mdi goc o (0° < a < 180°) ta x4c 1
dinh mot diém M trén nlra dudng tron don SO Yo
vi (h.2.3) sao cho xOM = a va gia st i
diém M c6 toa do M(x, ; y,). Khi d6 ta |
dinh nghia : -1 % 0 1

® sin cua goc ala y,, ki hiéu sinex =y, ;
A M ? P N pd A Hinh 2.3
® cosin cua goc ala x, ki hieu cosar=x;

X0,

b

e tang cua goc ala 2% (x,# 0), ki hiéu tanar =
X0 Xo

2 Z N x z ‘A x
e cotang ctia géc arla ~2 (o # 0), ki hiéu cotar = =0
Yo Y0

Cac s0 sing, cosq, tana, cotar dugc goi la cac gid tri luong gidc cua goc a.

@ Vi du. Tim cdc gia tri luong gidc ctia géc 135°.

Lay diém M trén nira dudng tron don vi sao cho xOM = 135°. Khi d6 ta c6

< 2 e

yOM = 45°, T d6 ta suy ra toa do cua diém M la - (h 2.4).

2 2

Vay sinl135°=——; cos135° =———
2 2

&

tan135° = —1; cot135° = —1.
Chi y.® Néu ala goc tu thi cosa< 0, tana< 0, cota< 0.

e tanechi xdc dinh khi a #90°, yA
cotachi xdc dinh khi « #0°

va a#180°. M| p
0

7350

O>< T
Qo
L 4

Hinh 2.4
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2. Tinh chét

Trén hinh 2.5 ta ¢6 day cung NM song song véi truc Ox va néu xOM = «

thi xXON =180°— & Tacd yy; =yy =Yg, Xy =—Xy = Xy. Do d6

YA
sina= sin (180° — @)
_ 0
cosa=—cos (180" — o) N Y
tano = — tan (180° — @) i ~ |[Yo i
cotar=— cot (180° — @). i / i
[ | »
=Xy (@) Xo ;
Hinh 2.5

3. Giétriluong gidc cua céc géc ddc biét
Gia tri lugng gidc cua cdc goc bat ki c6 thé tim thdy trén bang s6 hodc trén
may tinh bo tdi.

Sau day la gia tri luong gidc cua mot s6 goc dac biét ma chiing ta can ghi nhd.

Bang gid tri luong gidc cua cdc gbéc dac biét

Gia tri a 0° 30° 45° 60° 90° 180°
luogng giac
1
sin 0 — Q ﬁ 1 0
2 2 2
1
cosa 1 ﬁ ﬂ — 0 -1
2 2 2
tana 0 1 1 3 I 0
NE)
cota [ J3 1 - 0 [
NE)

Trong bang, ki hiéu "||" d€ chi gi4 tri lugng gidc khong xac dinh.
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Chu y. Tu gia tri lugng giac cua cac goc dac biét da cho trong bang va tinh
chat trén, ta c6 thé suy ra gi4 tri lugng gidc clia mot s6 géc dic biet khac.

Chang han :

sin120° =sin(180° —60°) =sin60° =

V3
2
V2

cos135° =cos(180° —45°) = —cos45° = -

A3 Tim c4c gia tri luong giac cla cac goc 120°, 150°.

4. Goc gita haivecto
a) Dinh nghia

Cho hai vecto a va b deu khdc vecto 0. Tir mot diém O bdt
ki ta vé OA=a va OB=b . Géc AOB vo’l 56 do tw 0° dén
180° duoc goi la goc glu’a hal vecto avab. Ta ki hleu goc
giita hai vecto a va b la (a b)(h26) Neu(a b) = 900
thi ta ndi rang a va b vuong goc voi nhau, ki hiéu la alb
hodc bla.

b) Chit y. Tit dinh nghia ta ¢6 (a, b) = (b, a).

/;l
Q| \

@)

Hinh 2.6

A4 Khi nao goc gilta hai vecto bang 0° ? Khi nao goc gitra hai vecta bang 180° ?
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¢) Vi du. Cho tam gidac ABC vuong tai A va co goc B=50° (h.2.7). Khi d6 :

(BA, BC)=50° , (AB, BC)=130°,

(CA, CB)=40°, (AC, BC)=40°,

(AC, CB)=140°, (AC, BA)=90°.

C

50

Hinh 2.7

5. Su dung may finh bo tdi dé tinh gid tri luong gidc ciia mét géc

Ta c6 thé str dung céc loai mdy tinh bo tdi dé tinh gia tri luong gidc ciia mot
géc, chang han doi véi may CASIO fx — 500MS céch thuc hién nhu sau :

a) Tinh cdc gid tri luong gidc cua goc o

Sau khi m& mday an phim | MODE
chit ing v6i céc so sau day :
Deg Rad Gra
1 2 3

nhiéu 1an dé man hinh hién Ién dong

Sau do6 an phim | 1 | d€ x4c dinh don vi do goc 1a "do" va tinh gia tri lugng

giac cua goc.

¢ Tinh sina, cosa va tana.

EE vi dy 1. Tinh sin 63° 52' 41",

n lién tiép cac phim sau day :

sin | 63

07??

52

077’

41

0?’7

Ta duoc két qua 12 : sin 63° 52' 41" = 0, 897859012.

Dé tinh cosar va tana ta cling lam nhu trén, chi thay viéc 4n phim |sin

bang phim | cos | hay

tan |.
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b) Xdc dinh do lon cua géc khi biét gid tri luong gidc cua goc do

Sau khi m& mdy va chon don vi do gbc, dé tinh géc x khi biét cdc gia tri
luong giac cua géc dé ta lam nhu vi du sau.

EH vi du 2. Tim x biét sinx = 0,3502.

40

Ta an lién ti€p cac phim sau day :

SHIFT | |sin| 0.3502 | =| | SHIFT | | 0>>

va duoc két qua 1a : x =20°29'58".

Muén tim x khi biét cosx, tanx ta lam tuwong tu nhu trén, chi thay phim | sin

bang phim

cos |,

tan |.

Cdu hoi va bai tép

Ching minh rang trong tam gidac ABC ta c6 :

a) sin A =sin(B + C);

b) cos A = —cos(B + C).

Cho AOB la tam giac can tai O c6 OA = a va c6 cac duong cao OH va AK.
Gia st AOH = . Tinh AK va OK theo a va a.

Ching minh rang :
a) sin105° =sin75° ;
—cos10° ;

c) cos122° =—cos58°.

b) cos170°

Chitng minh ring véi moi géc a(0° < r<180°) ta déu c6 cos

2a'+sin20t=1.

Cho goc x, voi cossz.Tlnh gia tri cua biéu thuc : P =3sin” x+cos’ x.

Cho hinh vuong ABCD. Tinh :

cos(A_(i B_'A), sin(A_(i lﬁ), cos(zﬁ, C75).



2. TICH vO HUONG CUA HAI VECTO

Trong vat li, ta biét rdng néu c6 mot luc

F tdc dong lén mot vat tai diém O va £

lam cho vat d6 di chuyén mot quing

duong s = OO’ thi cong A cua luc F ¢) s

dugc tinh theo cong thic : o o
Hinh 2.8

A=|Flloodcosp  (h28)

00/ 1a
do dai clia vecto OO tinh bing mét (m), ¢ 1a géc gita hai vecto 00" va F,
con cong A duoc tinh bang Jun (viét tat 1a J).

trong d6 |F| 1a cuong do chia Iuc F tinh bing Niuton (viét tit 1a N),

Trong todn hoc, gid tri A cua biéu thic trén (khong ké don vi do) duoc goi 1a
tich vo hudng cua hai vecto F va 00'.

. binh nghia

Cho hai vecto a va b déu khdc vecto 0. Tich vé hudng cua a
va b la mot so, ki hiéu la a.b , duoc xdc dinh boi cong thiic sau :

a.b = |a| ) |b| cos(a, b).

Truong hop it nhiat mot trong hai vecto a va b bing vecto 0 ta quy udc
ab =0.

Chu y
a) V6i a va b khacvecto O tacé a. b =0 alb.

2
b) Khi a = b tich vo huéng a.a duoc ki hiéu la a va s6 nay dugc goi la

binh phuong vé hudng cua vecto a .

2 2
Tacd a :|a|.|a|cos00:|a| :
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[@A Vi du. Cho tam gidc déu ABC c¢6 canh bang a va c6 chiéu cao AH. Khi do ta

c6 (h.2.9)
AB.AC=a.a.cos6O°=§a2,
VST 0 1 2
AC.CB=a.a.cos120 :—Ea ,
ﬁ—].gC:&.a.cos90°:0.
2
B H C
Hinh 2.9

2. Cdc tinh chéat cua tich vé huéng
Nguoi ta chiing minh dugc cac tinh chat sau day cua tich vo huéng :

Vi ba vecto a, b, ¢ batki vamoi so ktaco :

a.b = b.a (tinh chat giao hoan) ;
a.(b+ c)=a.b+ a.c (tinh chat phan phoi) ;
(ka).b =k(a.b)=a.(kb);

2 2
a 20,a =0 a=0.

Nhdn xét. Tix cac tinh chit cta tich vo hudng cua hai vecto ta suy ra :

2 2
(a+b)?=d +2ab+b :
2 2
(a—b)? =da —2ab+b :

2 2
(a+b).(a—b)=a —b .

A1 Cho hai vecto a va b déu khac vecta 0. Khi nao thi tich vé hudng cla hai vecta do
la s6 duong ? La s6 am ? Bang 0 ?
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Ung dung. Mot xe godng chuyén dong tir A dén B duéi tic dung clia luc F.
Luc F tao véi huéng chuyén dong mot géc ¢, tic 1a (F, AB) = & (h.2.10).

A

o

%

4 7

Hinh 2.10

Luc F dugc phan tich thanh hai thanh phan Fl va Fz trong do 171 vuong
géc véi AB, con F, la hinh chiéu cia F lén dudng thing AB. Ta c6
F=F+F. Cong A cia luc F a2 A = FAB=(F+F,).AB =
= F.AB+F,.AB = F,.AB.

Nhu vay luc thanh phan ]71 khong 1am cho xe goong chuyén dong nén
khong sinh cong. Chi c6 thanh phan Fz cta luc F sinh cong lam cho xe
goong chuyén dong tir A dén B.

Cong thuc A=F.AB 1a cong thic tinh cong cta luc F lam vat di chuyén

tir A dén B ma ta da biét trong vat 1i.

Biéu thic toa dé cua fich vé hudng
Trén mat phang toa do (O ; i, j), cho hai vecto a = (a,; ay), b =(by; b,).

Khi do6 tich vo huéng a.b 1a:

a.b = alb1 + a2b2,

-8
—
<

<O

<
Q
S
Il

(@i+ayj).(bji+by )
2 2
= albli +d2b2j +a1b2.i.j+ azbljl

2 2
Vii =j =1vai.j=j.i =0nénsuyra:

a.b = alb1 + azbz.
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Nhin xét. Hai vecto a = (a, ; a,), b = (b, ; b,) déu khac vecto 0 vuong géc
v6i nhau khi va chi khi
a,b, +a,b,=0.

Az Trén mat phang toa do Oxy cho ba diém A(2 ; 4), B(1; 2), C(6 ; 2). Chig minh rang
AB L AC.

4. ng dung
a) Do dai cua vecto

Do dai clia vecto a = (a, ; a,) dugc tinh theo cong thiic :

lal = \Ja? + 3 .

—»2 - —
That vay, ta co |a| =a =aa=aqa+ayay = a12 + a% .

Do do |a| \/al +a§

b) Goc giwa hai vecto

Tu dinh nghia tich vo huéng cua hai vecto ta suy ra néu a=(q; ; a,) va

b=(b, ; by) déukhéc 0 thitacé:

- = ;B aby + a»b
cos (3, By = 20— Gl ¥ arhy

|a|.|b| _\/al +a; \/bl +b2

B vi du. Cho OM =(=2: 1), ON =3 : -1).

OMON _ —6+1 2

onllon] 0 2

Ta cd cos MON = cos(O_M, 07\f) =

Vay (OM, ON)=135°
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¢) Khodng cdch giita hai diém

Khoang cach gifta hai diém A(x A Yu) Va B(xy ; yp) dugc tinh theo cong thiic :

AB = \/(xB —x ) +Og—-y4)°.

That vay, vi KB:(xB—xA ; Yg—Y4) néntaco

AB = |XB| :\/(xB —xA)2 +(yp —yA)2 .

EEl i du. Cho hai diém M(~2 : 2) va N(1 : 1). Khi d6 MN = (3 : —1) va khodng

cich MN 1a : |MN|=+3% +(=1)? =410 .

Cdu hoi va bai tép

1. Cho tam gidc vuong can ABC c6 AB = AC = a. Tinh céc tich vo hudng
AB.AC, AC.CB.

2. Cho ba diém O, A, B thang hang va bi€t OA = a, OB = b. Tinh tich vo huéng
OA.OB trong hai truong hop :

a) Diém O nidm ngoai doan AB ;
b) Piém O nim trong doan AB .

3. Cho nira dudng tron tam O c6 dudng kinh AB = 2R. Goi M va N 1a hai diém
thudc nira dudng tron sao cho hai day cung AM va BN cit nhau tai /.

a) Chirng minh AILAM = AILAB va BI.BN = BI.BA ;

b) Hay ding két qua cau a) dé tinh AI.AM + BI.BN theo R.
4. Trén mat phang Oxy, cho hai diém A(1 ; 3), B(4 ; 2).

a) Tim toa do diém D nim trén truc Ox sao cho DA = DB ;

b) Tinh chu vi tam gidc OAB ;
c) Ching to OA vudng goc v6i AB va tit d6 tinh dién tich tam gidc OAB.
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Trén mat phing Oxy hay tinh géc gita hai vecto a va b trong cdc trudng
hop sau :

a)a=Q2; 3),b=(6;4);
b)a=@3:2),b=05; 1);
)a=(2; 2J3),b=3;3).

Trén mit phing toa do Oxy cho bon diém A(7; 3), B(8;4), C(1;5),D(0; 2).
Chidng minh rang ti gidc ABCD 1a hinh vuong.
Trén mat phang Oxy cho diém A( 2 ; 1). Goi B la diém doéi xtng véi diém A

qua goc toa do O. Tim toa do cta diém C c6 tung do bang 2 sao cho tam giac
ABC vuong 6 C.

3. CAC HE THUC LUONG TRONG TAM GIAC
VA GIAI TAM GIAC

Chiing ta biét rang mot tam gidc dugc hoan toan xdc dinh néu biét mot s6
yéu t6, chang han biét ba canh, hoac hai canh va géc xen giita hai canh dé.
Nhu vay giita cac canh va cac goc cua mot tam gidc c6 mot moi lién hé xac
dinh nao d6 ma ta sé goi la cdc hé thiic luong trong tam gidc. Trong phan
nay ching ta s€ nghién cttu nhitng hé thiic d6 va cac tng dung ctia ching.

Dboi v6i tam gidc ABC ta thuong ki hiéu : a = BC, b = CA, ¢ = AB.

A1 Tam giac ABC vuong tai A ¢6 duong cao AH=hva c6 BC=a, CA=b, AB=c. Goi
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BH = ¢'va CH = b' (h.2.11). Hay dién vao cac 6 trng trong cac hé thirc sau day dé
dugc cac hé thuce luong trong tam giac vudng :



b2:a><
¢ =ax Y,
-
W = b’ x B
Hinh 2.11
ah=bx
r_ 1.1
b2 02
sinB = cosC = ==: sinC = cosB =
a a
tanB = cotC = ==: cotB = tanC =
c b

Tru6c tién ta tim hiéu hai hé thic lugng co ban trong tam giac bat ki 12 dinh
1 cosin va dinh 11 sin.

Pinh li césin

a) Bai todn. Trong tam giac ABC A

cho biét hai canh AB, AC va goc A,
hay tinh canh BC (hinh 2.12).

GIAI

Taco BC?=|Bc| = (A_C—KB)2

-2 -
= AC +AB —2AC.AB
Hinh 2.12
2 36 25 —2lacl 7
BC2=AC +AB —2|AC|.|ABlcosA .
Vay ta cé6 BC? = AC? + AB> =2AC.AB.cos A
nén  BC= VAC2+ AB® —2AC.AB.cosA .
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Tir két qua ctia bai toan trén ta suy ra dinh 1i sau day :

b) Pinh i césin
Trong tam gidc ABC bdt ki véi BC = a, CA=b,AB=ctaco :

2 2, 2
a =b" + ¢ —2bc cosA ;
b’ =a* + ¢? —2ac cosB ;

2 = a* + b* —2ab cosC.

Az Hay phat biéu dinh Ii cosin bang |5i.
As Khi ABC la tam giac vuong, dinh Ii césin trd thanh dinh li quen thudc nao ?

Twr dinh 1f cosin ta suy ra :

Hé qua
2 2 2
cosA:b +c"—a :
2bc
2 2 2
+ —_
cosB:a ¢ =b ;
2ac
2 2 2
_l_
cosCza b”—c
2ab

¢) pdung. Tinh d0 dai duong trung tuyén cua tam giac.
Cho tam giac ABC ¢6 cac canh BC = a, CA =b va AB = c. Goi m,, my, va
m,. 1a do dai cdc dudng trung tuyén lan lugt v& tir cic dinh A, B va C cla

tam giic. Taco :

5, 27 +cP)—a®
m;, = ;
4
5 2@ +c?)-b?
mb = 5
4
5y 2(a* +b*)-c?
c = 4 .
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That vay, goi M 1a trung diém cuia canh BC, 4p dung dinh 1i cosin vao tam
gidc AMB taco :

2
mg =c? +Lg] —2c.g.cosB = ¢? + 4 ac cos B
2 4

2 2 2
. a +c"-b"
Vi cosB = nén ta suy ra :
2ac
s o a® A+t -b> 207+ -d?
m, =c"+——ac = .
2ac 4

Chirng minh tuong tu ta co :

2a® +c*)—b*
4

2 _
mb—

5y 2a*+b%)-c?
mc = 4 .

A4 Cho tam giac ABC c6 a=7 cm, b =8 cm va ¢ = 6 cm. Hay tinh d6 dai dudng trung
tuyén m_ clia tam giac ABC dé cho.

d) Vidu
[@f Vi du 1. Cho tam gidc ABC c6 cac canh AC = 10 cm, BC = 16 cm va goc
C = 110°. Tinh canh AB va c4c géc A, B clia tam gidc do.

GIAI
bat BC =a,CA=b,AB =c.

Theo dinh 1i cosin ta co :

& = a2+b2—2abcosC
= 16+ 10> -2.16.10.cos110°
¢ =~ 465,44,

Vay ¢ =/465,44 =21,6 (cm).
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Theo hé qua dinh 1i cosin ta c6 :

b* et —a®  10%+(21,6)* —16
2bc 2.10.(21,6)

COsS A = ~ (,7188.

Suyra A=~ 44°2°, B=180° —(A+C)~25°58".

[@T Vi du 2. Hai luc }1 va 172 cho trudc cung tic dung 1én mot vat va tao thanh
goc nhon (}1 , ]72) = . Hay 1ap cong thiic tinh cuong do cua hop luc s .
GIAI
Pit AB=f;, AD=f, vav&hinh
binh hanh ABCD (h.2.15).

Khid6 AC=AB+AD=fi+f,=s.

vay sl =[acl=[7 + 5|,

Hinh 2.15

Theo dinh 1i cosin do6i véi tam giac ABC ta c6

AC? = AB> + BC?> —=2AB.BC.cos B,

2 =12 —2 - |—
hay sl =[] +[5| —2[A] 5] cosa80° - a).

Do dé |s|:\/}12 +]722 +2‘}1H]72‘.cosa.

2. Dinhlisin

As Cho tam giac ABC vudng & A ndi ti€p trong dudng tron ban kinh R va ¢6 BC = a,
CA = b, AB = c¢. Chitng minh hé thtrc :
a b c

——=——=—— =2R.
sinA sinB sinC

boi v6i tam gidc ABC bat ki ta cling c6 hé thiic trén. Hé thic nay duogc goi la

dinh Ii sin trong tam giac.
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a) Pinh li sin

Trong tam gidc ABC bdt ki voi BC = a, CA = b, AB=cvaR
la bdn kinh duong tron ngoai tiép, ta co :

a b c _oR

sinA sinB sinC

CHUNG MINH. Ta chiing minh hé thiic = 2R. Xét hai truong hop :

sin A

® Néu goc A nhon, ta vé duong kinh BD cta dudong tron ngoai ti€p tam gidc
ABC va khi d6 vi tam gidc BCD vuong tai C nén ta ¢c6 BC = BD.sin D hay
a=2R.sinD (h.2.16a).

Ta c6 BAC = BDC vi d6 1a hai géc noi ti€p cung chan cung BC . Do d6

a =2R.sin A hay .a =2R.
sin A
A
D
@)
a
B C
a)
Hinh 2.16

e Néu goc A tu, ta cling v€ duong kinh BD cua duong tron tam O ngoai tiép tam
gidc ABC (h.2.16b). Tt gidc ABDC no6i ti€p duong tron tam O nén
D=180°—A . Do d6 sinD = sin(180° — A ). Ta ciing ¢6 BC = BD.sinD hay
a=BD.sinA.

Vay a = 2Rsin A hay 2R.

sin A
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=2R va

sin B sinC

b
Vay taco .a = - -oR

sin A sin B sinC

Ciac dang thiic = 2R duoc chitng minh tuong tu.

AG Cho tam giac déu ABC c6 canh bang a. Hay tinh ban kinh dudng tron ngoai tiép tam
giac do.

b) Vi du. Cho tam gidc ABC ¢c6 B =20°, C =31° vacanh b =210 cm. Tinh

A, cac canh con lai va ban kinh R ctia duong tron ngoai ti€p tam giac do.

GIAI C
a
210
c 20°
A B
Hinh 2.17

Taco A = 180° —(20° +31°),dodé A = 129° (h.2.17).

Mt khac theo dinh i sin ta c6: —%— = —2 = € _opR (1)

sin A sin B sinC

bsinA _ 210.sin129°

Tu(l)suyra a= — = 477,2 (cm).
sin B sin 20°
. . 0
o b?ll’lc _ 210.sin31 ~ 316.2 (cm).
sin B sin 20°
@ __ T2 30702 cm).

© 2sinA 2.5in129°
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3. Cong thic tinh dién tich tam gidc
Ta ki hiéu h,, h, va h. la cidc dudong cao cua tam gidc ABC lan luot V& tur

cac dinh A, B, C va S 1a dién tich tam gidc do.

A? Hay viét cac cong thire tinh dién tich tam giac theo mot canh va dudng cao tuang tng.

Cho tam gidc ABC c6 cac canh BC =a, CA=b, AB=c.

Goi R va r lan luot 1a ban kinh duong tron ngoai ti€p, noi ti€p tam giac va

at+b+c ., . .
p= — la nua chu vi cua tam giac.

Dién tich S ctia tam giac ABC dugc tinh theo mot trong cac cong thiic sau

S= labsinC:lbcsinA:lcasinB ; (1)
2 2 2
abc
S=——3; 2
4R 2)
S=pr; 3)
S= \/ p(p—a)p—b)(p—c) (cong thic Heé-rong). 4)

Ta ching minh cong thic (1).

Ta da biet S = Eaha V61 h, = AH = ACsinC = bsinC (k€ ca C nhon, tu hay
vuong) (h.2.18).

A A A
|
|
b |
h, b ! h, b
|
|
o N = @ /s J:i C
B H a C B a C H B a H
a) b) c)
Hinh 2.18
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Do do S = %absinC.

1 1
Céc cong thic S = Ebc sinA vasS= Eca sin B dugc chitng minh tuong tu.

As Dua vao cong thite (1) va dinh li sin, hay chirng minh S = % :

A9 Ching minh céng thite S = pr (h.2.19).

Hinh 2.19

Ta thua nhan cong thuc Hé-rong.

@A Vidu 1. Tam gidc ABC c6 ciccanha=13m,b=14mvac =15 m.
a) Tinh dién tich tam gidc ABC ;
b) Tinh ban kinh duong tron noi ti€p va ngoai ti€p tam giac ABC.
GIAI

1
a) Tacop= 5 (13 + 14 + 15) = 21. Theo cong thic Hé-rong ta co :

S= \/21(21—13)(21—14)(21—15) =84 (mz).

4
b) pdungcongthicS=prtacér= i:% =4
4

Vay duong tron noi tiép tam gidc ABC ¢6 ban kinh la » = 4 m.

b
Tu cong thic S = Ly
4R

abc B 13.14.15
45 336

Ta co R= = 8,125 (m).
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@ Vi du 2. Tam gidc ABC c6 canh a = 2\/3, canh b =2 va C =30°. Tinh canh
¢, g6c A va dién tich tam giac do.

GIAI
Theo dinh 1i cosin ta c6

V3

2 =a? +b%—2abcosC =12 +4—2.23.2. : 4.

Vay ¢ =2 va tam gidgc ABC c6 AB=AC=2.Tasuyra B=C = 30°.
Dodo A =120°.

Tacd S = %acsinB = % . 2\/5.2% =3 (don vi dién tich).

4. Giditam giéc va (ng dung vdo viéc do dac
a) Gidi tam gidc

Giai tam giac la tim mot sO yéu to cua tam giac khi cho biét cac yéu t6 khac.

Hinh 2.20. Giac ké dung dé ngam va do dac.

Muén giai tam giac ta thuong sit dung cac hé thiic da dugc néu Ién trong
dinh 1i cosin, dinh 1i sin va cdc cong thic tinh dién tich tam giéc.
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EH i du 1. Cho tam gidc ABC biét canha = 17,4 m, B = 44°30" va C=64°.

Tinh gébc A va céc canh b, c.

GIAI
Tacé A =180° — (B + C) = 180° — (44°30° + 64°)=71°30".
. .. . a b C
Theo dinh lisintac6 ——=——=——,
sinA smB sinC
asin B N 17,4.0,7009
sin A 0,9483

do do b=

=~ 12,9 (m),

asinC 17,4.0,8988
sin A 0,9483

Cc =

0

16,5 (m).

@ Vi du 2. Cho tam gidc ABC c¢6 canh a = 49,4cm, b = 26,4cm va C = 47°20’.
Tinh canh ¢, A va B.

GIAI
Theo dinh 1i cosin ta c6
? = a® +b> —2ab cosC

~ (49.4)” + (26,4)* — 2.49,4.26,4.0,6777 =~ 1369,66.
Vay ¢ = /1369,66 = 37 (cm).

b +c?—a®  697+1370-2440
2bc 2.26,4.37

Ta cd cosA = =-0,191.

Nhuvay A lagoctuivataco A = 101°.
Doddé B =180° —(A + C) = 180° —(101° +47°20") =31°40".

Vay B ~31°40’

@ Vi du 3. Cho tam gidc ABC c6 canh a =24 cm, b= 13 cm va ¢ = 15 cm.

Tinh dién tich S cta tam gidc va ban kinh r cua duong tron noi tiép.
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GIAI

Theo dinh 1i cosin ta c6

br+c?—a®  169+225-576
2bc 2.13.15

nhu vay A 12 géc ti va ta tinh duge A =~ 117°49°  sinA ~ 0,88.

COSA = =~ —(0,4667,

Tacé S = %bcsinA ~ %.13.15.0,88 = 85,8 (cm?).

24+13+1
p dung cong thiic S = pr taco r = E.Vip: # = 26 nén
p
rz85’68:3,3 (cm).

b) ng dung vao viéc do dac

Bdi todn 1. Do chiéu cao clia mot cdi thdp ma khong thé dén duoc chan thap.
Gia stt CD = h 12 chiéu cao ctia thdp trong d6 C l1a chan thap. Chon hai diém A,
B trén mat dat sao cho ba diém A, B va C thang hang. Ta do khoang cich AB va

cdc goc CAD, CBD. Chang han ta do dugc AB = 24 m, CAD =« =63°,
CBD = 3 =48° . Khi d6 chiéu cao & clia thdp dugc tinh nhu sau :

D

Hinh 2.21
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p dung dinh Ii sin vao tam gidac ABD ta cO
AD  AB
sinff sinD

Tac6 @ =D + Bnén D = a—B=63°—48° =15°.
ABsinf8 _ 24sin48°
sin(@=f)  sin15°

Trong tam gidc vuong ACD tac6 h=CD =ADsina = 61,4 (m) .

Do d6 AD = = 68,91.

Bdi todn 2. Tinh khoang cach tir mot dia diém trén bd song dén mot goc
cay trén mot cu lao ¢ gilra song.

Dé do khoang cach tir mot di€ém A trén bd song dén goc cay C trén cii lao
gifta song, ngudi ta chon mot di€ém B cung & trén bd v6i A sao cho tir A va B
c6 thé nhin thiy diém C. Ta do khoang cich AB, goc CAB va CBA . Ching
han ta do dugc AB=40m, CAB=a=45°, CBA= 3=70°.

X
I

Hinh 2.22

Khi d6 khoang cach AC dugc tinh nhu sau :
p dung dinh Ii sin vao tam gidc ABC, ta c6

AC _ AB 1200,

sinB sinC




ABsin 8 40.sin70°

Vi sinC =sin(a+ f) nén AC = — =
sin(@+£)  sin115°

=~ 41,47 (m).

Vay AC = 41,47(m).

Cau hoi va badi tép

Cho tam gidc ABC vuong tai A, B=58° vacanh a =72 cm. Tinh C, canh b,
canh ¢ va duong cao h,.

Cho tam giac ABC biét cac canh a = 52,1 cm, b = 85 cm va ¢ = 54 cm. Tinh
cacgoc A, B va C.

Cho tam gidc ABC ¢6 A=120°, canh b = 8 cm va ¢ =5 cm. Tinh canh a, va
cac géc B, C cua tam giac do.

Tinh dién tich S cta tam gidc ¢6 sO do cac canh lan luot1a 7, 9 va 12.

Tam gidc ABC c¢6 A=120°. Tinh canh BC cho biét canh AC = m va
AB =n.

Tam gidc ABC c6 caccanha=8cm,b=10cm vac =13 cm.
a) Tam gidc do c6 goc tu khong ?
b) Tinh do dai trung tuyén MA ctia tam giac ABC do.

Tinh géc 16n nhat ctia tam giac ABC biét
a) Ciccanha=3cm,b=4cmvac=6cm;

b) Ciccanha=40cm, b =13 cm vac =37 cm.

Cho tam giac ABC biét canh a = 137,5 cm, B =83° va C =57°. Tinh gbc

A, ban kinh R ctia duong tron ngoai ti€p, canh b va ¢ ctia tam giac.

Cho hinh binh hanh ABCD ¢6 AB = a, BC = b, BD = m va AC = n. Chiing

minh rang m> +n’ = 2(a2 + b2) )
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10. Hai chiéc tau thuy P va Q céch nhau 300 m. Tir P va Q thang hang véi chan A

11.

60

cua thap hai dang AB & trén bo bién ngudi ta nhin chiéu cao AB cua thap duGi
cic goc BPA =35° va BQA = 48°. Tinh chiéu cao clia thap.

Muon do chiéu cao ctia Thap Cham Por Klong Garai & Ninh Thuan (h.2.23),
ngudi ta 1ay hai diém A va B trén mat dat c6 khoang cich AB = 12 m cling
thang hang véi chan C cla thap dé dat hai gidc k&€ (h.2.24). Chan cia gidc k&
6 chiéu cao h = 1,3 m. Goi D 1a dinh thdp va hai diém A, B; cung thiang
hang v6i C; thudc chiéu cao CD clia thdp. Ngudi ta do duge DA;C; =49° va

DB, C; =35°. Tinh chiéu cao CD clia thép do.

D
C1 49° A1 12m 35° B1
1,3m
C ul
A 12m B
Hinh 2.23 Hinh 2.24



Rguoi ta da do Rhoang cach
giira Trai Dat va fdiat Trang nhw thé nao ?

Mat Trang
Loai ngudi da biét dugc khoang cach gitra
Trai Bat va Mat Trang cach day khoang
hai ngan nam vGi mét dé chinh xac tuyét
voi la vao khoang 384 000 km. Sau dé
khodng céach gitra Trai Dat va Mat Trang
da duoc xac 1ap mét cach chic chan vao
nam 1751 do moét nha thién van ngudi
Phap Ila Gibé-dep La-lang (Joseph
Lalande, 1732-1807) va mdt nha toan
hoc ngudi Phap la Ni-cé-la La-cay
(Nicolas Lacaille, 1713-1762). Hai 6ng da
phéi hop t6 chiic diing & hai dia diém rat
xa nhau, moét ngudi & Bec-lin goi la diém
A, con ngudi kia 8 Mii Hao Vong (Bonne-
Espérance) mét mii dat & cuc nam chau
Phi, goi 1a diém B (h. 2.25). Goi C la mét
diém trén Mat Trang. TU A va B ngudi ta
do va tinh dudc cac géc A, B va canh AB
clia tam giac ABC.

Trong mat phang (ABC), goi tia Ax la
dudng chan trdi vé ti dinh A va tia By la
dudng chan trgi vé tr dinh B. Ki hiéu

a=CAx, f=CBy. 0

Goi O la tam Trai bat, ta ¢6 :

u= xAB:yBA=%AOB.

Trai bat

Tam giac ABC cb 2\:oc+u,§:[3+u. Hinh 2.25

Vi biét d6 dai cung AB nén ta tinh dugc goc AOB va do d6 tinh dugc d6 dai canh
AB. Tam giac ABC dudc xac dinh vi biét "géc - canh - géc" clia tam giac d6. Tu d6
ta c6 thé tinh dudc chiéu cao CH ciia tam giac ABC la khodng cach can tim. Ngudi
ta nhan thdy rang khodng cach nay gan bang mudi l1an dé dai xich dao cla
Trai Dat (= 10 x 40 000 km).
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11.
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ON TAP CHUONG II

I. CAU HOI VA BAI TAP

Hay nhic lai dinh nghia gi4 tri lugng gidc clia mot goéc o véi 0° < a<180°.
Tai sao khi & 1a cac goc nhon thi gid tri luong gidc nay lai chinh 1a céc ti s6
luong giac da duoc hoc 616p 9 ?

Tai sao hai goc bl nhau lai ¢6 sin bang nhau va cosin déi nhau ?

Nhéc lai dinh nghia tich vo hudng ctia hai vecto a va b. Tich vo huéng nay

véi |al va b khong déi dat gi4 tri 16n nhét va nh nhét khi nao ?

Trong mat phang Oxy cho vecto a = ( 3 ; 1) va vecto b = (2 ; 2), hdy tinh
tich vo huéng a.b.

Hay nhéc lai dinh 1 cosin trong tam gidc. T cac hé thitc nay hay tinh cos A,
cos B va cosC theo céc canh cua tam giac.

Tur hé thic @ =b*+c* 2bccos A trong tam giac, hay suy ra dinh li Py-ta-go.

Ching minh rang v6i moi tam gidc ABC, ta ¢6 a = 2Rsin A, b = 2Rsin B,
¢ =2RsinC, trong d6 R la ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam giac.

Cho tam gidc ABC. Chiing minh rang :

a) Géc A nhon khi va chi khi @ < b + ¢ ;

b) G6c A ti khi va chi khi a® > b* + ¢* ;

¢) G6c A vuong khi va chi khi o = b* + .

Cho tam giac ABC c6 A= 60°, BC = 6. Tinh b4n kinh dudng tron ngoai tiép
tam giac do.

Cho tam giac ABC c6 a = 12, b = 16, ¢ = 20. Tinh dién tich S ctia tam giac,
chiéu cao h , cic ban kinh R, r clia cdc duong tron ngoai ti€p, ndi ti€p tam

gidc va duodng trung tuyén m  cua tam giac.

Trong tap hop cac tam giac c6 hai canh la a va b, tim tam giac c6 dién tich
16n nhat.



II. CAU HOI TRAC NGHIEM

Trong c4c ding thifc sau day dang thiic nao 1a ding ?

N NG

(A) sin150° == (B) cos150° = -

(C) tan150° = L (D) cot150° = /3.

5

Cho « va f1a hai géc khac nhau va bu nhau. Trong cdc ding thiic sau day,
dang thitc nao sai ?

(A) sina=sin S ; (B) cosar= cos 3,

(O)tana = tan S ; (D) cota=cot .

Cho or1a géc tii. Diéu khang dinh nao sau day 13 ding ?

(A) sin < 0; (B) cosax >0 ;

(C)tan < 0; (D) cota>0.

Trong c4c khang dinh sau day, khang dinh nao sai ?

(A) cos45° = sin 45°; (B) cos45° = sin 135°;
(C) cos30° = sin 120°; (D) sin60° = cos 120° .

Cho hai géc nhon ava B trong d6 a< . Khang dinh nao sau day 12 sai ?

(A) cos a< cos f3; (B) sina<sin 3 ;

(C©) a+p=90° cosa=sinp ; (D) tanar+ tan >0 .

Tam gidc ABC Vu()ng 6 A vaco goc B=30°. Khang dinh nao sau day 1 sai ?

(A) cosB= (B) sinc=§ ;

(O) cosC = (D) sinB =

\/_
L. 1
2 2
Tam gidc déu ABC c6 dudng cao AH. Khang dinh nao sau day 1a dﬁng ?

B

(A) sin BAH = BN ; (B) cos BAH =

£

ﬁ ’

(O) sin ABC = (D) sin AHC =

Ly
2
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11.

12.

13.

14.
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Diéu khang dinh nao sau day Ia ding ?
(A) sinar=sin(180° — ) ; (B) cosa=cos(180° — o) ;
(C) tana= tan(180° — @) ; (D) cotar = cot(180° — ).

Tim khéing dinh sai trong c4c khang dinh sau day :
(A) c0s35° > cos10° ; (B) sin60° < sin80° ;
(C) tan45° < tan60° ; (D) cos45° = sin45° .

Tam gidc ABC vuong & A va c6 goéc B=50°. He¢ thitc nao sau day la sai ?
(A) (4B, BC)=130° ; B) (BC, AC) = 40°;

(©) (AB, CB) =50° ; D) (AC, CB)=120°.

—

Cho a va b 14 hai vecto cung huéng va déu khac vecto 0. Trong cdc két qua
sau day, hay chon két qua ding.

A) a. b=lal.lp

S

; B) a.h =0;

©) a.b=—1: D) a.b=—d |5l .

Cho tam gidc ABC vuong can tai A c6 AB = AC = 30 cm. Hai duong trung
tuyén BF va CE cét nhau tai G. Dién tich tam gidc GFC la :

(A) 50 cm? ; (B) 50\/5 cm2;

(C) 75 cm? ; (D) 15v105 cm®.

Cho tam gidc ABC vuong tai A c6 AB=5 cm, BC = 13 cm. Goi goc ABC =«
va ACB = ff. Hay chon két luan ding khi so sanh arva
(A) > a; B) f<a;
O f=«; (D) a< B

Cho géc xOy=30°. Goi A va B 1a hai diém di dong 1an luot trén Ox va Oy
sao cho AB = 1. Do dai 16n nhat cua doan OB bang :

(A)1,5; (B) V3 ; () 242 : (D) 2.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Cho tam gidc ABC c6 BC=a,CA=b,AB=c. Ménh dé nao sau day la ding ?
(A) Néu b* + ¢* — a* > 0 thi géc A nhon ;

(B) Néu b + ¢* —a* > 0 thi goc A tir ;

(C) Néu b* +c*—a® <0thi goc A nhon ;

(D) Néu b* + ¢* — a* < 0 thi goc A vuong.

Pudng tron tam O c¢6 ban kinh R = 15 cm. Goi P 1a mot diém céach tam O mot
khoang PO =9 cm. Day cung di qua P va vuong goc v6i PO c6 do dai la :

(A)22cm; (B)23 cm ; (C)24 cm; (D) 25 cm.

Cho tam gidc ABC c6 AB = 8 cm, AC = 18 cm va c6 dién tich bang 64 cm’.
Gia tri sinA 1a :
V3 3 4 8
A) —; B) —; C —; D) —.
(A) 5 (B) 2 © 5 (D) 9
Cho hai géc nhon a va fphu nhau. Hé thic nao sau day la sai ?
(A) sina =—cos f3; (B) cosa =sin ;
(C) tana = cot f3; (D) cotax =tan B.

Bat dang thic nao duéi day 1a ding ?
(A) sin 90° < sin150° ; (B) sin 90°15 < sin 90°30 ;
(C) cos 90°30 > cos 100°; (D) cos 150° > cos 120°.

Cho tam gidc ABC vuong tai A. Khang dinh nao sau day 12 sai ?

(A) AB.AC < BA.BC (B) AC.CB < AC.BC :
(C) AB.BC <CA.CB : (D) AC.BC < BC.AB.
Cho tam gidc ABC c6 AB=4 cm, BC =7 cm, CA =9 cm. Gié tri cosA 1a :
2 1 2 1
A) = ; B) —; C —=; D) ~.
(A) 3 (B) 3 © 3 (D) 5

— 2
Cho hai diém A = (1; 2) vaB=(3; 4). Gid tri cia AB 1a:
(A)4; (B) 42 ; (C) 6v2; (D) 8.
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24.

25.

26.

27.

28.
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Cho hai vecto a =(4;3)va b =(1; 7). Goc giira hai vecto a va b la:
(A) 90°; (B) 60°;
(C) 45°; (D) 30°.

Chohai diem M =(1; 2)vaN=( 3;4).Khoang cich giita hai di€ém M va N 1a :
(A)4; (B)6;
(©) 36 ; (D) 24/13.

Tam gi&cc ABCcOA=( 1;1);B=(1;3)vaC=(1; 1).
Trong cdc cach phat biéu sau day, hdy chon cdch phat bi€u ding.
(A) ABC la tam gidc c6 ba canh bang nhau ;

(B) ABC 1a tam gidc c6 ba géc déu nhon ;

(C) ABC la tam giic can tai B (c6 BA=B(C);

(D) ABC 1a tam gidc vuong can tai A.

Cho tam gidc ABC c6 A=(10;5),B=(3;2)vaC=(6; 5).Khang dinh nao
sau day la dang ?

(A) ABC 1a tam giac déu ;

(B) ABC 1a tam giac vudng can tai B ;

(C) ABC 1a tam giac vuong can tai A ;

(D) ABC 1a tam giac c6 goc tu tai A.

Tam gidc ABC vuong can tai A va ndi ti€p trong duong tron tam O ban kinh R.

. N\ 7z 7z N b PN ., . ) - R S
Goi r 1a ban kinh duong tron noi ti€p tam gidc ABC. Khi do t1 s6 — bang :

r
242

(A) 1++/2 ; B) ==
(C) %; (D) 1+2\/§.

Tam giac ABC c6 AB =9 cm, AC = 12 cm va BC = 15 cm. Khi d6 dudng
trung tuyén AM cua tam gidc c¢6 do dai la :

(A)8cm; (B) 10 cm ;

(C©)9cm; (D) 7,5 cm.



29.

30.

Tam giac ABC c6 BC = a, CA =b, AB = ¢ va c6 dién tich S. Néu tang canh
BC 1én 2 lan dong thoi tang canh CA 1én 3 14an va gitt nguyén do 16n cua géc
C thi khi d6 dién tich clia tam gidc méi dugc tao nén bang :

(A)2S; (B) 35 ; (©)4S; (D) 68S.

Cho tam gidc DEF c6 DE = DF = 10 cm va EF = 12 cm. Goi I 1a trung diém ctia
canh EF. Poan thang DI c6 do dai Ia :

(A)6,5cm; (B)7cm ; (C)8cm; (D) 4 cm.

Rgurdi tim ra sao Hiai Virong (RNeptune)
chi nho cac phép tinh vé quy dao cac hanh tinh

Nha thién van hoc U-banh Lo-ve-ri-é
(Urbain Leverrier, 1811-1877) sinh ra
trong mét gia dinh cong chic nhd tai
ving Noéc-mang-di nuéc Phap. Ong hoc
8 trudng Bach khoa va dugc gilr lai tiép
tuc su nghiép nghién clu khoa hoc va
giang day & d6. Ong da say sua thich thu
tinh toan chuyé&n déng clia cac sao chdi
va clia cac hanh tinh, nhat 1a sao Thuy
(Mercure). V6i nhiing thanh tich nghién
clu khoa hoc xuét sic vé thién van hoc,
6ng dudgc nhan danh hiéu Vién si Han
lam Phap khi 6ng tron 34 tudi.

Vao thai ki bay gid, cac nha thién van
dang tranh luan s6i ndi vé “diéu bi mat”
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clia sao Thién Vuaong (Uranus) vi hanh tinh nay khong phuc tung theo nhiing dinh
luat vé chuyén déng clia cac hanh tinh do Gié-han Ké-ple (Johannes Kepler,
1571-1630) néu ra va khdng theo ding dinh luat van vat hdp dan cuta I-sac Niu-ton
(Isaac Newton, 1642-1727). Diéu bi &n |4 vi tri clla sao Thién Vuong trén bau troi
khong bao gid phu hdp véi nhiing tién doan dua vao cac phép tinh clia cac nha
thién van thdi bay gid. Nha thién van hoc tré tudi Lo-ve-ri-é muén nghién ciu tim
hiu diéu bi 4n nay va tu dat cau hoi tai sao sao Thién Vuong lai khéng tuan theo
nhiing quy luat chuyén déng cla cac thién thé. Mét s6 nha thién van thdi bay gio
da du doan rang con dudng di cla sao Thién Vuong bi sic hat cla sao Méc
(Jupiter) hay sao Thé (Saturne) quay nhiéu. Khi d6 riéng Lo-ve-ri-& da néu 1én mot
gia thuyét hét siic tao bao, dua vao cac phép tinh ma éng da thuc hién. Ong cho
rang sao Thién Vuong khéng ngoan ngoén theo tién doan cla cac nha thién van
cb 1& do bi anh hudng bdi mét hanh tinh khac chua dudc biét dén & xa Mat Trdi hon
sao Thién Vuong. Hanh tinh nay da tac déng Ién sao Thién Vuong lam cho né cé
nhiing nhiéu loan khé c6 thé quan sat dudc. Lo-ve-ri-& da kién nhan tinh toan lam
viéc trong phong suét hai tuan lién, vGi biét bao céng thic, nhin vao ai cling cdm
thdy chéng mat. Cudi cung chi dua vao thuan tuy cac phép tinh, Lo-ve-ri-é xac
nhan rang c6 su hién dién cla mot hanh tinh chua biét tén. Vao thai gian do, &
Phép vi dai Thién van Pa-ri khdng di manh, nén khdng thé nhin dugc hanh tinh doé.
Ngay sau do, Lo-ve-ri-&¢ phai nhd nha thién van Gan (Galle) & dai quan sat Bec-lin
xem xét ho. Ngay 23 thang 9 nam 1846, Gan da huéng kinh thién van vé khu vuc
bau troi da dudc Lo-ve-ri-é chi dinh va vui ming tim thdy mét hanh tinh chua c6
tén trén danh muc. Nhu vay sic manh clia tai nang con ngudi lai dudc thé hién mot
cach xuat sc qua viéc khdm phé ra hanh tinh méi nay. Moi ngudi déu than phuc,
chic mung cudc kham pha thanh céng tét dep nay va cho rang Lo-ve-ri-& da phat
hién ra moét hanh tinh mai chi nhd vao dau chi€c but chi cdia minh (1). Day la mot
bai toan rat kho, né khéng gidng bai toan tim ngay, gio, dia diém xuat hién nhat
thuc, nguyét thuc vi cac chi tiét chi biét phdng chiing thédng qua cac nhiéu loan, do
tac déng clia moét vat chua biét, ngudi ta can phai tim quy dao va khéi luong cla
hanh tinh dé, can xac dinh dudc khodng cach cla né t6i Mat Trdi va cac hanh tinh
khac v.v... Hanh tinh méi nay dugc dat tén la sao Hai Vuang (Neptune). Cling vao
thai diém d6 nha thién van hoc ngudi Anh 1a A-dam (Adam) cling phét hién ra hanh
tinh d6 va ngudi nay khéng biét dén cong trinh cla ngudi kia. Tuy vay, Lo-ve-ri-é
van dudc xem la ngudi dau tién phat hién ra sao Hai Vuong va sau d6 éng dudc
nhan hoc vi Gido su Pai hoc Xodc-bon déng thdi dudc nhan Huy chuong Bic d4u
boi tinh. Nam 1853 U-banh Lo-ve-ri-¢ dugc Hoang dé Na-p6-1é-6ng (Napoléon) Dé
Tam phong chiic Giam déc Pai quan sat Pa-ri. Ong mat nam 1877. Cac nha thién
van hoc trén thé gigi da danh gia cao phat minh quan trong nay ctia Lo-ve-ri-é.



PHUONG PHAP TOA B0
TRONG MAT PHANG

“ Phuong trinh dudng thang
% Phuong trinh duéng tron
“* Phuong trinh duéng elip

Trong chuong ndy chidng ta sit dung phuong
phdp toa dé dé tim hiéu vé dudng thdng,
duong tron va dudng elip.

(x; ¥)

<
v
Q
/=
x
L 2N

Pudng théng DPudng tron Pudng elip

Hinh 3.1




1. PHUONG TRINH PUONG THANG

1. Vecto chi phuong ctia dudng théng
A1 Trong mat phang Oxy cho dudng thang A 1a d6 thi clia ham s6 y = %x.

a) Tim tung do clia hai diém M, va M nam trén A, c6 hoanh d6 Ian lugt |a 2 va 6.

b) Cho vecto u =(2; 1). Hay chimng to I\W clng phuong vai u .

yA
T
M
+ |MO + A -
0 X
A
Hinh 3.2
binh nghia

Vecto u duoc goi la vecto chi phuong ciia duong thang A néu

+ u #0 va gid cua u song song hodc trung voi A.

Nhdn xét

Néu u 12 mot vecto chi phuong clia dudng thiang A thi ku (k # 0) ciing 12

mot vecto chi phuong clia A. Do d6 mot dudng thang c6 vo s6 vecto
chi phuong.

Mot dudng thang hoan toan dugc xdc dinh néu biét mot diém va mot vecto
chi phuong clia dudng thang do.
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2. Phuong trinh tham s& cua dudng théng
a) Dinh nghia
Trong mat phang Oxy cho dudng thang A di qua diém M (x,; y,) va nhan
u=(u, ; u,) lam vecto chi phuong. V6i méi di€ém M(x ; y) bat ki trong mat
phing, ta c6 M M = (x — x5y —y,). Khi d6

Me A< MM cung phuong véi u < M M =tu

YA
X—Xx,=tu
— 0 1
=7 =
Y=Y, =,
M X=x,+1u
M, = N (1)
> = u
o) X 0 2
A/
Hinh 3.3

Hé phuong trinh (1) dugc goi 13 phuong trinh tham sé clia duong thang A,
trong d6 ¢ 1a tham s6.
Cho ¢ mot gid tri cu thé thi ta xdc dinh duoc mot diém trén dudng thang A.

Az Hay tim mot diém co toa do xac dinh va mot vecta chi phuong cla dudng thang co
phuong trinh tham s6

X =5—06t
i y=2+8t
b) Lién hé giita vecto chi phuong va hé so géc ciia duong thding
Cho duong thiang A c¢6 phuong trinh tham s6
X=x,+1u,
{y =Y, + 1,
Néu u, # 0 thi tir phuong trinh tham s6 cua A ta c6

X—X
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u
suy ra y —y,= —2(x—x0).
"

u
bat k= -2 ta dugc y — y, = k(x — x).

U

YA YA

=

O A

s ] A

a) b)
Hinh 3.4

8 4

Goi A 1a giao diém cta A véi truc hoanh, Ay 1a tia thuoc A & vé nira mat

phang toa do phia trén (chda tia Oy). Pat a = ;f;/, ta thay k£ = tana. SO k
chinh 12 hé 56 géc clia dudng thang A ma ta da biét & 16p 9.

Nhu vay néu dudng thing A c6 vecto chi phuong u = ( u, ;uy) voi u #0 thi

pd ¢ pd u2
A c6 hé s6 goc k= —=.

u

A3 Tinh hé s6 goc clia dudng thang d co vecto chi phuong 13 u = (—1; J3 ).

@ Vi du. Viét phuong trinh tham s6 ctia duong thang d di qua hai diém A(2 ; 3)
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va B(3 ; 1). Tinh hé s6 goc cua d.
GIAI

Vi d di qua A va B nén d c6 vecto chi phuong AB = (1;-2)

. o, ix=2+t
Phuong trinh tham s6 cua d 1a {
Ty=3-2t.
z 9 N u _2
Hé so goccuadlak = —2=T =-2.
u

1



3. Vecto phédp tuyén cua dudng thdng
A R 2 . R Xx=-5+2t _
4 Cho dudng thang A c6 phuong trinh va vectd n = (3 ; —2). Hay
y=4+3t
chiing td n vudng goc véi vecta chi phuong clia A.
Dinh nghia
Vecto n duoc goi la vecto phdp tuyén ciia duong thang A néu
. n#0 va n vudng géc voi vecto chi phuong cua A.
Nhdn xét
— Néu n 12 mot vecto phdp tuyén cta dudng thang A thi kn (k # 0) ciing
12 mot vecto phdp tuyén clia A. Do d6 mot dudong thang c6 vo sd vecto
phép tuyén.
— Mot dudng thiang hoan toan dugc x4c dinh néu biét mot diém va mot vecto
phap tuyén cua no.
4. Phuong trinh 18ng qudt ctia dudng thdng

Trong mit phang toa do Oxy cho dudng iz
thang A di qua di€m M(x,; y,) va nhan

n(a ; b) lam vecto phap tuyén.

Vé6i méi diém M(x ; y) bat ki thudc mat Yo

phang, tac6 : MM = (x = x,; y = ¥p)- 5
_

Khido: Mx;y)e A n J_MOM

Hinh 3.5

S alx—x,) +b(y—y,)=0
& ax + by + (—ax,—by)) =0
Sax+by+c=0

VOl ¢ = —ax,, — by,.
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a) Dinh nghia

Phuiong trinh ax + by + ¢ = 0 vdi a va b khong dong thoi bang
0, duoc goi la phuong trinh tong qudt ciia duong thang.

Nhdn xét. Néu duong thang A c6 phuong trinh 12 ax + by + ¢ = 0 thi A ¢6

vecto phdp tuyén 1a n = (a ; b) va c6 vecto chi phuong la u = ( b ; a).

As Hay chirng minh nhan xét trén.

b) Vi du. Lap phuong trinh téng quét clia duong thing A di qua hai diém
AQ2:2)va B4 : 3).

GIAI

Puong thang A di qua hai diém A, B nén c6 vecto chi phuong 1a AB = 2;1).

Tir d6 suy ra A c6 vecto phap tuyén 1a n = ( 1 ; 2). Vay dudng thiang A c6
phuong trinh tong quat 12 :

( D.x 2)+2(y 2)=0
hay x 2y+2=0.

Aes Hay tim toa do clia vecto chi phuong clia dudng thang cé phuong trinh :
3x+4y+5=0,

¢) Cdc truong hop ddc biét
Cho dudng thing A c6 phuong trinh

tong quit ax+by+c=0 (1) YA
e Néu a = 0 phuong trinh (1) tré thanh .
by+c=0hayy= % A b
Khi d6 duong thing A vuong goc véi R
e c o) X
truc Oy tai di€ém LO ; ;] (h.3.6).
Hinh 3.6
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e Néu b = 0 phuong trinh (1) tré thanh ax + ¢ = 0 hay x = —— .
a

Khi d6 dudng thang A vudng géc véi truc Ox

tai diém L_E ; oj (h.3.7).
a

e Néu ¢ = 0 phuong trinh (1) tré thanh ax + by = 0.
Khi d6 duong thang A di qua goc toa do O (h.3.8).

VA A

xV

Hinh 3.7

YA

<V

Hinh 3.8

® Néu a, b, ¢ déu khac 0 ta c6 thé dua phuong trinh (1) vé dang

X
LR A ) v/
a by
. c c S
véi  ay= —— ,by,= ——. N
a
M
O _C X
a A

Hinh 3.9

Phuong trinh (2) duoc goi 1a phuong trinh duong thdng theo doan chdn,
duong thiang nay cat Ox va Oy lan luot tai M (ag; 0) va N(O ; by) (h.3.9).
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A7 Trong méat phang Oxy, hay vé cac dudng thang c6 phuong trinh sau day :
d:x-2y=0;
dy:x=2;

+

1=

o

dyiy

’

1.

LY
4

X
8

5. Vi tri tuong déi cta hai dudng thdng
Xét hai duong thing A, va A, ¢6 phuong trinh tong quat 1an luot 1a
ax+by+c,=0 va ax+b,y+c,=0.
Toa do giao diém clia A, va A, 1a nghiém ctia hé phuong trinh :
ax+by+c =0
1 1 1
ey
az)c+192y+c2 =0.
Ta c6 cac truong hop sau :
a) H¢ (I) c6 mot nghiém (x0 ; yO), khi do6 A, cat A, tai di€ém MO( Xy5 Vo ).
b) Hé (I) c6 vo s6 nghiém, khi d6 A, trung v6i A,
¢) He (I) vo nghiém, khi d6 A, va A, khong co diém chung, hay A, song
song VoI A,
[@f Vi du. Cho duong thang d c6 phuong trinh x — y + 1 = 0, xét vi tri tuong doi
clia d v6i méi dudng thang sau :
A 2x+y—-4=0;
Ay:x—y—-1=0;

Ay:2x -2y +2=0.
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GIAI \

a) Xét d va A, hé¢ phuong trinh

x—=y+1=0
12x+y—4=0 2
c6 nghiém (1 ; 2).
Vay d cat A, tai M(1 ; 2) (h.3.10). / 0
Hinh 3.10
) N < YA
b) Xét d va A, , hé phuong trinh d
A2
x—y+1=0 hia 1
vO nghiém.
ix—y—I:O — _1/
o| X
Vayd /| A, (h.3.11). /. g
Hinh 3.11
YA d

¢) Xétd va Ay, hé¢ phuong trinh
x—y+1=0 (1) /

in—2y+2:0 ) /]

’
c6 vo sO nghiém (vi cac hé so o
cta (1) va (2) ti 1¢).

AS
Vay d=A; (h.3.12).

Hinh 3.12
As Xét vi tri tuong d6i clia dudng thang A : x — 2y + 1 = 0 véi mdi dudng thang sau
d, . —-3x+6y—-3=0;
dy:y=-2x;
dy:2x+5=4y.

<V
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6.

Géc gilia hai dudng thdng

Ag Cho hinh chir nhat ABCD c6 tam 7 va cac canh AB =1, AD = V3. Tinh 6 do cac

78

gécmvé DIC.

Hinh 3.13

Hai dudng thang A, va A, cét nhau tao thanh bon géc. Néu A, khong vuong géc
v6i A, thi géc nhon trong s6 bon goc d6 dugc goi 1a géc gilia hai duong thang
A, va A,. Néu A, vuong goc véi A, thi ta néi goc gilta A, va A, bang 90°.
Truong hop A, va A, song song hoac trung nhau thi ta quy uéc goc gitia A, va
A, bang 0°. Nhu vay goc giita hai dudng thang luon bé hon hoac bang 90°.

Goc gitia hai dudng thing A, va A, duge ki hicu la (A, A, ) hogc (A, A)
Cho hai dudng thing
Ajrax+by+c =0,

A,:ax+by+c,=0.

bat o= (AI, Az) thi ta thdy ¢ bang hoac bil véi goc gitta 1;1 va n_2 trong d6

n, , n, lan lugt 1a vecto phdp tuyén cua A; va A,. Vicosg >0 nén ta suy ra

I’l1 .n2

cosQ =

cos(nl,nz)‘ =

cosp= ‘ala2 +b1b2‘
\/a2+b2 \/a2+b2 A
1 1 2 7 2

Hinh 3.14




Chit y

*ALA & n Ln, oaa,+bb,=0.

2

® Néu A, va A, c¢6 phuong trinh y = k,x + m, vay = k,x + m, thi

A LA, & kky=—1.

Céng thic finh khodng céch ti mét diém dén mét dudng théng
Trong mdt phdng Oxy cho duong thdang A cé phuong trinh
ax + by + ¢ = 0va diém My(xg ; yo) - Khodng cdch tir diém
My dén duong thang A, ki hiéu la d(My, A), dugc tinh bdi
cong thuc

axp +byy+c
d(Mo,A):| 0 Y0 |
a’ +b°
yA o
CHUNG MINH y
Phuong trinh tham s6 clia duong thang m di n ’
qua M, (x,; y,) va vuong géc véi dudng ™~
thang A Ia H
0 >
X=X, +ta / NS
y=y, b
Hinh 3.15

trong d6 n (a; b) 1a vecto phap tuyén cua A.

Giao diém H cuia duong thang m va A ting vé6i gia tri ctia tham s6 12 nghiém
t,, cia phuong trinh :

H
a(x0+ta)+b(y0+tb)+c=0.
ax, +by. +c
Taco t,=— 02 y02
a +b

Vay diém H = (Xy +1,a; Y +t,b).

79



Tudo suyrad(M,,A)= M H = \/(XH—XO)2+(}’H—)’O)2

+ by +c‘
= J(a®+b° ), = 5+, .
" Va? +b?

Am Tinh khodng cach tir cac diém M(=2 ; 1) va O(0 ; 0) dén dudng thang A ¢o phuong
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trinh 3x —2y —1=0.

Cdau hoi va bdi tép
Lap phuong trinh tham s6 clia dudng thang d trong mdi trudng hop sau :
a) d di qua diém M(2 ; 1) va c6 vecto chi phuong u = (3 ; 4);
b) d di qua diém M(-2 ; 3) va c6 vecto phdp tuyénla n = (5; 1).
Lap phuong trinh téng quat clia dudng thang A trong mdi trudng hop sau :
a) A di qua M(-5 ; —8) va c6 hé so goc k = —3;
b) A di qua hai diém A2 ; 1) va B(—4 ; 5).
Cho tam giac ABC, bi€t A(1 ;4),B(3;-1) va C(6; 2).
a) Lap phuong trinh téng qudt clia cic dudng thang AB, BC va CA ;
b) Lap phuong trinh tdng quat ctia dudng cao AH va trung tuyén AM.
Viét phuong trinh téng quét cia dudng thing di qua diém M4 ; 0) va
diém N(O ; -1).

Xét vi tri tuong doi ctia cdc cap dudng thang d; va d, sau day :

a) dj:4x—-10y+1=0 va dy :x+y+2=0;
b) dy: 12x—6y+10=0 va dZ:{CZSH
y=34+2¢;
¢) di :8x+10y—12=0 va dz:ix:_6+5t
y=6-4t.
o x=242t

Cho duong thing d c¢6 phuong trinh tham s T e
y=3+t.

Tim di€ém M thudc d va cdch diém A(0 ; 1) mot khoang bing 5.



Tim s6 do cha géc giita hai dudong thang d, va d, lan luot c6 phuong trinh
d :4x-2y+6=0va dy :x-3y+1=0.

Tim khoang c4ch tir mot diém dén dudng thang trong cdc trudng hop sau :

a)AQ3;)5), A:4x+3y+1=0;
b) B(1 ; -2), d:3x—-4y—-26=0;
c)C(1;2), m:3x+4y—-11=0.

Tim ban kinh ctia duong tron tam C(=2 ; —2) tiép xtic véi dudng thang
A:Sc+12y—10=0.

2. PHUONG TRINH PUONG TRON

Phuong trinh dudng tron c6 tdm va badn kinh cho truéc

y A
M(x; y)

<V

Hinh 3.16

Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) tam I (a ; b), ban kinh R (h.3.16).
Ta c6

MGx:y)e (C) < IM=R

o Jx—aP +(y—bP =R
s (x—a)l+Gy-b*=R".
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Phuong trinh (x — a)2 +(y — b)* = R dugc goi la phuong trinh duong tron

tadm I(a; b) ban kinh R.

Chang han, phuong trinh dudng tron tam /(2 ; —3) ban kinh R = 5 1a :
(x=2)*+ (y + 3)> = 25.

Chu y. Phuong trinh duong tron c6 tam la goc toa do O va cé ban kinh R 1a :

x2+y2:R2.

A1 Cho hai diém A(3 ; —4) va B(-3 ; 4).
Viét phuong trinh duong tron (C) nhan AB lam dudng kinh.

2. Nhan xét

Phuong trinh dudng tron (x — a)* + (y — b)* = R* ¢6 thé dugc viét dudi dang
x2+y2—2ax—2by+c:0, trong d6c=a”+b*—R°.

Nguoc lai, phuong trinh P y2 — 2ax — 2by + ¢ = 0 la phuong trinh cua
duong tron (C) khi va chi khi @ + b* — ¢ > 0. Khi d6 duong tron (C) c6 tam

I(a; b) vabankinh R = Va* +b*> —c.

Az Hay cho biét phuong trinh ndo trong cac phuong trinh sau day la phuong trinh
dudng tron :
2¢+)y—8x+2y-1=0;

Y+t 2x—dy-4=0
X+ Y —2x—-6y+20=0;
X+ )P +6x+2y+10=0.

3. Phuong trinh tiép tuyén cla dudng trén

Mo

Hinh 3.17
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Cho diém My(x, 5 ¥o) nam trén duong tron (C) tam I(a ; b). Goi A 1a tiép
tuyén v6i (C) tai M, .
Ta c6 M, thuoc A va vecto Iﬁo =(x, a;y, b)lavectophdp tuyéncua A.

Do d6 A c6 phuong trinh 1a :

g A x)+0y DO yy)=0 2)

Phuong trinh (2) 12 phuong trinh tiép tuyén ca dudng tron (x  a)* + (v b’ =R’
tai di€ém M, nam trén dudng tron.

@ Vi du. Viét phuong trinh ti€p tuyén tai diém M(3 ; 4) thuoc dudng tron
C©):(x D*+(@ 2)7°=8.
GIAI
(C) c6 tam I(1 ; 2), vay phuong trinh tiép tuyén véi (C) tai M(3 ; 4) la :
B DHx 3)H+@d 2)y 4=0
& 2x+2y 14=0

& x+y 7=0.

Cdu hoi va bai tép

1. Tim tam va ban kinh ctia cadc duong tron sau :
a))cz+y2 2x 2y 2=0;
b) 16x* + 16y* + 16x 8y 11=0;
X’ +y* 4x+6y 3=0.
2. Lap phuong trinh duong tron @) trong cac truong hop sau :
a) (C ycotam I( 2;3)vadiquaM(2; 3);
b) (C)cotam I( 1;2) va ti€p xtic v6i duong thang x 2y +7=0;
c) ((Z ) c6 duong kinh ABv6iA=(1;1)vaB=(7;)5).
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Lap phuong trinh dudng tron di qua ba diém
a) A(1 ; 2), B ; 2), C; 3);
b) M( 25 4), NG 3 5), P(6; 2).

Lap phuong trinh dudng tron ti€p xic véi hai truc toa do Ox, Oy va di qua
diém M(2; 1).

Lap phuong trinh ctia dudng tron ti€p xic vdi cac truc toa do va c6 tam & trén
duong thing 4x 2y 8=0.
Cho dudng tron (C ) ¢6 phuong trinh
P +y' 4x+8y 5=0.
a) Tim toa do tam va ban kinh cta (C ) ;
b) Viét phuong trinh tiép tuyén véi (C ) di qua diém A( 1;0) ;
c) Viét phuong trinh tiép tuyén véi (C ) vuong géc v6i dudng thing
3x 4y+5=0.

3. PHUONG TRINH DPUONG ELIP

Pinh nghia dudng elip

Hinh 3.18



A1 Quan sat mat nudc trong céc nudc cam nghiéng (h.3.18a). Hay cho biét dudng duoc
danh dau bdi mdi tén ¢ phai la dudng tron hay khong ?

Az Hay cho biét bong clia mét dudng tron trén mot mat phang (h.3.18b) ¢ phai a mot
dudng tron hay khéng ?

Dong hai chiéc dinh ¢6 dinh tai hai di€ém F, va F, (h.3.19). Ldy mot vong
day kin khong dan hoi ¢6 do dai 16n hon 2 FF, . Quang vong day d6 qua hai

chiéc dinh va kéo cing tai mot diém M nao d6. Pat ddu but chi tai diém M
161 di chuyén sao cho day luon ciang. Pdu bit chi vach nén mot dudng ma ta
goi la duong elip.

M

Hinh 3.19

binh nghia

Cho hai diém c6 dinh Fy, Fyva mét do dai khong doi 2a lon
hon BF, . Elip la tdp hop cdc diém M trong mdt phdng sao cho

FM+F,M=2a.

Cdc diém Fy va Fy goi la cdc tiéu diém cua elip. Do dai

 RFy =2c goi la tiéu cu cua elip.
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2.

A,

86

Phuong trinh chinh t&c cla elip

YA
5 My
F, o F X
B,
Hinh 3.20

Cho elip (E) c6 cédc tieu diem F, va F,. Diém M thugc elip khi va chi khi
EM+FEM = 2a. Chon hé truc toa do Oxy sao cho F = (—=c;0)va E, = (c;0).
Khi d6 nguoi ta chitng minh duoc :
2 2
X Y
M(x;y) e (F) < —2+—2:1 (1)
a b

trong do b =a* -c*.

Phuong trinh (1) goi 12 phuong trinh chinh tdc cta elip.

Trong phuang trinh (1) hay giai thich vi sao ta luén dat dugc b =a*-c*.

Hinh dang cua elip

Xét elip (E) c6 phuong trinh (1) :

a) Néu diém M(x ; y) thuoc (E) thi
cic diém M (=x; y), M, (x; -y) va
M3 (=x ; —y) cung thuoc (£) (h.3.21).

Vay (E) c6 cac truc doi xung la Ox,

Oy va c6 tam doi xing 1a goc O.



E2|

A,

b) Thay y = 0 vao (1) ta c6 x = *a, suy ra (E) cit Ox tai hai di€ém A1 (—a; 0)
va A2 (a ; 0). Tuong tu thay x = 0 vao (1) ta duoc y = b, vay (E) cat Oy tai hai
diém B, (0;-b)va B, (0 b).

Céc diém A, A,, B va B, goilacdc dinh cla elip.
Poan thing A/A, goilafruc Ion, doan thang B B, goila fruc nhd cua elip.

2 2
Vi du. Elip (E) : %HT =1 c6cicdinha A (-3, 0), A,(3,0), B(0;~1),

Bz(O ;1) va A1A2 = 6 1a truc 16n con BB, = 2 1a truc nho.

Hay xac dinh toa d6 c4c tiéu diém va vé hinh elip trong vi du trén.

Lién hé gitia dudng tron va dudng elip

a) Tir hé thic b* = a® — ¢’ ta thay néu tiéu cu cua elip cang nho thi b cang
gan bang a, tic 1a truc nho cua elip cang gan bang truc 16n. Lic d6 elip ¢6
dang gan nhu dudng tron.

b) Trong mat phiang Oxy cho dudng tron (¢ ) c6 phuong trinh

x2+y2:a2.

Vé6i mdi diem M(x ; y) thuoc dudng tron ta xét diém M’(x’ ; y’) sao cho

’

et A
b (v6i0<b<a)(h3.22) Y
y =;y

thi tap hop céac di€ém M' ¢6 toa do
thoa man phuong trinh

2 2
A Y

_l_
2 2
a b

<Y

=1 la mot elip (E).

Khi d6 ta n6i dudong tron (€) dugc
co thanh elip (E).

Hinh 3.22

87



88

Cau hoi va badi tép

Xac dinh do dai cdc truc, toa do céc tiéu diém, toa do cac dinh cua céc elip ¢6
phuong trinh sau :
2

X
a) —+
)25

2
¥

b

-
b) 4x2+9y° =1 ;
¢) 4x> +9y% =36.

Lap phuong trinh chinh tic cua elip, biét
a) Do dai truc 16n va truc nho 1an luot 1a 8 va 6 ;

b) Do dai truc 16n bang 10 va tiéu cu bang 6.
Lap phuong trinh chinh tac cua elip trong cac truong hop sau :

a) Elip di qua cac diém M(0 ; 3) va Nk3 ; —%) ;

)
b) Elip c6 mot tiéu diém 12 Fl(—\/g ; 0) va diem M Ll ; ?J nam trén elip.

Pé cat mot bang hiéu quang cdo hinh elip ¢6 truc 16n 12 80 cm va truc nho 1a
40 cm tir mot tam van €p hinh chit nhat c6 kich thuéc 80 cm X 40 cm, nguoi
ta v€ hinh elip d6 lén tdm van ép nhu hinh 3.19. Hoi phai ghim hai cdi dinh
cach cac mép tdm van ép bao nhiéu va lay vong day c6 do dai Ia bao nhiéu ?

Cho hai duong tron Cl(Fl ; R va Cz(Fz ; By) . Cl nam trong C2 va
F # F . Budng tron ¢ thay déi luon tiép xic ngoai véi Cl va tiép xuc trong

V6i 02 . Hay ching t6 rang tam M ctia dudng tron C ai dong trén mot elip.



Ba dwong conic
va quy dao cta tau vil tru

7
/ \ //
\/
/&\
\
\
‘ﬂ
Elip Parabol Hypebol

Hinh 3.23

1. Khi cit m6t mat nén tron xoay bdi mot mat phang khong di qua dinh va khong
vudng goc véi truc clia mat nén, ngudi ta nhan thay ngoai dudng elip ra, ¢ thé
con hai loai dudng khac nira la parabol va hypebol (h.3.23). Cac dudng ndi trén
thudng dudc goi 1a ba dudng conic (do gbc tiéng Hi Lap Konos nghia Ia mat nén).

2. Du6i day la vai vi du vé hinh &nh cla ba dudng cénic trong ddi séng hang ngay :

Bong clia mét qua bong da trén mat san thuong cé hinh elip (h.3.24).

Hinh 3.24
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Tia nudc tir voi phun & cong vién thuong la dudng parabol (h.3.25).

Hinh 3.25

Béng clia dén ngl in trén tudng c6 thé 1a dudng hypebol (h.3.26).

e T

Hinh 3.26

3. Tau vi tru dudgc phéng Ién tir Trai Dat luén bay theo nhiing quy dao, quy dao
nay thuong la dudng tron, elip, parabol hodc hypebol. Hinh dang clia quy dao
phu thudc vao van téc cla tau vi tru (h.3.27). Ta cé bang tuong (ng gilra téc do
va quy dao nhu sau.



Téc do V, cua tau va try Hinh dang quy dao tau vi tru
7,9 km/s dudng tron

7,9 km/s < V< 11,2 km/s elip

11,2 km/s Mét phan cla parabol

V, > 11,2 km/s M6t phan cla hypebol

Ngoai ra ngudi ta con tinh dudc cac téc do vii tru téng quat, nghia la téc d6 clia cac
thién thé chuyén ddng déi véi cac thién thé khac dudi tac dung cla luc hap dan
tuong hé. Vi du dé phéng mét tau vi tru thoat li dugc Mt Trang trd vé Trai Dat thi
can tao cho tau mét téc dd ban dau 1a 2,38 km/s.

Hypebol
(Vo> 11,2 km/s)

Parabol
(Vo= 11,2 km/s)

Pudng tron
(Vo=7,9 km/s)

Elip
(7,9 km/s < V< 11,2 km/s)

Hinh 3.27
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Gio-han Re-ple va quy luat
chuyén dong ciia cac hanh tinh

M1
Mét hanh tinh
M2
F
Mt Troi
M’1

Hinh 3.28

Gi6-han Ké-ple (Johannes Kepler, 1571 - 1630) 14 nha thién van ngudi Bic. Ong 13

mét trong nhiing ngudi da dat nén moéng cho khoa hoc tu nhién. Ké-ple sinh ra &

Vu-tem-be (Wurtemberg) trong mét gia dinh nghéo, 15 tudi theo hoc trudng dong.

Nam 1593 6ng t6t nghiép Hoc vién Thién van va Toan hoc vao loai xuat sac va tré

thanh gido su trung hoc. Nam 1600 6ng dén Pra-ha va cung lam viéc véi nha thién

van ndi ti€éng Ti-co Bra.

Ké-ple ndi ti€ng nhd phat minh ra cac dinh luat chuyén déng cla cac hanh tinh:

1. Cac hanh tinh chuyén déng quanh Mt Trdi theo cac quy dao la cac dudng elip
ma Mat Trdi la mot tiéu diém.

2. Doan thang ndi tir Mat Trdi d&n hanh tinh quét dudc nhiing dién tich bang nhau
trong nhiing khoang thdi gian bang nhau. Chang han néu xem M3t Trdi 13 tiéu diém
F va néu trong cling mét khoang thdi gian t, mét hanh tinh di chuyén tir M, dén M,
hodc tr M, dén M, thi dién tich hai hinh FM,M, va FMM; bang nhau (h.3.28).

3. Néu goi T4, T, lan lugt la thsi gian dé hai hanh tinh bat ki bay hét mét vong

quanh Mat Troi va goi a4, a, 1an lugt 1a do dai ndia truc I6n cla elip quy dao cla
hai hanh tinh trén thi ta luén c6

2 2
h_%

3 3"
a1 a2

Cac dinh luat ndi trén ngay nay trong thién van goi la ba dinh luat Ké-ple.



ON TAP CHUONG III
I. CAU HOI VA BAI TAP

Cho hinh chit nhat ABCD. Biét cac dinh A(5 ; 1), C(0 ; 6) va phuong trinh
CD : x + 2y —12 = 0. Tim phuong trinh cdc dudng thang chita c4c canh con lai.

Cho A(1 ; 2), B(-3 ; 1) va C(4 ; =2). Tim tap hop cic diém M sao cho
MA?* + MB* = MC* .
Tim tap hop cdc diém cdch déu hai dudong thing
1:5x+3y-3=0 va 7 :5x+3y+7=0.
Cho dudng thang : x —y + 2 =0 va hai diém O(0 ; 0), A2 ; 0).

a) Tim diém doi xtiing cia O qua ~ ;
b) Tim diém M trén  sao cho do dai dudng gdp khic OMA ngén nhat.

Cho ba diém A(4 ; 3), B2 ; 7) va C(-3 ; -8).
a) Tim toa do cua trong tam G va truc tam H cua tam giac ABC ;

b) Goi T la tam ctia duong tron ngoai tiép tam giac ABC. Ching minh 7', G va
H thang hang ;

c) Viét phuong trinh duong tron ngoai ti€p tam giac ABC.

Lap phuong trinh hai dudng phan gi4c ctia cic géc tao bdi hai dudng thang
3x—4y+12=0 va 12x+5y—-7=0.

Cho duong tron (@) c6 tam I(1 ; 2) va bén kinh bang 3. Chiing minh ring tap
hop cdc diém M ma tir d6 ta vé& duoc hai tiép tuyén voi (C ) tao v6i nhau mot
géc 60° 12 mot dudng tron. Hay viét phuong trinh dudng tron do.

Tim goc giita hai dudng thing | va , trong cdc trudng hop sau :

a) 1:2x+y—-4=0 wva 7 :5x—=2y+3=0;
b) [1y=-2x+4 va : —lx+é
1-Y 2 V=SS
2 2
: x° oy
Choelip(E): —+-— =1
pE): T+

A 2z ? 2 A R N ~ . e
Tim toa do c4c dinh, cac ti€éu diém va ve elip do.
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Ta biét ring Mit Tring chuyén dong quanh Trai D4t theo mot quy dao 1a mot
elip ma Trai Dat 1a mot tiéu diém. Elip d6 c6 chiéu dai truc 16n va truc nho
1an luot 1a 769 266 km va 768 106 km. Tinh khoang cdch ngin nhat va
khoang cach dai nhat tr Trai Dat dén Mat Trang, biét rang cac khoang cach
d6 dat duoc khi Trai Dat va Mat Trang nam trén truc 16n cua elip.

II. CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho tam giac ABC ¢6 toa do cac dinh 1a A(1 ; 2), B(3; 1) va C(5 ; 4). Phuong
trinh nao sau day la phuong trinh dudng cao cua tam giac v€ tr A ?
(A)2x+3y—-8=0; B)3x—2y-5=0;
O5x—-6y+7=0; (D)3x-2y+5=0.

Cho tam gidc ABC vé6i cac dinh 1a A(-1; 1), B(4; 7) va C(3 ; =2), M la trung
diém ciia doan thang AB. Phuong trinh tham sé clia trung tuyén CM 1 :

(A) ix:3+t (B) ix:3+t
y=-2+4t; y=-2-4t;
(C)1X:3—t (D) JL.X:3+3Z‘
y=4+2t; y=-2+4t.
. ., . ) x=5+t
Cho phuong trinh tham s6 cua dudng thang d :i 02
y=—r—zl

Trong céc phuong trinh sau, phuong trinh nao 1a phuong trinh tong quat clua
(d)?

(A)2x+y 1=0; B)2x+3y+1=0;
Ox+2y+2=0; D)x+2y 2=0.

Puong thang di qua diém M(1; 0) va song song v6i dudng thang

d:4x + 2y + 1 = 0 c6 phuong trinh tdng quat 1 :

(A)4x+2y+3=0; B)2x+y+4=0;
O2x+y 2=0; D)x 2y+3=0.

Cho duong thing d cé phuong trinh téng quét : 3x + 5y + 2006 = 0. Tim ménh
dé sai trong cdc ménh dé sau :

(A) (d) c6 vecto phap tuyén n =(3;5) ;
(B) (d) ¢6 vecto chi phuong a =(5; 3);

(C) (d) c6 hé s6 goc k = g :

(D) (d) song song v6i dudng thing 3x + 5y = 0.



10.

11.

12.

13.

Bén kinh clia duong tron tam /(0 ;  2) va tiép xiic v6i dudng thang
A:3x 4y 23=0la:

(A) 15 ; B)5; ©) % ; (D) 3.

Cho hai dudng thing

d1 :2x+y+4 m=0va

d2:(m+3)x+y 2m 1=0.
d, song song voi d; khi :
Aym=1; Bym= 1; COm=2; (D) m = 3.
Cho(d):x+2y+4=0va (d):2x y+6=0. S6 do cua goc gitra hai
duong thang d, vad, la :
(A) 30°; (B) 60°; (C) 45°; (D) 90°.
Cho hai dudng thang Aix+y+5=0vaA, :y=-10.GocgitaA vaA la:
(A) 45°; (B) 30°; (C) 88°57'52" ; (D) 1°13'8".

Khoang céch tir diém M(0; 3) dén duong thiang
A:xcosa+ ysina+ 3(2 sina)=01a:

(A) V6 : (B)6; (©) 3sinar; ®
SINX+Cos

Phuong trinh nao sau day la phuong trinh dudng tron ?
(A) x> +2y* 4x 8y+1=0; (B)4x* +y* 10x 6y 2=0;
O x*+y* 2x 8y+20=0; D)x*+y* 4x+6y 12=0.

Cho dudng tron (C) : x> +y* + 2x+4y 20=0.

Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :

(A) (C)cotam I(1; 2); (B) (C)cobankinhR=35;

(C) (C) di qua diem M(2; 2) ; (D) (C) khong di qua diém A(1 ; 1).

Phuong trinh ti€p tuyén tai di€m M(3; 4) v6i dudng tron
C):x*+y* 2x 4y 3=0Ila:

A)x+y 7=0; B)x+y+7=0;
Ox y 7=0; D)x+y 3=0.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Chodub‘ngtrc‘)n(C):x2+y2—4x—2y:OVéduEfngthéngA:x+2y+1:0.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh d¢é sau :

(A) A di qua tam cua (C) ; (B) A cat (C) tai hai diém ;
(C) A tiép xtc vé6i (C) ; (D) A khong c6 diém chung véi (C).
Puodng tron (C) : x> +y* —x+y—1=0c6 tam / va ban kinh R 1 :
11 J6
A)I-1;1),R=1; BI—;——],R=—§
(A) I( ) (B) LZ 5 5
11 J6
CI——;—),R=—; D)I(1;-1),R=+/6.
© L 2 5 > (D) I( )

Vi gia tri nao cua m thi phuong trinh sau day 1a phuong trinh cua dudng tron
Y =2m+2x+4my+19m—6=072

(A)1<m<?2; B)—2<m<1;

(O m<1hoacm>?2; (D) m <=2 hoac m > 1.

Pudng thang A : 4x + 3y + m = 0 tiép xiic v6i dudng tron (C) : x* + y* = 1 khi ;

A)m=3; B)ym=5; OCOm=1,; (D)m=0.
Cho hai diém A(1 ; 1) va B(7 ; 5). Phuong trinh dudng tron duong kinh AB 12 :
(A) X+ +8x+6y+12=0; B) x>+ —8x—6y+12=0;
(C)x2+y2—8x—6y—1220; (D)x2+y2+8x+6y—12:0.
Pudng tron di qua ba diém A(0 ; 2), B(-2 ; 0) va C(2 ; 0) ¢6 phuong trinh 1a :
(A) X*+y*=38; B)xX>+y +2x+4=0;

O x*+y —2x—8=0; (D) x> +y* =4 =0.

Cho diém M(0 ; 4) va dudng tron (C) c6 phuong trinh x* + y* — 8x— 6y + 21 = 0.
Tim phat biéu ding trong cdc phét biéu sau :

(A) M nam ngoai (C) ; (B) M nam trén (C) ;

(C) M nam trong (C) ; (D) M trung véi tam cta (C).

2 2
Cho elip (E) : )2“—5 + % = 1 va cho céc ménh dé :

(I) (E) c6 céc tiéu diém Fl(—4 ; 0) va F2(4 ;0);

, 4
(D) (E) c6tis6 < =2 -
a 5



22.

23.

24.

25.

26.

(IIT) (E) c6 dinh A ( 5 0); (IV) (E) c6 do dai truc nho bang 3.
Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé€ sau :

(A) (D) va (D) ; (B) (I) va (III) ;

(O©) (D va (III) ; (D) (IV) va (D).

Phuong trinh chinh tic cta elip c¢6 hai dinh 12 ( 3 ; 0), (3 ; 0) va hai tiéu diém
la( 1;0),(1;0)1a:

2 2 2 2
X7y A )
A) —+=—=1; B) —+-—=1;
(A) o v (B) s 75
2 2 2 2
xXT oy A )
C) —+2-=1; D) —+2-=1.
© ot g (D) T %
Cho elip (E) : x> + 4y* = 1 va cho cdc ménh dé :
(I) (E) ¢6 truc 16n bang 1 ; (I) (E) c6 truc nho bang 4 ;
(IIT) (E) c6 tieu diém F| ( ; ﬁ\ : (IV) (E) co tiéu cu bang J3.
-y
Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :
(A) @D (B) D) va (IV) ; (© (D va (1) ; (D) V).
x° y
Day cung cua elip (E) : —2 —=1 (0 < b < a) vuong gbc vai truc 16n tai
b
tieu diém c6 do dai la :
2 2 2
22 2b 2a a
(A) —; (B) — © — D) —.
a c c
A . 7 z S 2 e C 12 2 9 . N *A
Mot elip c6 truc 16n bang 26, ti s6 — =—. Truc nho cua elip bang bao nhiéu ?
a
(A)S5; (B) 10; O 12; (D) 24.

Cho elip (E) : 4x* + 9y* = 36. Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :
p

(A) (E) ¢6 truc 16n bang 6 ; (B) (E) c6 truc nho bang 4 ;
(C) (E) ¢6 tiéu cu bing /5 ; (D) (E) c6 ti s6 < = g
a
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28.

29.

30.
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Cho duong tron (C) tam F| ban kinh 2a va

mot diém F & bén trong cua (C). “
Tap hop tam M cta cac duong tron (C7) ‘
thay d6i nhung luon di qua F, va ti€p xic (©)

v6i (C) (h.3.29) 1a duong nao sau day ?

(A) Puong thang ; (B) Puodng tron ;

(C) Elip ; (D) Parabol. Hinh 3.29

Khi cho ¢ thay déi, diém M (5cost ; 4sinf) di dong trén dudng nao sau day ?

(A) Elip ; (B) Puong thang ;
(C) Parabol ; (D) Dudng tron.
: X2 y2 : Y R .2
Cho elip (F) : a_2+b_2 =1 (0<b<a).GoiF ,F, la hai tiéu diém va cho diém
M(0 ; —b). Gid tri ndo sau day bang gid tri clia bieu thic MF,.MF, — OM*?
(A) ¢* ; (B) 24° ; (©) 2b° ; (D)a*> b’
2 2

Cho elip (E) : ’16—6+%=1 va dudng thing A : y + 3 = 0.

Tich c4c khoang cach tir hai tiéu diém cia (E) dén dudng thang A bing gia tri
nao sau day :
(A) 16 (B)9; (©81; (D) 7.

ON TAP CUOI NAM

Cho hai vecto a va b ¢6 |l =3, |bl=5, (a, b)=120°. Véi gi4 tri nao ctia m

thi hai vecto a+mb va a—mb vudng gbéc v6i nhau ?

Cho tam gidc ABC va hai diém M, N sao cho AM = aAB : AN = ,BA_C
2
a) Hay vé M, N khi o= 3 ; fB= —%.

b) Hay tim moi lién hé gitta o va 8 dé MN song song véi BC.



Cho tam gidc déu ABC canh a.

a) Cho M 1a mot di€ém trén dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Tinh
MA* + MB* + MC? theo a ;

b) Cho duong thang d tuy y, tim diém N trén dudng thang d sao cho
NA? + NB? + NC? nho nhit.

Cho tam gidc déu ABC c6 canh biang 6 cm. Mot diém M nam trén canh BC
sao cho BM =2 cm.

a) Tinh do dai cha doan thang AM va tinh cosin clia géc BAM ;

b) Tinh ban kinh dudng tron ngoai tiép tam giac ABM ;

¢) Tinh do dai duong trung tuyén vé tir dinh C cua tam giac ACM ;

d) Tinh dién tich tam gidc ABM.

Chdng minh rang trong moi tam gidc ABC ta déu c6
a)a= bcosC + ccosB;

b) sinA = sinBcosC + sinCcosB;

c) h, =2RsinBsinC .

Cho cac diem A2 ; 3), B(9 ; 4), M(5 ; y) va P(x ; 2).
a) Tim y dé€ tam gidac AMB vuong tai M ;
b) Tim x dé ba diém A, P va B thang hang.

Cho tam gidc ABC v6i H 1a truc tam. Biét phuong trinh clia dudng thang AB,
BHvaAH lanluotla 4x+y—12=0, Sx—4y—-15=0va2x+2y—-9=0.
Hiy viét phuong trinh hai dudng thing chita hai canh con lai va dudng cao
thr ba.

Lap phuong trinh dudng tron c6 tAm nam trén dudng thang A : 4x+ 3y —2=0
va tiép xuc v6i hai dudong thing
di:x+y+4=0 va dy:Tx—y+4=0.

2 2
Y

. . . X

Cho elip (£) c6 phuong trinh : 100 + v 1.

a) Hay x4c dinh toa do cdc dinh, cdc tiéu diém cua elip (E) va vé elip d6 ;

b) Qua tiéu diém cua elip dung dudng thang song song véi Oy va cit elip tai
hai diém M va N. Tinh do dai doan MN.
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§1.

§2.

10.

§3.

§4.

HUGNG DAN VA DAP SO

CHUONG I

a) Ding ; b) Dung.

a) Céc vecto cung phuong :
a,b;,u,v; x,y,wvaz.
b) Cic vecto cung hudng :

a,b;x,yvaz.

¢) Cac vecto nguoc huéng :
U, Vi W,X;W,Y;;WwW,z.

d) Céc vecto bang nhau : x, y.

a) Céc vecto cung phuong v6i OA : 174, A_D,
BC, CB, AO, OD, DO, FE , EF .

b) Céc vecto bing AB : OC, ED, FO .

[AB+BCl=a . [AB-BCl=a\3 .

a) Néu a, b cung huéng ;

b) Néu gid cia a va b vuong goc.

a, b cécung do dai va ngugc huéng.

F; c6 cudng do 1a 1003 N, nguogc

huéng v6i ME , trong d6 E 1a dinh cla
hinh binh hanh MAEB.

_B:z(u—v), B_C:gu+iv ;
3 3 3
CA= —iu—zv
3 3
AM=—Ltus2y
2
K 1a diém thuoc doan AB ma kA _ g
’ KB 3

M 1a trung diém cua trung tuyén CC’.

AB=73 , MN=-5; AB va MN ngugc huéng.

102

L

N

10.
11.

12.

13.

§1.

a) ding b) ding ) sai d) dung.
a =(2;0), b =0;-3),
c =34, d=02:3).

a), b), ¢) déu ding, d) sai.
A(xg 5 —yo) 5 B(=xp; )3

C(=xp9: —0)-
D0 ;-5)
A5 1), B(-4;-5), C(—4; 7).
c=2a+b.
ON TAP CHUONG I

C4c vecto can tim : O_C, FO , ED.
Cic khang dinh diing : a), b) va d).
ABCD 1a hinh thoi.

M, N, P lan luot 12 cic diém doi xtng véi
C, A, Bquatam O.

a) |[AB+ACl=av3 by [AB-ACl=a.
a)m:l,n:O; b)m:—l,n:l;
2 2
c)m:—l,n:l; d)m:—l,nzl.
2 2 2
Cic khang dinh diing a) va c).
a) u=(40;-13) ; b) x=(8;-7) ;
Ak=-2,h=-1.
2
m=—.
5
Khéng dinh ding 1a c).
CHUONG II
AK =asin2a ; OK = acos2a.
2
9
V2

cos(AC, 137&):—7 . sin(AC, BD)=1

COS(XB, C—D) =-1.



§2.

=

§3.

10.
11.

10.

11.
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AB.AC =0 ; AC.CB=—d?.
a) Khi diém O nim ngoai doan AB ta c6

OAOB=ab .
b) Khi diém O nim gifta hai diém A va B ta c¢6

OA.OB=—ab .

b) 4R? .
x5 o
a) Dg- 3 02 ; b) V102 ++/2);
33
a) (a,b)=90° ; b) (a,b) =45° ;

¢) (a,b)=150°.

Toa do diém C céan tim 1a : C(1 ; 2) va
C' (-1;2).

C=32°:h ~61,06cm :
¢ =3815cm ; h, =32,36 cm.
A=~36° : B=~106°28 : C =37932".

a=1136cm: B=37°48 : C=22012".
S =313 dvdt.

BC = \/m2+n2+mn.

a) C=91°47 ; b) m, = 10,89 cm.
a) Géc 16n nhat 1a C =117°16 ;

b) Géc 16n nhat 1a A = 93941

A=40° ;b=21231 cm; ¢ = 179,40 cm

568,457 m.
22,7772 m.

ON TAP CHUONG II

ab=—-4.

R=23.

§=96; h,=16 ;R=10;r=4;
m, =17,09.

Dién tich S cua tam gidc 16n nhat khi

C=90°.

CHUONG III

§1.

1.

§2.

x=24+3¢ x==-2+t
a) ; b)

y=1+4+4¢ y=3-5¢
a)3x+y+23=0; b)2x+3y—-7=0.

a)AB:5x+2y—13=0;
BC:x-y-4=0;
CA:2x+5y-22=0.
b)AH:x+y-5=0; AM:x+y-5=0.
x—4y—-4=0.

a) dl cat dz; b) dl //d2 c) dl = dz .

24 =2

M4; 4), M(——;—).

1), My (=
459 .
a)ﬁ; b)3; c) 0.

5
44
13
a)I(1:1),R=2; b)][—l-lj R=

9 b b 2’4 b

c)I(2;-3),R=4.

a) (x+2)2+(y-3)2=52 ;
b 2 2_4.
) (x+ D7 +(y—-2) =55

¢) (x—4)2 +(y-3)2=13.

a) x2+y2—6x+y—1:0;
b) x2+y2—4x—2y—2020.
(=D +(y-D>=1;
(x=5)2 +(y-52=25.

(x—4)2 +(y-4)2=16;

(-3 (58 -
x——=| +|y+=| =—.
3 3 9

a)l(2;-4),R=5;
b)3x—-4y+3=0;
c)4x+3y+29=0, 4x+3y—-21=0.



§3.

1. a)2a=10,2b=6;
F(-4;0), (4;0);
A(-5:;0), A(5;0);

Bl(O; —3), Bz(o; 3)

b)2a=1,2b= % ;
J5 J5
Fl(—?; 0), Fz(?; 0);

1 1
A(—— ;0 , A=;0),
1(2 ) 2(2 )

BO: =3) . By(0; ).
¢)2a=6,2b=4 ;
F(—/5:0), /K5;0);
A(=3:0), 4(3;0);
B;(0; =2), By(0; 2).

2 2 2 2

2. a4+l o1 b) 42—
16 9 25 16
2 2 2 2

3. a4l o1, [ R
25 9 4 1

4. 40—-20V3 =~ 5,36 (cm):;
80 +40~/3 ~ 149,28 (cm).
5. MF+MF, =R +R,.
ON TAP CHUONG III
1. AB:x+2y-7=0; AD:2x—y—-9 =0;
BC:2x—y+6=0.
2. (x+6)2+(y-5%=66.

3. Sx+3y+2=0.

4. a)0'(-2:2); b) ML—%; %) )

5. a) GL];EJ JH(13;0), T(-5;1);
3

b) TH =3TG :

o) (x+5)2+(y—1)2=85.

102

10.

21x+77y—-191=0;

99x - 27y + 121 =0.

(x-1D%2+(y—-2)%=36.

a) cos(AT,—A\Q) = L

T
(A1, Ay) = 48921°59” ;
b) (A1.A)=90°.

Aj(-4;0), Ay(4;0) ;
Bi(0;-3), By(0; 3);

R(—7:0), BET:0).
363 517 km ; 405 749 km.

ON TAP CUOI NAM

m= =t

| W

b) a=p.
a) 242 ;

b) N la hinh chi€u vuong géc cuia trong tam G

ctia tam gidc ABC lén d.
14 7’

a) AM = /28 cm, cos BAM = ——

221
b) R= fcm; c)\/ﬁcm;
d) 3\/§cm2.
a)y=0,y=7; b)x=-5.

AC :4x+5y—-20=0;
BC:x-y-3=0;
CH:3x-12y—-1=0.
(x=2)2 +(y+2)2=8;
(x+4)2 +(y—6)2 =18.
a) A|(=10; 0), A,(10; 0) ;
Bi(0;-6), By(0; 6);
F(=8;0), F,8;0) ;

36
b) —.
)5



B
Bang gia tri luong giac clia cac goc
dac biét
Biéu thlc toa d6 cua tich vd huéng

Binh phuong v6 huéng clia mot vecto

Cc
Cong thic Hé-rong

D
Dién tich tam giac

b
Do dai dai s6
Diéu kién dé ba diém thang hang
Diéu kién dé hai vecto ciing phuong
Dinh cla elip
Dinh li césin
Binh li sin
Do dai cla vecto
Budng conic

E
Elip (dudng elip)

G
Goc gitra hai vecto
Géc giira hai dudng thang
Géc toa do
Giai tam giac
Gia clia vecto
Gia tri luong giac cia mét goc

H
Hé truc toa d6
Hé sé goc clia dudng thang
Hiéu cla hai vecto
Hé thic luong trong tam giac
Hoanh d6

K

Khodng cach tir mét diém dén mot

dudng thang

Khoang cach giiia hai diém
M

Mat phang toa do

N
Ndra dudng tron don vi

BANG THUAT NGU

43
41

53

53

21
15
15
87
48
51

89

85

38
78
21
95

36

21
72
10
46
23

79
45

22

35

P

Phan tich (biéu thi) mét vecto theo hai

vectd khong cung phuong
Phuang trinh chinh tac cla elip
Phuang trinh dudng tron

Phuang trinh ti€p tuyén ctia dudng tron
Phuong trinh dudng thang theo doan chén
Phuong trinh téng quét cla dudng thang
Phuong trinh tham s6 cla dudng thang

7 2 Q
Quy tac ba diém
Quy tac hinh binh hanh

T
Tam doi xiing cla elip

Tiéu cu cla elip

Tiéu diém cla elip

Tich cla vectd véi mot s6

Tinh chat cla phép cdng cac vecto
Tich v6 huéng cla hai vectd

Toa d6 clia mot diém

Toa d6 cla vecto

Toa d0 cla trong tdm tam giac
Toa d6 trung diém clia doan thing
Téng cla hai vecto

Truc nho ¢ a elip

Truc déi xiing cla elip

Truc hoanh

TrucI6n c aelip

Truc toa d6

Truc tung

Tung dé

Vecto

Vecto don vi

Vectd bang nhau

Vectd cung huéng

Vectd cung phuong

Vecto chi phuong ¢ a dwdng thang
Vecto doi

Vectd - khéng

Vecto ngudc huéng

Vectd phap tuyén ¢ a dwédng thang
Vi tri tuong déi clia hai dudng thang

15
86
81
83
75
74
71

86
85
85
14

41
23
22
25
25

87
86
21
87
20
21

= N
()N NeNelé) N Ne)Ne)Rr 1

~N N
o Ww
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MUC LUC

Trang

Chuong |. VECTO 3
1. Cac dinh nghia 4
Cau hdi va bai tap 7
2. T6ng va hiéu clia hai vecto 8
Cau hdi va bai tap 12
3. Tich clia vecto véi mot s6 14
Cau hdi va bai tap 17
4. Hé truc toa do 20
Cau hdi va bai tap 26
On tap chuong | 27

I. Céu hdi va bai tap 27

II. Céu hdi trac nghiém 28
Chuongll.  TICH VO HUGNG CUA HAI VECTG VA UNG DUNG 34
1. Gia tri luong giac clia mot goc bat ki tir 0° dén 180° 35
Cau hai va bai tap 40

2. Tich v6 huéng cla hai vecto 41
Cau hai va bai tap 45

3. Cac hé thire luong trong tam giac va gidi tam giac 46
Cau hdi va bai tap 59
On tap chuong Il 62

I. Céu héi va bai tap 62

II. Céu hdi trac nghiém 63
Chuong . PHUGNG PHAP TOA PO TRONG MAT PHANG 69
1. Phuong trinh dudng thang 70
Cau hdi va bai tap 80

2. Phuaong trinh dudng tron 81
Cau hdi va bai tap 83

3. Phuang trinh dudng elip 84
Cau hai va bai tap 88
On tap chuong Il 93

I. Céu héi va bai tap 93

II. Céu hdi trac nghiém 94
On tap cuéi nam 08
Huéng dan va dap s6 100
Bang thuat ngr 103

104
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HUAN CHUGNG HO CHi MINH

SACH GIAO KHOA LGP 10

1. TOAN HOC 8. TIN HOC 10
e DAI SO 10 e HINH HOC 10 9, CONG NGHE 10
2, VAT LI 10 10. GIAO DUC CONG DAN 10
3. HOA HOC 10 11, GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 10
4, SINH HOC 10 12, NGOAI NGU
5. NG VAN 10 (tap moét, tap hai) e TIENGANH 10 o TIENG PHAP 10
6. LICH SU' 10 e TIENGNGA10 e TIENG TRUNG QUOC 10
7.DIALI 10

SACH GIAO KHOA LOP 10 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (PAI SO 10, HINH HOC 10)
o VAT Li 10 « HOA HOC 10 « SINH HOC 10
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van : e NGU VAN 10 (tap mét, tap hai)
o LICHSU 10 « DIALI 10
« NGOAI NGU (TIENG ANH 10, TIENG PHAP 10,
TIENG NGA 10, TIENG TRUNG QUGC 10)

md vach Q

Tem chéng gid Gid: ..........



