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HAM sO0 LUONG GHAC VA PHUONG TRINH LUONG GIAC

HAM SO LUONG GHAC vA
Chuong PHUONG TRINH LUONG GIAC

Nhiéu hién tugng tuan hoan don gian trong thuc té dugc mo
ta bdi nhiing ham s luong giac. Chuong nay cung cap nhiing
kién thuc co ban vé cac ham s6 lugng gidc va cach giai cac
phuong trinh lugng giac don gian.

Khi hoc chuong nay hoc sinh can chu y tinh chat tuan
hoan cla cac ham s6 lugng gidc va phuong phap st dung
duong tron luong giac dé tim nghiém clia cac phuong trinh
luong giac co ban. Ngoai ra, hoc sinh can rén luyén ki
nang bién doi luong giac va Ki nang giai cac dang phuong
trinh luong giac dugc quy dinh trong chuong trinh.




1.

CAC HAM SO LUONG GIAC

Cac ham s6 1 ong gidc th ong d oc dung dé mo ta nhiing hién t ong thay déi
mot céch tudn hoan hay gap trong thuc tién, khoa hoc va ki thuat. Trong bai
ndy, ta tim hiéu cdc ham s6 1 ¢ng gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.
Cach mséy=sinxv y=cosx

El Trén hinh 1.1, hdy chi ra céc doan théng c6

doé d i dai s6 bang sinx, bdng cos x. Tinh sing, M
! +
T |
cos| —— |, cos2m. X
4 . X
. 5 truc cosin |
a) Pinh nghia A 0 H JA

Quy tic dat t ong tng mdi s6
thuc x véi sin cua goc 1 ong

truc sin

gidc ¢6 s6 do radian bing x B’
d oc goi 1a h m so sin, ki hiéu -
la y=sinx. e

Quy tac dat t ong Gng moi s6 thuc x vdi cosin cua goc 1 ong
gidc 6 s6 do radian bang x d oc goi 1a h m s6 cosin, ki hiéu 1a
Yy = COSX.

Tap xac dinh cta cic ham s6 y =sinx, y = cosx 1a R. Do d6 cac ham s6 sin
va cosin d oc viét la
sin: R >R cos:R—->R
X sinx X COS X.
Nhdan xét

Ham s6 y = sinx 1a mot 4 m sd'le vi sin(—x) = —sinx v6i moi x thuoc R.
@ Tai sao c6 thé khang dinhh m s6y =cosx | méth m sé chén ?

b) Tinh chat tuan ho ncuaciach msé y =sinx v y =cosx
Ta da biét, v6i moi s6 nguyén k, s6 k21 thoa man

sin(x + k2m) = sinx v&i moi x.



Ng oc lai, ¢6 thé chitng minh ring s6 T sao cho
sin(x + T) = sinx v&i moi x
phai c6 dang T = k27, k 1a mot s6 nguyén.
R4 rang, trong cac s6 dang k27 (k € Z), s6 d ong nho nhat 1a 2.
Vay d6i véi ham s6 y = sinx, s6 T =2t 1a s6 d ong nho nhat thoa man
sin(x + T) = sinx v6i moi x.
Ham s0 y = cosx ciing c6 tinh chitt ong tu.
Ta n6i hai ham s6 d6 1a nhitng 2 m s6 tudn ho n vdi chu ki 2.
Tir tinh chét tuan hoan vé6i chu ki 27w, ta thady khi biét gid tri cac ham s6
y=sinx vay=cosx trén mot doan c6 do dai 2m (ching han doan [0 ; 2rt] hay
doan [—7 ; m]) thi ta tinh d ¢c gid tri cua chdng tai moi x. (Cit mdi khi bién s6
d ¢c cong thém 27 thi gid tri cha cdc ham s6 d6 lai trd vé nh ¢ ; diéu nay
giai thich tir "tuan hoan").
¢) Su bién thién v do thi ciah m so y = sinx
Do ham s6 y = sinx 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki 27t nén ta chi can khao sat
ham s6 d6 trén mot doan c6 do dai 2x, ching han trén doan [—r ; 7).
e Chiéu bién thién (xem céc hinh 1.2, 1.3, 1.4)
Cho x = (OA, OM) tang tu —nt dén m, tic la cho M chay trén d ong tron 1 gng
gidc theo chiéu d ong mot vong xudt phdt tir A’ va quan sit su thay déi cla
diém K (K 1a hinh chiéu ctia M trén truc sin, OK = sinx), ta thay :
: . U | TP . . . .
— Khi x tang tr —t dén ) thi diém M chay trén d ong tron 1 ong giic
theo chiéu d ong tir A’ dén B’ va diém K chay doc truc sin tit O dén B'. Do d6
OK, tuc la sinx, giam tr 0 dén —1 (h. 1.2).
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Hinh 1.2 Hinh 1.3



T
2
theo chiéu d ong tir B’ dén B va diém K chay doc truc sin tir B’ dén B. Do d6

OK, tiic 1 sinx, tang tir —1 dén 1 (h. 1.3).

— Khi x tang tr —= dén g thi diém M chay trénd ong tron 1 ong gidc

- Khi x tang tir - dén  thi diém M chay 5
Mo e
tréend ong tron 1 ong gidc theo chiéu y |y
I
d ong tir B dén A’ va diém K chay doc truc N
- A’ 0 A
sintr B dén O. Do d6 OK, tic la sinx,
giam tir 1 dén O (h. 1.4).
Vay ta c6 bang bién thién cua ham sO B’
y=sinx trén doan [-7 ; 7] nh sau: Hinh 14
T T
X —Tt —5 0 5 s

1
y:Sinx 0\ /70/ \O
-1

e Do thi

— Khi v& d6 thi cia hAim s6 y = sinx trén doan [-x ; ©t], ta nén dé ¥ ring :
Ham s6 y = sinx 1a mot ham s6 1é, do d6 d6 thi cia n6 nhan goc toa do
lam tdm do6i xding. Vi vay, dau tién ta v& do thi clia ham s6 y = sinxtrén
doan [0 ; rt].

Trén doan [0 ; ], d6 thi ciia ham s6 y = sinx (h. 1.5) di qua c4c diém c6 toa
do (x ; y) trong bang sau :

x o & F T m 2t 3m Smo
6 4 3 2 3 4 6
1
y=sinx | O 1 ﬁ N3 1 ﬁ ﬁ = 0
2 2 2 2 2 2
(=0,71) (=0,87) (=0,87) (=0,71)
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Phan do thi cia ham s6 y = sinx trén doan [0 ; 7] cing vGi hinh d6i xdng cua
né qua goc O lap thanh d6 thi cia ham s6 y = sinx trén doan [-7 ; 7] (h.1.6).
— Tinh tién phan d6 thi vira v&€ sang trai, sang phai nhitng doan c6 do dai 2,
4m, 6m,... thi d oc toan bo d6 thi ham s6 y = sinx. D6 thi d6 d oc goi 1a mot
d ong hinh sin (h. 1.6).

1y
' 1
STTNC x| T~ .
N ! x 2 ; x+2n /-
3n - b 0 T T P 13m 2n X
2 T < SR 2 > _ 12
e S e e
Hinh 1.6
Nhdn xét

1) Khi x thay déi, ham s6 y = sin x nhan moi gi4 tri thuoc doan [—1 ; 1]. Ta néi
tdp gid tri chia ham s6 y = sinx la doan [—-1 ; 1].

. . R e , T T Ny . .
2) Ham s6 y = sinx dong bién trén khoang (—5 ; 5] Tur do, do tinh chat
tudn hoan v6i chu ki 2n, ham s6 y=sinx dong bién trén mdi khoang

T Y
(—§+k2n,§+k2n], ke Z.

Bl Héi khdng dinh sau day co ding khong ? Vi sao ?
H m s6 y=sinx nghich bién trén khodng (g ; 3775] v nghich bién trén mébi khoang

e 3n
(E+k2n ,7+k2n} k eZ.



d) Su bién thién v do thiciah msé y = cosx
Ta c6 thé tién hanh khdo sét su bién thién va v& do thi cia ham s6 y = cos x
t ong tunh dalam doi v6i ham s6 y = sinx trén day. Tuy nhién, ta nhan thay

. T £ . A LA . . ca A s s . .
cosx = sin (x + 5] v6i moi x, nén bang céch tinh ti€n do6 thi ham s6 y = sinx

T
2
d oc goilamotd ong hinh sin) (h. 1.7).

sang trdi mot doan ¢6 do dai —, ta d oc d6 thi ham s6 y = cosx (nd ciing

Hinh 1.7

Can ctt vao do thi ctia ham s6 y = cosx, ta 1ap d oc bang bién thién cua
ham s6 d6 trén doan [-7 ; 7] :

X ‘—n 0 i

y=cCosx / \

-1 -1

Hay kiém nghiém lai bang bién thién trén bing céch quan sat chuyén dong
cua diém H trén truc césin, trong d6 H 1a hinh chiéu cta diém M trén truc césin, khi
diém M chay trén @ dng tron | gng giac theo chiéu d ong mét vong xuét phat tor
diém A’ (h. 1.8).

B
Nhdn xét
1) Khi x thay déi, ham s6 y = cosx nhan
moi gid tri thudc doan [-1 ; 1]. Ta néi tdp H o

T NN . N ’ A
gid tri cuia ham s6 y = cos x la doan [-1 ; 1]. A | L
|

2) Do ham s6 y = cosx 1a ham s6 chan nén !
do thi ctia ham s6 y = cos x nhan truc tung M =

BI

lam truc d6i xing.



3) Ham s0 y = cosx dong bién trén khoang (—n ; 0). Tur d6 do tinh chat
tudn hoan véi chu ki 2w, ham s6 y = cosx dong bién trén mdi khoang
(—m+ k2n ; k2n), k € Z.

EI Héi khang dinh sau day co ding khéng ? Vi sao ?

H m s6 y = cosx nghich bién trén khodng (0 ; ®) v nghich bién trén mébi khodng
(K27 ; m+ k2n), k € Z.

GHI NHO
Ham s y = sinx Ham s6 y = cosx
— Cotap xdc dinh 1a R —Cotapxdcdinh la R ;
—-Cotapgiatrila[-1;1]; —Cotapgiatrila[-1;1];
—Lahamso1é; —La ham s6 chan ;

— La ham s6 tuan hoan véi chu | — LA ham s6 tuan hoan vé6i chu

ki2m; ki2n ;
— Dong bién trén moéi khodng | — Péng bién trén mdi khoang
(—g +k2m ;g + k2nj (= + k275 k27)

3 va nghich bién trén méi khoang
va nghich bién trén moi khoang

T 3n
(§+k2n,7+k2nj,kez,

K2n;n+k2n), ke Z;

—C6 do thilamotd ong hinh sin. | —C6 d6 thi lamot d ong hinh sin.

Cach msoy=tanxv y=cotx
a) Dinh nghia
e V6i moi s thuc x ma cosx # 0, tic 1a x # g + knt (k € Z), ta xac dinh d oc

sin x

sO thuc tan x =
cos x

. Pt D, :R\{g + knlk € Z}.

. . x: x e sin x
Quy tic dat t ong dng mdi s6 x € 9D, véi s6 thuc tan x =

COS X
d gc goilah m so tang, ki hiéu 1a y = tan x.
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Vay ham s6 y =tanx cé tap xdc dinh
; truc cotang  |B S
D, ; ta viét
%
MxAT
tan: 9, > R /
X
’ 0 A
X tanx. A
e Vi mdi s6 thuc x ma sinx # 0, tic 1a o
. ’ B’ S
x # km (k € Z), ta x4c dinh d oc so thuc <
COS X
cotx = ——. PatDy =R\ { kn|k € Z}. Hinh 1.9
sin x
: . A P COS X
Quy tac dat t ong tng mbi s6 x € D, véi s6 thuc cot x = o

d oc goilah m sé cotang, ki hiéu 1a y = cot x.
Vay ham s6 y = cotx c6 tap xdc dinh 12 9, ; ta viét
cot: D, >R

X cotx.

Trén hinh 1.9 ta c6 (OA, OM) = x, tanx = ﬁ, cotx = BS.
Nhdn xét
1) Him s6 y = tanx 1a mot & m s6' ¢ vi néu x € D, thi —x € D, va
tan(—x) = —tanx.
2) Ham s6 y = cotx ciing 1a mot h m 56 1é vi néu x € 9D, thi —x € D, va
cot(—x) = —cotx.
b) Tinh chat tuan ho n
C6 thé chiing minh ring 7T = 7 1a s6 d ong nho nhat thoa man

tan(x + 7') = tanx v6i moi x € 9,
vaT = cling 1a s6 d ong nho nhat thoa man

cot(x +T) = cotx v6i moix € 9D,.

Ta néi cdc ham s6 y = tanx va y = cotx lanhiing 4 m so tudn ho nvéi chu ki .



¢) Su bién thién v do thiciah mso y = tanx

Do tinh chat tuan hoan véi chu ki 7 cia ham s6 y = tanx, ta chi can khao sat
T T
EJ < 9, roi tinh tién

phan d6 thi vira v& sang trdi, sang phai cic doan c6 do dai m, 2w, 3m,... thi
d oc toan bo d6 thi cia ham s6 y = tanx.

e Chiéu bién thién (h. 1.10) :

g A N ~ N . 9 P A 2 TE
su bién thién va v€ do thi cua nd trén khoang (_5 ;

‘ 1
Khi cho x = (OA, OM) tang tit —g dén g 2
(khong ké —g va g) thi diém M chay trén
d ong tron 1 ong gidc theo chiéu d ong A O\~ 4
tr B’ dén B (khong ké B’ va B). Khi do A
diém T thuoc truc tang Ar sao cho 1 N\t
AT = tanx chay doc theo Atz suét tr d 6i 5 T
1én trén, nén tanx tdng tir —o dén 4+ (qua
gid tri 0 khi x =0). Hinh 1.10

Tai sao co thé khdng dinh h m s6 y = tanx déng bién trén mdi khodng

(—%+kn;g+kn],keZ?

e Do thi : DO thi cua ham s6 y = tanx ¢6 dang nh & hinh 1.11.

y
- T
_3n _r 0 T 3n| x
2 2 2 2
Hinh 1.11

11
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Nhdn xét
1) Khi x thay d6i, ham s6 y = tanx nhan moi gid tri thuc. Ta néi tdp gid tri

ciahamso y = tanx 1aR.

2) Vi ham s6 y = tanx 1a ham s6 1é nén d6 thi ctia n6 nhan goc toa do lam tam
doi xing.
T

2+l<7r (k€ Z).V6imbi k € Z,

3) Ham s6 y = tan x khong xac dinh tai x =

d ong thang vuong géc vé6i truc hoanh, di qua diém (g + km ; 0) goi la mot

d ong tiém cdn cta do thi ham s6 y = tanx. (Tu "tiém can" c6 nghia la ngay
T
2
ham s6 y = tan x nhim dién ta tinh chat : di€ém M trén d6 thi c6 hoanh do cang

cang gan. Ching han néi d ong thang x = = 1A mot d Ong tiém can ctia d6 thi
T
2
d) Su bién thién v dé thiciah msoy = cotx

gan — thi M cang gin d ong thang x = g).

Ham s6 y = cotx xdc dinh trén 9, = R\ {kn | k € Z} 1a mot ham s6 tudn hoan
v6i chu ki m. Ta c6 thé khdo sat su bién thién va v& d6 thi clia n6 t ong tu nh
da lam d6i v6i ham s6 y = tan x.

D6 thi clia ham s6 y = cotx c¢6 dang nh  hinh 1.12. N6 nhan méi d ong thing

vuong goc véi truc hoanh, di qua diém (kr ; 0), k € Z lam motd ong tiém can.

y
- 0 T n 3 2n x
2 2 2
Hinh 1.12



GHI NHO

Ham s6 y = tanx

Ham s6 y = cot x

- C6 tap xéc dinh 1a

£D]=R\{g+kn|keZ} :
-CotapgiatrilaR;
-Lahamso1é;

-Laham s6 tuan hoan véichu kit ;
- Dong bién trén modi khoang

i i
[—E+kn,§+knj,kez ;

- C6 dé thi nhan mdi d ong
thing x= L + kn (ke Z) 1am

2
mot d ong tiém can.

- C6 tap x4c dinh la

D, =R\{kn |k e Z};
-CotapgiatrilaR;
-Lahamso1é;

- LA ham s6 tuAn hoan véi chukin ;
- Nghich bién trén mdi khoang
kn;m+kn), ke Z;

- C6 d6 thi nhan mo6i d ong
thang x = kn (k € Z) 1am mot

d ong tiém can.

3. Vé khai niém h m s6 tuan ho n

C4c ham s6 y = sinx, y = cos x 1a nhitng ham s6 tuan hoan véi chu ki 27 ; cac

ham s6 y =tanx, y = cotx 1a nhitng ham s6 tuan hoan véi chu ki .

Mot céach tong quat :

Vi du. Cic ham s6 y = 2sin 2x (d6
thi & hinh 1.13), ham s6 y = sin %

(d6 thi & hinh 1.14), va ham s6 c6
d6 thi & hinh 1.15 1a nhitng ham s6
tuan hoan.

Ham s6 y = fix) xdc dinh trén tap hop 9D d oc goi 1a h m so
tuan ho n néu c6 s6 T # 0 sao cho v6i moi x € D ta cd
x+T eD,x-TeDvafix+T)=fx).

Néu c6 s6 T d ong nho nhat thoa man céc di€u kién trén thi ham
s6 d6 d ¢c goilamot h m s6 tuan ho n véi chu ki 7.

y

21
FANATL
2 2
= [9) Tt X
\

+—2

Hinh 1.13

W
[SIE]

13
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Hinh 1.14 Hinh 1.15
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Cauhoiv b i laﬂ

1. Tim tap xdc dinh cia mbi h m s6 sau :

14

a)y=4/3 —sinx ; b)y=1_,ﬂ;

/l—sinx T
C)y— m, d)y—tan(2x+§j.

Xét tinh chidn - 1é cta mdi h m so sau :

a)y=-2sinx ; b) y=3sinx —2;
C)y=sinx —Ccosx ; d)y=sinxcos2x+tanx.

Tim gi4 tri 16n nhdt v gid tri nho nhat cia méi h m s6 sau :

a)y=2cos[x+gj+3; b) y= 1 —sin(x?) -1 ;

c)y= 4sin~/x.

Cho cac h m s6 fix) = sinx, g(x) = cosx, h(x) = tanx v cac khoang
3n T T 3ln 33m 4521 601mw
e (w3 o (o (B e (55

Hoi h ms6n o trong bah m s6 d6 dong bién trén khoang J; ? Trén khoang J, ?

Trén khoang J5 ? Trén khoang J, ? (Tra 16i bang cédch lap bang).
Trong cdc khéng dinh sau, khang dinh n o ding ? Khang dinh n o sai ? Giai
thich vi sao.

a) Trén mdi khoang m h m s6 y = sinx dong bién thi h m s6 y = cosx
nghich bién.



b) Trén mo6i khoang m h m s6 y = sin’x déng bién thi h m s6 y= cos’x

nghich bién.
6. Choh msdy= flx) =2sin2x.

a) Chiing minh rang vé6i s6 nguyén & tuy ¥, luon cé fix + kn) = fx) véi moi x.

b) Lap bang bién thién cia h m s6 y = 2sin 2x trén doan [— g ; g} .

c) V& do thi ciah m s6 y = 2sin 2x.

Bai doc thém

DAO DONG DIEU HO

Nhiéu hién t ong tu nhién thay ddi cé tinh chat tudn hoan (lap di 1ap lai sau khoang
thdi gian xac dinh) nh
— Chuyén dong cla cac hanh tinh trong hé mat trai,
— Chuyén dong clia guéng n 6c quay,
— Chuyén dong ctia qué lc déng ho,
— Su bién thién clia ¢ dng d6 dong dién xoay chiéu,...
Hién t ong tuadn hoan don gian nhat 1a dao dong diéu hoa & dc mé ta bdi ham sé
y =Asin(awx + @) + B,
trong d6 A, B, @ va «ala nhiing hang s6 ; A va w khéac 0. D6 1a ham s6 tuan hoan vdi
2n

chu ki — ; |A| goi la bién d6. D6 thi clia né la mét & dng hinh sin ¢ d dc tir d thi

|ool
clia ham s6 y = Asinax bang cach tinh tién thich hop (theo vecto —%i roi theo
vectd Bj , tic la tinh tién theo vecto —%i + Bj ).

Vi du. M6t gudng n ¢ c6 ban kinh 2,5m, c6 truc quay 8 cach mat n 6¢c 2m, quay
déu mbi phat mét vong (h. 1.16). Goi y (mét) la "khodng cach" tr mat n 6c dén moét
chiéc gau clia gudng n &c & thoi diém x (phat) (quy 6c rang y > 0 khi gau & bén

15
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S 2 a2 i & A SRS
trén mat n 6c va y < 0 khi gau d d 6i n &c). Biét rang sau khi khdi dong ) phut thi

chiéc gau d6 & dinh cao nhét clia gudng n &c. T cac diéu d6 ta suy ra

y=2+25 sin{Zn(x - %ﬂ .

D6 thi cGa ham s6 nay cé dang nh & hinh 1.17.

O o5\ 15Y 253

-0,5
Hinh 1.16 Hinh 1.17
Luyen tap
Xét tinh chidn - 1é ctamdi h m so sau :

T )
a)y=cos(x—zj ; b)y=tan‘x ; c) y =tanx — sin2x.
Cho cich m sO sau :
a)y= —sin’x ; b)y= 3tan’x + 1 ;

) ) 3
C) y=sinxcosx ; d) y=sinxcosx + 7c052x.

Chiing minh rang méi h m s6 y = f{x) d6 déu c6 tinh chat :

fix + kmt) = fix) v6i k € Z, x thudc tap xac dinh ciah m s6 f.



10.

11.

12.

13.

Cho ham s6 y = f{x) = Asin(ax + a) (A, ® va «a 1a nhitng hiang s6 ; A va
khdc 0). Chitng minh rdng v6i mdi s6 nguyén k, ta ¢ f (x + k%) = fix)
véi moi x.

Chitng minh ring moi giao diém clia d ong thang xdc dinh béi ph ong trinh
y= % vGi do thi cia ham s6 y = sinx déu cach goc toa do mot khoang nho

ho'n\/ﬁ.

Tir d6 thi cia ham s6 y = sinx, hay suy ra d6 thi cia cac ham s6 sau va vé do
thi cua cac ham s6 do6 :

; ¢) y = sin|xl.

a)y=-sinx ; b)y= |sinx
a) T d6 thi ham s6 y = cosx, hdy suy ra do thi ctia cdc ham s6 sau va vé
d6 thi clia cdc ham s6 d6 :
T
y=cosx +2; y=cos| x— |
b) Hoi m6i ham s6 d6 ¢6 phai 1a ham s6 tuan hoan khong ?

Xét ham s0 y = f{x) = cos % .

a) Chiing minh rang v6i moi s6 nguyén &, fix + k4n) = fix) v6i moi x.

b) Lap bang bién thién cua ham s6 y = cos % trén doan [-27 ; 27).

o 2R 1 2 L1 A, N X N A 1A N
¢) V€ do thi cua cdc ham s6 y = cosx va y = cos > trong cung mot hé toa do
vuong goc Oxy.

d) Trong mat phang toa do Oxy, xét phép bién hinh F bién méi diém (x ; y)
thanh di€ém (x' ; y') sao cho x' = 2x vd y' = y. Ching minh ring F bién dé thi

2 ~ ~ N A . 2 N N X
cua ham s0 y = cosx thanh do thi ctaham s6y = cos -

17
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AM THANH

Am thanh d dc tao nén bdi su thay d6i 4p suat clia méi tr dng vat chat (chat khi,
chét 18ng, chat rAn) mét cach tuan hoan theo thdi gian (dao déng tuan hoan) va d oc
lan truyén trong maéi tr dng dé (séng am thanh).

Néu dao déng tuan hoan ay cé chu ki T (do bang don vi thdi gian la giay) thi T goi

la tan sé cla dao dong (tlic 1a sé chu ki trong mét gidy) ; don vi cla tan sé la Héc
(Hertz) viét tat 1 Hz. Am thanh tai ng 6i nghe d dc 1& dao dong c6 tan sé trong
khoang tir 17-20 Hz dén 20 000 Hz. Dao déng cé tan s6 cao hon 20 000 Hz & dc goi
la siéu am.

Trong am nhac (nghé thuat phéi hop cac am thanh) ng i ta th dng dung nhimng nét
nhac dé ghi nhitlng am c6 tan s6 xac dinh. Tan s& dao dong cang 16n thi am cang
cao. Khi tang tan s6 mét am 1én gdp déi thi ta ndi cao dd clia am d6 d dc tang thém
mot quang tdm. Ng di ta th dng chia quang tam d6 thanh 12 quang bang nhau, méi
quang goi lIa mot ban cung dé do chénh léch cao dd gilta cac am (xem Sach giao
khoa "Am nhac va mi thuat" I6p 7). V6i hai am cach nhau mét ban cung, ti s6 cac tan

s6 clia ching bang '3/2 ; véi hai am cach nhau mét cung (tdc 1a hai ban cung), ti s&
céac tan s6 cla ching bang (]3/5)2 =0 khuéng nhac d 6i day cé ghi cac nét

nhac clia moét "am giai" (quang tam) cung khoang cach cao doé gilta hai &m Ung Vi
hai nét k& nhau. Am /a clia &m giai d6 c6 tan s6 440 Hz (do d6, chdng han am si ké

d6 c6 tan s6 44092 Hz).

o) do ré mi fa sol lla s‘i dlf)

7 | | | |

{es f } : il = = .

\J .“_ . P . , :!
\/m bén cung 1 cung 1 cung 1cung 1 Dbéncung

Trong 4m nhac, ngoai cac am riéng & con cb hogp am
(két hgp cac am thanh). Nha toan hoc Phap Phu-ri-é
(Fourier) da chiing minh rang mét ham sé tuan hoan véi
chu ki T c6 thé phan tich thanh "téng" cia mét héng sé
véi nhitng ham s6 tuan hoan c6 dé thi la nhiing d dng

hinh sin véi chu ki % (n 1a s6 nguyén d ong). Diéu

d6 gitp ta hiéu sau hon vé hdp am, hoa am, am boi va
am sac.

Joseph Fourier
(1768 - 1830)



PHUGNG TRINH LUGNG GIAC CG BAN

Ta xét bai todn sau :

Mot vé tinh nhdn tao bay quanh Trdi
Ddt theo mot quy dao hinh elip
(h. 1.18). Bo cao h (tinh bang kilomet)
cia vé tinh so voi bé mdt Trdi Ddt
d oc xdc dinh boi cong thiic

Hinh 1.18

T
h =550 + 450 cos —¢
+ cos <51

trong dé t la thoi gian tinh bdng phiit ké tir liic vé tinh bay vao quy dao. Ng oi
ta cdan thuc hién mot thi nghiém khoa hoc khi vé tinh cdch mdt ddt 250km.
Hay tim cdc thoi diém dé cé thé thuc hién thi nghiém dé.

Bai todn nay dan dén viéc giai ph ong trinh

T T 2
550 + 450 cos%t =250, hay cos%t =-3"
Néu dat x = %t thi ph ong trinh trén c¢6 dang cosx = — % .

Trén thuc t€, c6 nhiéu bai toan din dén viéc giai cdc ph ong trinh ¢c6 mot
trong cic dang

sinx =m, cosx =m, tanx =mva cotx =m,

trong d6 x 12 4n s6 (x € R) va m 12 mot s6 cho tr be.
Do 1a cic ph ong trinh 1 ong giac co ban.

1. Ph ong trinh sinx = m

a) Dé 1am vi du, ta xét mot ph ong trinh cu thé, chang han

1
sinx =—- 1
> (D
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EI Tim mét nghiém cla ph ong trinh (1).

Dé tim tat ca cdc nghiém ctia (1), ta c6 thé

lam nh sau: B
Xét d ong tron 1 ong gidc goc A. 1Tren truc M, g M,
sin, ta 1ay di€ém K sao cho OK = —.D ong I

2 A 0] A

thang qua K vd vuong géc véi truc sin cat

d ong tron 1 ong gidc tai hai diém M, va M, ;

S\ truc sin

hai diém nay d6i xing v6i nhau qua truc sin
(h. 1.19). Tacé

L 1 Hinh 1.19
Sin(OA, OMy) = sin(OA, OMy) = OK = -

Dé thay, s6 do (radian) ctia cac goc 1 gng gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) la tat ca

cdc nghiém ctia (1). LAy mot nghiém tuy ¥ ctia (1), chang han x = g Khi d6
cac goc (OA, OM,) c6 s6 do % + k2n ; cic géc (OA, OM,) c6 s6 do

n—%+k2n (k € 7). Vay

sinx:% & x=%+k2n hoac x:n—g+k2n (k € 7).

St dung ki hiéu "[" thay cho tir "hodc", ta c6 thé viét lai két qua trén nh  sau :

1 x=g+k2n’

x=n—%+k2n

sinx =

b) Gia su m 1a mot s6 da cho. Xét ph ong trinh
sinx = m. )
Hién nhién ph ong trinh (I) x4c dinh véi moi x € R.
Ta da biét, |sinx | < 1 v6i moi x. Do d6 ph ong trinh (I) vo nghiém khi |m] > 1.

Mait khéc, khi x thay déi, sinx nhan moi gid tri tir —1 dén 1 nén ph ong trinh (I)
luon ¢6 nghiém khi |m| < 1.



Lamt ong tunh do6i v6i ph ong trinh (1), ta cé

Néu «a 1a mot nghiém cua ph ong trinh (I), nghia 1a sina = m thi
xX=a+k2n

sinx =m < (k € 7). (Ia)
X=T—oa+k2n

Ta néi rang x = @ + k2n vax = — a + k21 1a hai ho nghiém clha ph ong
trinh (I).

K& tir day, dé cho gon ta quy Gc rang néu trong mot biéu thic nghiém cla
ph ong trinh I ong gidc c6 chita k ma khong giai thich gi thém thi ta hiéu

rang k nhan moi gi4 tri thuoc Z. Chang han, x = a + k27 c6 nghia 1a x 14y moi
gid tri thuoc tap hop

{a, ax2n, at4n, 67, ...}.
Vi du 1. Giai cdc ph ong trinh sau :

. V3 . 2
1) smx——T, 2) smx—§~
Gidi
() N3
1) Do sm(—g]——T nén
x:—E+k2n
. 3 . . ( n) 3
Sinx =——— < sinx =sin| —— | &
2 3 i
X=n—|—-=|+k2n
3
x:—g+k2n,
<~ 4
xz?n+k2n.
2 A z ~ R . 2 e
2) Vi §<1nencoso adesma=§.Dodo
) 2 . . x=a+ k2m,
Sinx = — < sinx =sina <
3 xX=n-a+k2n

21



@ Gigi ph ong trinh sin x = g

Trong mat phang toa do, néu vé& dé thi (G) clia hdim s6 y = sinx va d ong
thang (d) : y = m thi hoanh do méi giao diém cta (d) va (G) (néu cd) 1a mot

nghiém cta ph ong trinh sinx = m.

Trén d6 thi ham s6 y = sinx (h.1.20), hdy chi ra cac diém co hoanh do trong

rd \ a 2 \ . 2
khoang (0 ; 5m) la nghiém cta ph ong trinh sinx = g

P P
\ 9/ \n —t :275'/5 | 5\375: | :47-[-/% = \'5<
p—d 1 7 F+om 3Lion . san 3y an

Hinh 1.20

CHUY
1) Khim € {0; £1}, cong thiic (Ia) c6 thé viet gon nh sau :

sinx =1 @x:g+k2n,

siny =-1 < x = —g + k2,

sinx =0 < x=kmn.
2) D& thdy ring v6i m cho tr 6c ma |m| <1, ph ong trinh
sinx = m c6 ding mot nghiém nam trong doan [—g ; g} Ng oi
ta th ong ki hiéu nghiém do6 1a arcsinm (doc la ac-sin m). Khi d6
x = arcsinm + k2,

sinx =m < )
X =1 — arcsinm + k2.

Vay & vidu 1 cau 2) c6 thé viet

.2
5 X = arcsmg + k2,
sinx = 3 &

2
X=T— arcsin§ + k2.

22



2.

3) Tir (Ta) ta thdy rang : Néu « va 12 hai s6 thuc thi sin 8 = sina
khi va chi khi c6 s6 nguyén k dé S =a+k2n hoic

p=n—-a+k2n,keZ.

Vi du 2. Tim s6 x thoa man ph ong trinh sin(2x — g) = sin (g + xj .

Gidi

2x-— =L iyt

. T N 5 5
sin 2x—§ = sin §+x = - x
2x——=n—(—+xj+k2n

5 5
2n
x=2—n+k2n x=?+k2n
= 5 = 5
3x =n+k2n T cr.
TT3Ts
A e s 2n R T 2n
Vay cac so x can tim la x :?+k2n va x :§+k?,ke Z.
Giai ph ong trinh sin2x = sinx.
Ph ong trinh cosx = m
Xét ph ong trinh
cosx =m, (II)

trong d6 m 12 mot sd cho tr Ge. Hién nhién ph ong trinh (II) x4c dinh v6i moi

x € R. Dé thdy rang :

B O]

Khi | m | > 1, ph ong trinh (IT) v6 nghiém. j/
Khi | m | < 1, ph ong trinh (I) luon c6 M
nghiém. DE tim tit ca cic nghiém cha (II), truc cosin m

, — A’ 0 H||A
trén truc cosin ta 1y diém H sao cho OH = m. M,
Goi (/)12 d ong thang di qua H va vuong goc
véi truc cosin (h. 1.21). B

Hinh 1.21
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Do |m| <1 nén d ong thing (1) cit d ong tron 1 ong gidc tai hai diém M,

va M,. Hai diém ndy d6i xiing v6i nhau qua truc cosin (chiing tring nhau néu
m= %1). Ta thay s6 do cla cdc goc | ong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,)
la tdt cad cac nghiém cua (II). Néu o« 1a s6 do clia mot goc trong ching,
ndi cach khac, néu o 1a mot nghiém cta (II) thi cac goc d6 cb cac s6 do la
a+ k2n va —a + k2n. Vay ta co

Néu « 1a mot nghiém cua ph ong trinh (II), nghia 1a cosa = m thi

x=oa+k2m,
cosx =m & (ITa)
X =—-a+ k2m.

El Gidi ph ong trinh sau : cosx = — g

CHU Y

1) Piac biét, khi m € {0 ; 1}, cong thiic (Ila) c6 thé viét gon
nh sau

cosx =1 < x=k2mx,

cosx =—-1 & x=n+i2nx,

T
cosx =0 < x=5+kn.

2) Dé thdy rang v6i moi s6 m cho tr 6c ma | m | < 1, ph ong trinh
cosx = m c6 ding mot nghiém nam trong doan [0 ; ]. Ng 0i ta

th ong ki hiéu nghiém do6 1a arccos m (doc 1a ac-cosin m). Khi dé

X = arccosm + k2,
CoOsSXx =m &
X = —arccosm + k2.

ma ciling th ong d oc viét1a x =+ arccosm + k2.

3) Tur (ITa) ta thay rang : Néu « va £1a hai s6 thuc thi cos f = cosa
khi va chi khi ¢6 s6 nguyén k dé B = a + k2n hoic B = —a + k2=,
ke Z.



Hay gidi ph ong trinh cos(2x +1) = cos(2x — 1) .

3. Ph ong trinh tanx = m

Cho m 1a mot s6 tuy y. Xét ph ong trinh
tanx = m. (I11)

Diéu kién xdc dinh (DKXD) cua ph ong

trinh (IIT) 1a cos x # 0. sl
. ) .. ) + MAT

Ta da biét, khi x thay doi, tanx nhan moi /

gia tri tir —o dén +o. Do d6 ph ong trinh

(III) luoén c6 nghiém. DE tim tat ca cdc

m

nghiém cua (III), trén truc tang, ta lay A’ 0 A
diém T sao cho AT =m. D ong thang OT M) /g
cat d ong tron 1 gng gidc tai hai diém M, 5 g
va M, (h. 1.22). Ta c6 Hinh 122

tan(OA, OM,) = tan(OA, OM,) = AT =m.

Goi s6 do cua mot trong cic goc 1 ong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) la a;
ndi cach khac, o 1a mot nghiém nao dé ctia ph ong trinh (III). Khi d6, cac
goc 1 ogng giac (OA, OM,) va (OA, OM,) c6 céac s6 do 1a o + kr. D6 1a tat ca
c4dc nghiém cta ph ong trinh (III) (hién nhién chiing thod mian DKXD
cua (IIT)). Vay ta co

Neéu «1a mot nghiém cua ph ong trinh (III), nghia la tana = m thi

tanx =m < x= a+ km. (IIIa)

Vi du 3. Giai cac ph ong trinh sau :

X
1) tanx =—1; 2) tang =3.
Gidi

1) Vi—-1= tan[—%j nén

T
tanx = -1 < x=—Z + k.

25
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2) Goi ala mot s6 ma tana = 3. Khi d6

tan§:3<:> §:a+kn<:>x:3a+k3n.

(C6 thé tim d gc mot s6 « thod man tana = 3 bang cdch tra bang s6 hoidc
diing mdy tinh bo tii. Cu thé 1a o~ 1,249).

CHUY
1) Dé thdy rang v6i moi s6 m cho tr Gc, ph ong trinh tanx = m c6
ding mot nghiém nam trong khoang [—g ; gj Ng oitath ong ki
hiéu nghiém do6 la arctan m (doc 1a dc-tang m). Khi d6

tanx =m & x = arctanm + k.
2) Tur (Il1a) ta thay rang : Néu o« va S1a hai s6 thuc ma tane, tanf

xdc dinh thi tanfB = tana khi va chi khi c6 s6 nguyén k dé
f=oa+kn.

Giai ph ong trinh tan2x = tan x.

Ph ong trinh cotx =m
Cho m 1a mot s6 tuy y, xét ph ong trinh
cotx =m. Iv)

DKXD cta ph ong trinh (IV) la sinx # 0. T ong tw nh d6i v6i ph ong trinh
tanx = m, ta co

Néu « la mot nghiém cua ph ong trinh (IV), nghia 1a cota = m thi

cotx =m < x=a+km. (IVa)

Vi du 4. Giai cac ph ong trinh sau :

1) cotx =—% ; 2)cot3x=1.

Gidi

1) Goi o 1a mot s6 ma cota = —%, ttic 12 tana = —3 (chang han, bing bang s6
hoac may tinh bo tui, ta tim d gc a = —1,249). Khi d6

1
cotx :—§ < x=a+ k.



2)cot3x=1< c0t3x=cot% & 3x= % +kn © x= % +k§.
CHUY
Dé thdy rang v6i moi s6 m cho tr Gc, ph ong trinh cotx = m c6
ding mot nghiém nam trong khoang (0 ; m). Ng 0i ta th ong ki
hiéu nghiém do6 1a arccotm (doc la ac-cotang m) Khi d6

cotx =m < x= arccotm + k.

Gidi ph ong trinh cot(zx 6“} - tan%-

5. Motso diéucanl uy

1) Khi da cho s6 m, ta c6 thé tinh d oc céc gia tri arcsinm , arccos m (véi |m |< 1),

arctanm bang mdy tinh bod tii v6i cdc phim sin™', cos”! va tan”! (xem

b idoc thém trang 30).

2) arcsinm , arccosm (v6i | m | < 1), arctanm va arccotm c6 gid tri la nhitng

¢ . . N 2 T N . .
sO thuc. Do do ta viét, chang han arctanl = 7 ma khong viét arctanl = 45°,

3) Khi xét cdc ph ong trinh 1 ong gidc ta da coi 4n s6 x 1a s6 do radian ctua
cac goc 1 ong giac. Trén thuc t€, ta con gap nhiing bai todn yéu cau tim s6 do
do chia cac goc (cung) 1 ong giac sao cho sin (cosin, tang hoac cotang) cua

chiing bing s6 m cho tr 6c chang han sin(x + 20°) = g - Khi giai céac
ph ong trinh nay (ma lam dung ngon ngt, ta van goi 1a giai cac ph ong trinh
1 ong gidc), ta c6 thé dp dung cdc cong thic néu trén va 1 u y sir dung ki hiéu
s6 do do trong "cong thiic nghiém" cho thong nhat, ching han viét x = 30° + k360°
chit khong viét x = 30° + k2.

Tuy nhién, ta quy G&c rang néu khong c6 giai thich gi thém hoac trong
ph ong trinh 1 ong gidc khong st dung don vi do goc 1a do thi mac nhién 4n
s0 la s6 do radian cua goc 1 gng giac.

B3

Vi du 5. Gidi ph ong trinh sin(x + 20°) = -5

27
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15.

16.
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Gidi
V3

Vi = sin60° nén
sin(x + 20°) = g < sin(x + 20°) = sin60°

x+20°=60°+k360° - x = 40° + k360°
x+20°=180°-60° +k360° x =100° + k360°

Giai cac ph ong trinh sau :
V2

1) cos(3x —15% = s 2) tan 5x = tan 25°.

Cauhdiv b itap

Giai cac ph ong trinh sau :

. . T . [x+m 1

a) sin4dx = smg ; b) s1n( s ] ==
X T 2

c) cosE —cos\/i ; d) cos(x + Ej =3

a) V& do thi cha ham s6 y = sinx réi chi ra trén dé thi d6 cdc diém c6 hoanh

do thuoc khoang (- ; 47) 1a nghiém clia moi ph ong trinh sau

1) sinx = —g ; 2)sinx =1

b) Ciing cau hoi t ong tu cho ham s6 y = cosx do6i v6i mdi ph ong trinh sau

1) cosx = % ; 2)cosx =—1.

Tim nghiém cta cac ph ong trinh sau trong khoang da cho

) 1 )
a) sm2x:—§ vol O<x<m;

b) cos(x — 5) = 73 VOl —T<x<T.



17. S6 git ¢6 4nh sdng mat trdi clia mot thanh phd A & vi do 40° bac trong ngay
tha ¢ cia mot nam khong nhuan d oc cho bdi ham s6
n

dit)=3 sm{182

(z—so)} +12 v6i 1€ Zva0<1<365.

a) Thanh pho A c6 diing 12 gid ¢6 dnh sdng mat troi vao ngay nao trong nam ?
b) Vao ngay nao trong nam thi thanh pho A ¢6 it gio c6 dnh sdng mat troi nhat ?

¢) Vao ngay nao trong nam thi thanh phé A ¢6 nhiéu gid c¢6 d4nh sdng mat
troi nhat ?

18. Giai cac ph ong trinh sau

a) tan 3x = tan%E : b) tan(x — 15°)=5;
c)tan(2x — 1) = «/5 ; d) cot2x = cot(— %) ;
e)cot(%+20°j =3 ; ﬂcot3x:tan2?n-

19. a) V& d6 thi clia ham s6 y = tan x rdi chi ra trén d6 thi d6 cic diém c6 hoanh
do thuoc khoang (—m ; 7) 1a nghiém ctia méi ph ong trinh sau
1) tanx =-1; 2)tanx =0

b) Ciling cau hoi t ong tu cho ham s6 y = cot x va cho médi ph ong trinh sau

B

1) cotx = 3 ; 2)cotx = 1.
20. Tim nghiém cua cac ph ong trinh sau trén khoang da cho

a) tan(2x — 15% =1 véi —180°<x < 90°;

b) cot3x:—L voi —g <x<0.

V3
21. Khi gi4i ph ong trinh tanx = —+/3, ban Ph ong nhan thay —/3 = tan(— g}
va viét

tan x =—\/§ & tanx =tan(— gj = x=—§ + kmt.
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30

Ciing ph ong trinh d6, ban Quyén lay —f3 = tanz?7t nén giai nh sau :

2
tan x :—\/§ & tanx =tanTﬂ: & x= =3 + k.

Theo em, ai giai ding, ai giai sai ?

Tinh cac goc cua tam gidac ABC, biét AB = 2 cm, AC = J3emvad ong cao
AH = lcm. (Goi y : Xét tr ong hop B, C nam khéc phia d6i v6i H va tr Ong
hop B, C nam cuing phia do6i véi H ).

DUNG MAY TiNH BO TUI BE TiM MOT GOC
KHI BIET MOT GIA TRIL ONG GIAC CUA NO

Cac phim sin ', cos | va tan ' cGa may tinh bd tii CASIO fx - 500MS d dc dung dé
tim s6 do (d6 hoac radian) clia mot goc khi biét mét trong cac gia tri | gng giac cia
nd. Mudn thé déi véi may tinh CASIO fx - 500MS ta thuc hién hai b Gc sau :

B 6c 1. An dinh don vi do géc (d6 hoac radian).

Muén tim s& do do, ta &n [MODE|] [MODE|] [MODE| [1]. Lic nay dong trén cling cla
man hinh xuét hién chit nho [8).

Muén tim s& do radian, ta &n MODE| [MODE| [MODE] [2]. Luc nay déng trén cling clia
man hinh xuét hién chir nho [{.

B 6c 2. Tim s6 do goc.
Khi biét sin, cosin hay tang cla goc a can tim bang m, ta I&n | ot &n phim [SHIFT], va

mot trong cac phim ‘sin_l‘, ’cos_l‘, ‘tan_l‘, rdi nhap gia tri | ong giac m va cudi cung an

phim [=]. Luc nay, trén man hinh cho két qua la s6 do clia géc « (d6 hay radian tuy
theob &c 1).

CHUY

1

1) & ché& dd s6 do radian, cac phim sin ', cos ' cho két qua (khi |m| < 1) 1a

arcsin m , arccos m ; phim tan ! cho két qua la arctan m.
2) & ché d6 s6 do d6, cac phim sin ! va tan | cho két qua Ia s6 do goc a tir

—90° d&n 90° : phim cos ' cho két qua 1a s6 do gbc « tir 0° dén 180°. Cac
két qua dy d dc hién thid 6i dang s6 thap phan, chang han 7,065272931°.



Vi du 1. D& tim s6 do d6 clia géc « khi biét sina=— 0,5, talan | ot an

IMODE| MODE| MODE]| 1] [SHIFT] 05 [=]

— _
~—

B dc 1 B d¢c 2

Trén man hinh hién két qua -30, nghia la a = -30°.

Vi du 2. D& tim s6 do d6 clia géc « khi biét sina = 0,123, talan | ot an

MODE| MODE| MODE| [1] [SHIFT] fsin”'| 0,123 [=]

— /N _
~— ~—

B oc 1 B dc 2

Trén man hinh hién két qua 7.065272931, nghia 1a o ~ 7,065272931°. Muén d a két
qué nay vé dang do-phut-giay, ta an tiép

Sl

Trén man hinh hién két qua 7 3 54.98, nghia la a~ 7°3'54,98" ~ 7°3'55".

Vi du 3. D& tim s6 do radian clia goc « khi biét tana = /3 — 1, taldn| ot &n

MODE| [MODE| [MODE] SHIFT] ftan | [~ 351 D[E

— .
~— —~—~—

B ¢c 1 B d6c 2

Trén man hinh hién két qua 0.631914312, d6 Ia gi4 tri gan ding ciia arctan(v/3 — 1).

Luyén tap
23. Tim tap xdc dinh cia m6i ham s6 sau :
2)y = I-cosx )y = sin(x —2)
y_ZSiner\/E’ Y= Cos2x —cosx
tanx 1
O)y=—""-7; dy=—=——"-
1+ tanx V3cot2x + 1

24. Gia st mot con tau vii tru d oc phéng 1én tr miii Ca-na-vo-ran (Canaveral)
& Mi. N6 chuyén dong theo mot qu§ dao d gc mo ta trén mot ban dé phang
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25. Mot chiéc guong n Gc ¢ dang hinh tron ban

(quanh d oOng xich dao) ciia mat dat
nh  hinh 1.23 : diém M mo ta cho
con tau, d ong thang Amo ta cho
d ong xich dao. Khoang cach #
(kilomet) tir M dén A d oc tinh theo
cong thitc 4 = |d|, trong d6

d = 4000 cos [l(r - 10)} :

45 Hinh 123

Vv6i ¢ (phit) 12 thoi gian troi qua ké tir khi con tau di vao quy dao, d > 0 néu M
G phiatrén A, d <0 néu M & phiad 6i A.

a) Gia thiét rang con tau di vao quy dao ngay tir khi phong Ién tai miii Ca-na-vo-ran
(tiic 12 ting v6i ¢ = 0). Hay tinh khoang céch tir diém C dén d ong thing A, trong
d6 C la diém trén ban d6 bi€u dién cho miii Ca-na-vo-ran.

b) Tim thoi diém sém nhat sau khi con tau di vao quy dao dé c6 d = 2000.

¢) Tim thoi diém sém nhat sau khi con tau di vao quy dao dé c6 d = —1236.

(Tinh chinh xac cac két qua dén hang phan nghin).

kinh 2,5m ; truc cua n6é dat cich mat n 6c
2m (h. 1.24). Khi guéng quay déu, khoang
cach h (mét) tir mot chi€c giu gin tai diém A
ctia guong dén mat n 6c¢c d oc tinh theo cong
thiic 1 =1yl trong d6

y=2+25 sin{%[x - %ﬂ Hinh 1.24

vOi x 1a thoi gian quay cta gudng (x > 0), tinh bang phiit ; ta quy d&c rang y >0
khi gdu & bén trén mat n 6¢c va y < 0 khi gdu 6 d 6i n 6¢ (xem b i doc thém
vé dao dong diéu hoa trang 15). Hoi :

a) Khi nao thi chiéc gau & vi tri thap nhit ?

b) Khi nao thi chiéc gau & vi tri cao nhat ?

¢) Chiéc gau cich matn ¢ 2m lan dau tién khi nao ?

26. Dung cong thitc bién déi tdng thanh tich, gidi cic ph ong trinh sau :
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MOT SO DANG PHUONG TRINH
LUONG GIAC PON GIAN

1. Ph ong trinh bac nhat va bac hai doi véi mét ham s6 1 ong giac
Trong muc nay, ta xét cic ph ong trinh c6 dang nh : J3tan2x +3=0
(ph ong trinh bac nhat d6i véi tan2x), hay 2sin® x + 5sinx —3 =0

(ph ong trinh bac hai d6i vé6i sinx), ... .

Dé gidi cdc ph ong trinh dang nay, ta chon mét biéu thicc | ong gidc thich
hop cé mdt trong ph ong trinh lam dn phu va quy vé ph ong trinh bdc nhdt
hodc bdc hai doi véi dn phu dé (c6 thé néu hodc khong néu ki hiéu dn phu).

a) Ph ong trinh bac nhat doi véi mét ham s6 1 ong giac

Vi du 1. Giai cac ph ong trinh sau :

1) V3tan2x+3=0; 2) cos(x + 30°) + 2cos>15° = 1.

Gidi

1) x/gtan2x+ 3=0&<tan2x = —% S tan2x = —\/g @tan2x=tan(—g)
T

TT T
= 2)C——§ +kn & X——E +k§

2)Dé y ring : 1 — 2cos>15° = — c0s30° = cos150°, ta c6
cos(x + 30°) + 2¢c0s?15° =1 < cos(x + 30°) =1 — 2cos? 15°
x +30° =150° + k360°
x +30° =—150° + k360°

& cos(x + 30°%) = cos150° <

x =120° + k360°
f—

x =—180° + k360°.
Vay ph ong trinh di cho c¢6 cdc nghiem la x =120° + k360° va
x =—180° + k360° (rieng ho nghiém tht hai cling c6 thé viét Ia
x =180° + k360°).
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b) Ph ong trinh bac hai d6i v6i mét ham s61 ong giac
Vi du 2. Giai cac ph ong trinh sau :

1) 2sin’x + Ssinx —3=0 ; 2) cot?3x — cot3x — 2 = 0.

Giai

1) Pat sinx = (v6i | #| < 1), ta d oc ph ong trinh 2¢* + 5/ — 3 = 0. Ph ong
. . 1 S ,

trinh nay c6 hai nghiém la ¢ty =-3 va s, = 5 trong do ¢, bi loai do khong thoa

man diéu kién | 7| < 1. Do d6

2sin2x+SSinx -3=0 < sinx = %

- X :%+k2n,
& sinx =sin— <
6 5m
X = < + k2.

Vay ph ong trinh da cho c6 cic nghiém x = g + k27 va x = %c + k2.

2) bat cot3x =1, ta c6 ph ong trinh > —t-2=0. Ph ong trinh nay c6 hai
nghiémlat=—-1vat=2.Dodo

2 cot3x =—1,
cot"3x —cot3x -2 =0 <
cot3x = 2.
_3n =T T
- 3X—T+kTC - 411 3
3x = arccot 2+ km X = garccot2+ k% .

Vay ph ong trinh da cho c6 cac nghié¢m la

o | T
x—Z+kgvax—3arccot2+k3

EI Gidi ph ong trinh 4cos’x —2(1 +\/§)cosx +2 =0.

Vi du 3. Giai ph ong trinh 2cos 2x + 2cos x — V2 =o.



2.

Gidi
2cos 2x + 2cosx — \/_ =0 < 2(200s2x— 1) +2cosx — \/5 =0

NG
cosx = —,

& 4cos’x + 2c0s x - 2++v2)=0 < 2
14++/2
COoSX = — .
2
& CcoSx = —2 <& Ccosx —cosE <:>x—+E + k27
2 ! T4

<-=1).

1 2 . 1 2
(ph ong trinh cosx = — +2\/_ vO nghiém vi — +2\/_

Két luan : Ph ong trinh da cho ¢6 cac nghiém la x = J_r% + k2.

@ Gidi ph ong trinh 5tanx — 2cotx — 3 = 0 r6i biéu dién cac nghiém trén

d dng tron | gng giac.

Ph ong trinh bac nhat doi véi sinx va cosx

Trong muc nay, ching ta s€ nghién cttu cach giai cac ph ong trinh dang
asinx + b cosx = c,

trong d6 a, b va c 1a nhitng s6 da cho véi a khac 0 hoac b khac 0. Ching d oc
goi 1a ph ong trinh bac nhat doi véi sinx va cosx.

BI St dung d8ng thife sinx + cosx = ~/2 sin (x + %) , hay gidiph ong trinh sinx + cos x = 1.

Pé gidi ph ong trinh asinx + bcosx = ¢ (a, b khdc 0) ta bién doi biéu thiic

asinx + bcosx thanh dang Csin(x + «) hodc dang Ccos(x + ») (C, o, y
la nhitng hang so).
Vi du 4. Giai ph ong trinh

V3sinx —cosx = 1. (D)
Gidi
Ta c6

\/gsinx—cosx =2 ﬁsinx—lcosx =2 sinxc:osE—cosxsinE
2 2 6 6

T
=2 si -—.
-
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R . n) 1 T)_ T
Vay (1) <:>sm(x—6j—2 <:>sm(x 6j—sm6
K
6

o8
*Te T + k2m x:£+k2n,
= s = 3
T T
_Z 2 X =m+ k2m.
X €= 6 + k2m

Mot céch tong quat ta ¢ thé bién doi biéu thifc asinx + bcosx = ¢ (ava b

khdc 0) thanh dang Csin(x + @) = ¢nh sau:

asinx + bcosx = \/az + b \/7 sinx + ——— \/7 cCosXx |.

Do
2 2
a b
— | 4| — =1, A
Ja +b° Ja +b? B P(a ; b)
/ a . b
nén diém M véi toa do Ja2eb? a4 p?
b 24
a X ;
. nim A 0] A
\/ a® + b’ \/a2 +b°
trén d ong tron l ong giac g
(xem cach dung diém M trong
hinh 1.25). Hinh 1.25
a b

Vay ¢6 s6 a dé cosa = va sina =

Tu do tacd

asinx +bcosx = \/az + b’ (cosasinx + sina cos x) = Na® + b? sin(x + a).

Bang c4ch bién déi nh thé, viéc gidi ph ong trinh asinx + bcosx = ¢ d oc
¢

Va® +b* .

d avé giai ph ong trinh 1 ong gidc co ban sin(x + @) =



3.

CHUY
a

Va® + b* ,

Néu trong phép bién déi trén, ta chon s6 S dé sin B =

Va* + b?
asinx +bcosx = \a* + b* cos(x — f3).
Vi du 5. Giai ph ong trinh
2sin 3x + \/g cos3x =-3. (2)

thi ta co

Gidi

Ta co

2sin 3x + \/§COS 3x = \/22 + (\/3)2 L%sin?»c + gcoﬁx]

3(sin f#sin3x + cos S cos3x),

ol

trong d6 sinf = % va cosf3=

Dods (2) < 3cosBx—-p)=-3 <& cos(Bx—-pP=-1

fg+n 2n
3 +k3.

S 3x—-f=n+k2n S x=

Vi gié tri ndo cda m thi ph ong trinh 2sin3x + /5 cos3x = m c6 nghiém ?

Ph ong trinh thuan nhat bac hai déi véi sinx va cosx
Trong muc nay, chiing ta s€ nghién cttu cach giai ph ong trinh dang
asinzx + b sinx cosx + ¢ coszx =0,
trong d6 a, b va c 1a nhitng s6 da cho, v6i a # 0 hoac b # 0 hoac ¢ # 0. Ching
d ¢c goila ph ong trinh thuan nhat bac hai déi véi sinx va cosx.
Dé gidi ph ong trinh dang nay, ta chia hai vé cho cos’x (vdi diéu kién

cosx #0)déd avé ph ong trinh doi véi tanx , hodc chia hai vé cho sin®x
(véi diéu kién sinx = 0) dé'd avé ph ong trinh doi véi cot x .
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Vi du 6. Giai ph ong trinh

4sin®x — Ssinxcos x — 6¢os’x = 0. 3)
Gidi
Khi cosx =0 thi sinx = +1 nén dé thay cdc gia tri cia x ma cosx = 0 khong
phai 1a nghiém cua (3).
Vay chia hai v€ cta (3) cho cos’x, ta d gc ph ong trinht ong d ong

.2 .
Sin- x Sin x
4= -5 ~6=0.

Do do6

tanx = 2,

(3) < 4tan’x — Stanx —6=0 <

tanx = ——
4

Xx = arctan?2 + km

= 3
X = arctan(—zj + k.

Vay cac nghiém ctia ph ong trinh (3) 1a

< 3
x =arctan2 + km va x = arctan(— Zj + k.

EI Gidi ph ong trinh (3) bang cach chia hai vé cho sin’x.
Nhdn xét
1) Ph ong trinh asin’x + bsinxcosx + ccos’x =0 khi a =0 hodac ¢ =0
c6 thé d@ oc giai gon hon bing ciach d a vé ph ong trinh tich. Chang han, doi
v6i ph ong trinh V3sin? x — sinxcosx = 0, tacod

\/gsin2 x —sinxcosx =0 < sinx(x/gsinx —cosx) =0.
2) boi vé6i ph ong trinh

asin’x + bsinx cosx + ccosx =d (a,b,c,d e R, E+b+ct# 0 @

ta c6 thé quy vé gidi ph ong trinh thudn nhat bac hai doi véi sinx va cosx

bing cdch viét d d 6i dang d = d (sin’x + cos’x).



4.

Chang han, doi v6i ph ong trinh 2sin’x — Ssinx cosx — cos>x = -2, ta c6 thé
lam nh sau:
2sin’x — 5sinxcosx — cosx = —2
&> 2sin’x — 5sinxcosx — cos’x = —2 (sinzx + coszx)
&> dsin’x — Ssinxcos x + cos>x = 0.
Ngoai ra ta cling c¢6 thé quy ph ong trinh (4) vé ph ong trinh bac nhat d6i véi
sin2x va cos2x bang cach sir dung céc cong thiic ha bac va cong thitc nhan doi :
2sin’x = 1 — cos 2x, 2cos’x = 1 + cos 2x, 2sinxcosx = sin2x.
Chang han,
2sin’x — Ssinx cosx — cos’x = —2
5 . 1
< (1 —cos2x) — ) sin2x — 5 (1 +cos2x)=-2
<> 3c0s 2x + 5sin2x = 5.

Gigi ph ong trinh sin’x — \/3 sinxcosx + 2cos’x = 1 béng hai cach da néu trén.

Mot so vi du khac
Thuc t€, ching ta con gap nhiéu ph ong trinh 1 ong gidc ma khi giai cén
phai thuc hién cdc phép bién déi 1 ong gidc thich hop dé d a chiing vé cic
ph ong trinh dang quen thudc. Trong muc nay, ching ta chi néu mot s6 vi du
don gian.
Vidu 7. Giai ph ong trinh

sin 2x sin 5x = sin 3x sin 4x. €))
Giai
Str dung cong thitc bién dai tich thanh téng, ta c6

4 < % (cos3x —cos7x) = % (cosx — cos 7x)

x = km,
& cos3x=cosx < 3x=tx+k2n < n
X = 5

I
2

bao gém ca ho nghiém x = km nén c6 thé noi

Két lugn : Ph ong trinh da cho c6 cdac nghiém l1a x = kn va x = k—- (Dé
T

2
ph ong trinh (4) c6 cac nghiém la x = kg ).

thdy ho nghiém x =k
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Vi du 8. Dé gidi ph ong trinh

sin’x + sin’3x = 2sin2x, (5)
ta c6 thé sir dung cong thic ha bac va cong thic bién déi téng thanh tich.
Cu thé ta ¢6

1—cos2x 1-cosbx

5 <« > + > =1-cosdx
& cos2x + cos 6x =2cos4x < 2cos4dx cos2x —2cosdx =0
< 2cosdx (cos2x—1)=0. (6)

Gidi tiép ph ong trinh (6) roi két luén vé nghiém cla ph ong trinh (5).

Chd y rang khi giai ph ong trinh 1 ong gidc, ta cAn 1 u y dén diéu kién xac
dinh ctia n6 dé loai bod cdc nghiém ngoai lai.

Vidu 9. Giai ph ong trinh tan 3x = tan x.

Gidi

Vi diéu kién cos 3x = 0 va cosx # 0, ta c6

T
tan3x=tanx < 3x=x+in & x:k§~

Dé 1a nghiém cua ph ong trinh da cho, céc
., . TE 9 ~ 2. 2 ~ , PN
gia tri ki cua x con phai thoa man céc diéu

kién cos 3x # 0 va cosx # 0. Dé kiém tra cdc
di€u kién nay, ta c6 thé lam nh sau : Céc

gid trix=kg ¢6m ¢6 bon ho (h. 1.26) :
(A):x=k2n (iing v6i diém A ) ;

n
B):x=—
(B):x >
(A :x=m+ k2n (Gng vé6i diém A') ;

+ k2 (Gng v6i di€ém B) ;

Hinh 1.26

(B):x=— g +k2m (Gng v6i diém B)).

Bang cach thir truc ti€p, dé thdy cdc ho (A) va (A") thod man, con (B) va
(B') khong thoa man cdc di€u kién cos 3x # 0 va cosx # 0. Vay ph ong trinh
tan 3x = tanx c6 cac nghiém 12 x = © + k27 va x = k2= (hay con c6 thé viét
gon la x = km).

Giai ph ong trinh cot2x = cot(x + Ej.
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Cauhdiv b itap

27. Giai cac ph ong trinh sau :
a) 2cosx \/_:0; b)\/gtan3x 3=0;
¢) (sinx + 1)(2cos2x  /2) =0,

28. Giai cac ph ong trinh sau :
a) 2cos>x  3cosx +1=0 ; b) cos’x +sinx +1=0 ;
c) \/gtanzx (1 +\/§)tanx +1=0.

29. Giai cac ph ong trinh sau trén khoang da cho r6i dung bang s6 hoac mdy tinh
bo tdi dé tinh gan ding nghiém cta chdng (tinh chinh xdc dén hang phéan
tram) :

a) 3cos2x + 10sinx + 1 =0 trén ( g,g] :

b) 4cos 2x + 3 =0 trén (O;g];

c) cot’x 3cotx 10=0 trén O;m;

d) 5 3tan3x=0 trén[ g ; gj .
30. Giai cac ph ong trinh sau :

a)3cosx +4sinx = 5;

b) 2sin2x 2cos2x = «/5 ;

¢) 5sin2x 6c0s>x = 13.

31. Mot vat nang treo bdi moét chiéc 10 xo,

chuyén dong lén xudng qua vi tri can bing
(h. 1.27). Khoang cach A tir vat d6 dén vi
tri can bing & thoi diém 7 gidy d oc tinh

X
Vi trf can bing :

K
theo cong thitc & =1 d | trong d6 o

d =15sin6¢t 4cos 6t, .
Hinh 1.27
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vGi d d oc tinh bang xentimet, ta quy Gc rang d > 0 khi vat & phia trén vi tri
can bang, d < 0 khi vat & phia d 6i vi tri can bang. Hoi :

a)  vao thoi diém nao trong 1 giay dau tién, vat & vi tri can bang ?
b)  vao thoi diém ndo trong 1 gidy ddu tién, vat & xa vi tri can bang nhat ?
. . e 1
(Tinh chinh xdc dén —— giay).
100
32. Tim gid tri 16n nhét va gid tri nho nhét ctia mdi bi€u thic sau :
a) asinx + bcosx (a va b 1a hing s6, a* + b* #0) ;
.2 . 2
b) sin"x + sinxcos x + 3cos”x ;
c) Asin’x + Bsinx cosx + Ccosx (A, B va C la hang s0).
33. Giai cac ph ong trinh sau :
a) 2sin’x + 3 \/g sinx cosx — cos’x = 4 ;

b) 3sinx + 4sin 2x + (8~+/3 — 9)cos’x =0 ;

.2 . 2 1
¢) sin“x + sin 2x — 2cos x = 5"

34. Sir dung cong thiic bién déi téng thanh tich hoac tich thanh téng dé giai céc
ph ong trinh sau :

a) cosx cos Sx =cos2x cosdx ; b) cos 5x sin4x = cos 3x sin 2x ;
¢) sin2x + sin4x = sin 6x ; d) sinx + sin2x = cosx + cos 2x.
35. Dung cong thiic ha bac dé gidi cdc ph ong trinh sau :
a) sin“4x + sin’3x = sin’2x + sin’x :
2 2 2 2
b) cos“x + cos™2x + cos 3x + cos4x = 2.
36. Giai cac ph ong trinh sau :

a) tan%z tanx ; b) tan(2x + 10°) + cotx = 0;

c)(1—-tanx)(1 +sin2x)=1+tanx ; d)tanx +tan2x =sin3xcosx ;

e) tanx + cot 2x = 2cot4ux.
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Bai doc thém

BATPH ONG TRINHL ONG GIAC

e Tr &c hét, ta xét bai toan sau :

Hang ngay, muc n 6c¢ clia mét con kénh 1én xubng theo thuy triéu. B6 sdu h (mét)
clia muc n dc trong kénh tinh theo thoi gian t (gid) trong mot ngay (O <t < 24)cho
bdi céng thirc i

h= 3cos[%t+l) +12.

Hdi tau I6n c6 thé qua lai trén kénh
trong khodng thdi gian n&o trong
ngay, biét rdng tau I6n chi co th€ di
d dc qua kénh khi dé sau ctia n dc
la trén 11 mét ?

D& giai bai toan nay, ta phai tim cac gia tri ctia ¢ (0 < ¢ < 24) thoa man

3cos %t+1 +12>11. (1)

Nh vay, ta phai gidi bat ph ang trinh (1). D6 1a mot bat ph ong trinh | gng giac.

O
D

thdy (1) t ong d ong véi bat ph ong trinh cos(%t+lJ > —% ; va néu dat

t .
% +1 thi bat ph ong trinh nay cé dang

=
Il

1
> _2. 2
COSX 3 ( )

e Né6i chung, viéc gidi mét bat ph ong trinh | ong giac d oc quy vé gidi cac bat
ph ong trinh | ong giac c6 mét trong cac dang

Jx) <m, f(x) 2 m, f(x) >m, f(x) <m, 3)
trong d6 m la mét s6 cho tr &c, fix) la sinx, cosx, tanx hodc cotx. Cac bat ph ong
trinh nay goi la cac bat ph ong trinh | gng giac co ban.

e Dua vao tinh chat tudn hoan cla cac ham sé | ong giac, ta cé thé giai mot bat
ph ong trinh | gng giac ca ban dang (3) theo hai b Gc sau :

— B dc 1. Tim nghiém cla bat ph ong trinh trén mét doan bat ki nao dé, chi can
doan d6 c6 d6 dai bang chu ki clia ham s6 y = f(x). B ¢ nay c6 thé thuc hién bang

cach st dung d6 thi hoac d ong tron | gng giac (xem vi du 1).
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— B 8¢ 2. M4 rong k&t quéa Ién toan truc s6 bang cach tinh ti€n mién nghiém thu
d gc 8 b Gc 1 sang phai, sang trai nhitng doan cé dé dai bang bdi nguyén d ong
clia chu ki. B éc nay c6 thé tién hanh dua vao nhan xét sau :

Cho y = f{(x) la ham s& tuén hoan véi chu ki T. Néu bat ph ong trinh f(x) < m (hoac
flx) > m, fix) = m, fix) < m) nghiém dung véi moi x thuéc khodng (a ; b) thi bat
ph ong trinh dé cing nghiém dung véi moi x thuéc méi khoéng (a + kT ; b + kT),
k eZ.

Vi du 1. Gidi bat ph ong trinh

tanx < 1. 4)
Ph ong phap gidinh sau:
B d6c 1. Ham s8 y = tanx la ham s@ tuan hoan véi chu ki © nén tr 6c hét ta tim
nghiém cla (4) trén mot doan c6 d6 dai mt, chdng han trén doan [—g ; g} . C6 hai cach :
Céch 1 (st dung db thi). Trén cing mét mat phang toa do, ta vé d6 thi cla ham s&

y = tanx trén doan [—g : E} va d ong thing y = 1 (h. 1.28). Tir d6, d& thay trén

2
doan &y, bat ph ong trinh tanx < 1 ¢6 nghiém 1a
T T
—— <x < —. 5
2 4 )
1y
y=1 1
_I 0 ﬁ I X
2 4 2
-1
g v
ot 2
I _ ’
~ 2 B
Hinh 1.28 Hinh 1.29

Céch 2 (st dung d ong tron | dng giac). Trén truc tang, chon diém D sao cho AD =1.
D dng thdng OD cat d &ng tron | ong giac tai M va M, (h. 1.29). D& xac dinh

nghiém clia bat ph ong trinh trén doan {—g ; g} ta chi chu y nra d dng tron bén

phai truc tung. D& thay rang nghiém cla b4t ph ong trinh tanx < 1 1a s6 do radian
clia cac cung | dng giac (trén nlta d dng tron dang xét) c6 diém cudi M thudc cung
T

tron B'AM, . Suy ra —g <x<g



B dc 2. St dung nhan xét trén, ta suy ra nghiém cla bat ph ong trinh tanx <1 13

T
> +k7'c<x<%+k7t.

Vi du 2. Gidi bat ph ong trinh (2) :

cosx > !
x —_—
3
Giai
Vi ham s6 y = cosx tuan hoan véi chu ki 21 nén Y ‘B
tr Gc hét ta tim nghiém cua (2) trén doan [ =« ; «t]. ;
2 ~11 1

Trén truc cosin, ta chon diém H sao cho OH = —- a

3 H NN

. N N Lo . 2 5 N N A’ _1 [0 A

Goi M va M, |a hai giao diém cua d dong tron | ong 3
giac véi d ong thdng di qua H va vudng gbc Véi
truc coésin (h. 1.30). Dé thdy rang nghiém cla
bat ph ang trinh (2) 1a s6 do radian clia cac cung | ong My B
giac c6 diém cusi M thudc cung tron M, AM, . Hinh 1.30

Goia la s6 do radian cla cung tron ABM,

3 ; dung may tinh, ta tinh @ dc a~ 1,911). Khi d6, trén doan

[ m;m, bat ph ong trinh (2) c6 nghiémla a<x < a.

(0O<a<mvacosa =

MG rong két qua nay I1én toan truc s6, ta d dc tat ca cac nghiém cua (2) 1a
a+k2n<x <a+ k2n (v6i a= 1,911).
Vi du 3. Giai bat ph ong trinh

sinx > 0,5. (6)
P2 A
Giai B
Vi ham s6 y = sinx tuan hoan véi chu ki 2n %\
nén tr 6c hét ta tim nghiém cla (6) trén doan M, 21K M,
[0; 2x]. Trén doan &y, bat ph ang trinh sinx > 0,5 z
5 0 A’ o A
c6 nghiém 1a % <x< ?“ (h. 1.31). (C6 th&
st dung mét trong hai cach néu trén dé suy ra
két qua nay). Do do B
sinx >0,5 < T vlon<x< on + k2m.
6 6 Hinh 1.31
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Luyén tap

37. Mia xuan 6 Hoi Lim (tinh Bac Ninh) th ong c6 tro choi du. Khi ng 6i choi

du nhiin déu, cay du s& d a ng 0oi choi du dao dong qua lai vi tri can bang.

Nghién ctu trd choi ndy, ng oOi ta thay khoang cdch 4 (tinh bang mét) tix

ng Oi choi du dén vi tri can bang (h. 1.32) d oc biéu dién qua thoi gian 7 (1> 0
T

vad oc tinh bang giay) bdi hé thic 4 = Id| v6i d = 3cos [§(2t — 1)} , trong d6

ta quy &c rang d > 0 khi vi tri can bang & vé phia sau 1 ng ng i choi du va
d <0 trong tr ong hop trai lai.

7

Vi trf can bing

Hinh 1.32

a) Tim c4c thoi diém trong vong 2 gidy diu tién ma ng oi choi du & xa vi trf
can bang nhat.

b) Tim céc thoi diém trong vong 2 giay ddu tién ma ng oi choi du cdch vi tri

can bang 2 mét (tinh chinh xac dén ﬁ giay).

38. Giai cac ph ong trinh sau :

a) cos>x — 3sin’x = 0 ; b) (tanx + cotx)2 —(tanx +cotx)=2;

) L9 X
c) sinx + smzi =0,5.

39. Ching minh rang cdc ph ong trinh sau day vo nghiém :

a)sinx —2cosx =3 b) 5sin2x + sinx + cosx + 6 =0.
H ongdanb) : Dat sinx + cosx =1.

40. Tim cdc nghiém cia méi ph ong trinh sau trong khoang da cho (khi can tinh

46

gan ding thi tinh chinh xac dén % giay) :



a) 2sin’x — 3cos x = 2, 0°< x £360°;

b) tanx + 2cotx =3, 180° < x <360°.
41. Giai cac ph ong trinh sau :

a) 3sin’x — sin 2x — cos’x = 0 ;

b) 3sin*2x — sin 2x cos 2x — 4cos 2x = 2 ;

c) 2sin’x + A3 +\/§ )sinx cosx + («/3— l)coszx =-1.
42. Giai cac ph ong trinh sau :

a) sinx + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3x ;

b) sinx = JE sin5x —cosx ;

1 1 2

C) — + = — ;
sin2x cos2x sindx
) CcoS2x
d) sinx + cosx = —————.
1—sin2x

Cau hai va hai tap on tap ch ong |

43. Trong céc khang dinh sau, khing dinh nao ding, khing dinh nao sai ?
a) Cac ham s0 y = sinx, y = cos x c6 cung tap xac dinh.
b) Cac ham s6 y = tanx, y = cotx c6 cung tap xac dinh.
c¢) Cac ham s0 y = sinx, y = tan x 1a nhitng ham s6 1€.
d) Cac ham s6 y = cosx, y = cotx la nhitng ham s6 chan.
e) Cac ham s6 y = sinx, y = cosx cung nghich bién trén khoang (g ; 37“} .
f) Ham s6 y = cos x nghich bién trén khoang (—27 ; —m).
g) Tréen moéi khoang ma ham s6 y = tanx dong bién thi ham s6 y = cotx
nghich bién.
44. Xét ham s0 y = flx) = sin 7.
a) Ching minh rang v6i méi s6 nguyén chan m ta ¢6 fix + m) = fix) véi moi x.
b) Lap bang bién thién cua ham s6 trén doan [—1 ; 1].
c¢) V& d6 thi ctia ham s6 do.
45. D a céc biéu thic sau vé dang Csin(x + @) :

. i T .
a)sinx + tan7 Cos X ; b) tan7 sinx +cosx.
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46.

47.

48.

49.

50.

S1.

52.

48

Giai cac ph ong trinh sau :

2
a) Sin(x—?nj =cos2x; b)tan(2x+45°)tan(l80° —%j ~1;
C) cos2x — sin’x =0 ; d) Stanx — 2cotx =3.

Giai cac ph ong trinh sau :

) ) 1
a) sin2x + sm2x ==
2
b) ZSinzx + 3sinx cosx + coszx =0;
.2 X . > x 1
¢)sin” — + sinx — 2cos” — =—.
) 2 2 2

. . N .n B-1
a) Chiing minh rang sin> = ﬁ .
b) Giai ph ong trinh 2sinx —2cosx =1 — NE) bang céch bién ddi v€ trai vé
dang Csin(x + ).
c¢) Giai ph ong trinh 2sinx — 2cosx =1 — NE) bang cach binh ph ong hai V€,
Giai ph ong trinh

I+cos2x  sin2x
COS X 1—-cos2x
-3 3
., sin” x + cos” x
Cho ph ong trinh = COS2.X.

2cosx — sinx

a) Chiing minh rang x = g + km nghiém ding ph ong trinh.

b) Giai ph ong trinh bang cich dat tanx = ¢ (khi x # g + km).

A
- -

Trong cdc b i tir51 dén 63, hday chon két qud diing trong cdc két qua da cho.

4

Gid tri 16n nhat ctia bi€u thiic sin x + cos* x 1a

1
(A)0; B)1; ©2; D) 5

N

.z . P Z, 9 o 2 2. . . 27[
Gia tri bé nhat cua biéu thic sin x + sm(x + ?j l1a

3

(A)=2; (B) 5~ O -1 (D) 0.



53.

54.

5S.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Tap gia tri chtaham s6 y = 2sin2x + 3 la

1].

1:1].

(A [0 1]; B)[2;3]; O [-253]; D) [1;5].
Tap gid tri cha ham s6 y = 1—2[sin3x| 12
A1 B)[05 1] O [-1:0]; D) [-1;3].
Gid tri 16n nhat ctia bi€u thiic y = cos® x —sinx 1a
5

(A)2; B)0; © 7 (D) L.
Tap gid tri cla ham s6 y = 4cos2x — 3sin2x +61a
(A) [3510]; (B)[6;10]; O [-1;13]; D) 151
Khi x thay déi trong khoang (%T ; ?Tn) thi y =sinx 14y moi gia tri thudc

V2 V2 V2
(m[ q @)= (© -0 D) [-

Khi x thay d6i trong nira khoang (—% ; g} thi y = cosx lay moi gia tri thudc

Wit w4 ek el

gj =1 thuoc doan [r ; 2n] 1a

(A)1; (B)2; ©0; (D) 3.

S6 nghiém ctia ph ong trinh sin(x +

S6 nghiém cua ph ong trinh sin£2x + gj = —1 thuoc doan [0 ; «] la

(A) 1 (B)2; ©3; (D) 0.
Mot nghiém cua ph ong trinh sin? x+sin2x+sin’3x =2 1a

T o T T
(D)5 ®) 3: © 3 D) ¢

S6 nghiém cua ph ong trinh cos( > 4j 0 thudc khoang ( ; 87) 1a

(A)1; (B)3; ©2; (D) 4.
S6 nghiém cta ph ong trinh sin 3¢ = 0 thudc doan [27 ; 4n] la

i cosx + 1 i :
(A)2; (B) 4; ©5; (D) 6.

1

ﬁ

2
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TO0 HOP VA XAC suAaT

Chuong TO HOP VA XAC suAaT

X0 s6 DIEN ToAN

lonumm |2 3 on ulnll (3 ) so

Trong khoa hoc ciing nhu trong cudc song, ching ta
thuong phai xac dinh s6 phan tu ctia mét tap hop hoéc
phai tinh toan xem kha nang xay ra clia mot bién c6 ngau
nhién la bao nhiéu. Cac kién thic vé t6 hop va xac suat
trong chuong nay sé budéc dau giup ching ta giai duoc
mot s6 bai toan don gian thudc loai dé.




1.

A. TO HOP

HAI QUY TAC PEM CO BAN

Bai todn dém s6 phan tir cia mot tap hop xuat hién khd phd bién trong khoa
hoc cling nh trong cudc séng. Néu s6 phan tir cia mot tap hgp khong nhiéu
thi ta c¢6 thé dém truc ti€p d gc s6 phan tlr cha nd bang cdch liet ké. Tuy
nhién, néu s phan tir cia mot tap hop rét 16n thi cach dém truc ti€p la khong
kha thi.

B itoan mé dau

Mbi ng oi st dung mang mdy tinh déu c6 mat khau. Gid stt m6i mat khau
gbm 6 ki tu, mdi ki tu hoac 1a mot chit s6 (trong 10 chit s6 tir 0 dén 9) hoic 1a
mot chit cdi (trong bang 26 chit cdi ti€ng Anh) vad mat khau phai c6 it nhat 1a
mot chit s6. Hoi ¢6 thé 1ap d oc tét ca bao nhiéu mat khau ?

[H1| Hay viét mot mat khdu. Co thé liét ké hét cac mat khdu d dc khong ? Hay dc
doan thir xem c6 khodng bao nhiéu méat khau ?

Bai nay sé& cung cdp cho ching ta hai quy tic dém co ban nhd dé c6 thé tinh
chinh xédc s6 phan tir cia mot tap hop ma khong can dém truc tiép.

Quy tac cong

Vi du 1. Mot tr ong THPT d oc cit mot hoc sinh di du trai hé toan quéc.
Nha tr ong quyét dinh chon mot hoc sinh tién tién trong 16p 11A hoac 16p
12B. Hoi nha tr ong c6 bao nhiéu cdch chon, néu biét rang 16p 11A c¢6 31
hoc sinh tién ti€n va 16p 12B c6 22 hoc sinh tién tién ?

Gidi

Nha tr ong c6 hai ph ong an chon. Ph ong an thit nhét 1a chon mot hoc sinh
tién tién cua 16p 11A, ph ong an nay c6 31 cach chon. Ph ong an thi hai la
chon mot hoc sinh tién tién cua 16p 12B, ph ong an hai nay cé 22 cach chon.
Vay nha tr ong co ca thay

31 + 22 =53 céach chon.
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Ta c6 quy tdc dém sau day goi 1a quy tac cong.

Gia st mot cong viéc ¢ thé d oc thuc hién theo ph ong 4n A
hoac ph ong én B. C6 n cich thuc hién ph ong 4n A va m cich
thuc hién ph ong 4n B. Khi d6 cong viéc c6 thé d oc thuc hién
bdi n + m cach.

Quy tic cong cho cong viéc vdi nhiéu ph ong 4n d ¢c phét bi€u nh sau :

Gia st mot cong viéc ¢6 thé d oc thuc hién theo mot trong
kph ong dn A, A,, ..., A, . C6 n; cich thuc hién ph ong én A,
n, cach thuc hién ph ong an A,,... va n; céach thuc hién

ph ong dn A, . Khi d6 cong viéc c6 thé d gc thuc hién boi

n +n, + + n cach.

Vi du 2. Gia st tir tinh A dén tinh B c6 thé di bang cdc ph ong tién : 0 to,
tau hoa, tau thuy hoiac mdy bay. Méi ngay c¢6 10 chuyén 6 to, 5 chuyén
tau hod, 3 chuyén tau thuy va 2 chuyén mdy bay. Theo quy tac cong, ta c6
10 + 5 + 3 +2 =20 su lua chon dé di tir tinh A dén B.

@ Trong mét cudc thi tim hiéu vé dat n 6c Viét Nam, ban t6 chifc céng bé danh
sach cac dé tai bao gém : 8 dé tai vé lich st, 7 dé tai vé thién nhién, 10 dé tai vé con
ng &i va 6 dé tai vé van hoa. Méi thi sinh @ dc quyén chon mét dé tai. HSi méi thi
sinh ¢c6 bao nhiéu khd nang Iua chon dé tai ?

CHUY
S6 phan tlr ctia tap hop hitu han X d oc ki hiéu la

X| (hodc n(X)).
Quy tic cong c6 thé d oc phat biéu d 6i dang sau :

Néu A va B la hai tap hop hitu han khong giao nhau thi s6 phan tir
ctia A U B bang s6 phén tir ciia A cong véi s6 phan tir ctia B, tiic 1a

|AU Bl =|Al+|Bl.

Quy tac nhan

Vi du 3. An mudn qua nha Binh dé cuing Binh dén choi nha C ong. Tir nha
An dén nha Binh c6 4 con d ong di, tit nha Binh t6i nha C ong c6 6 con
d ong di (hinh 2.1). Hoi An c6 bao nhiéu cach chon d@ ong di dén nha C ong ?
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(O I S—
Nha An Nha Binh \_/ Nha Cuong

Gidi

Vé6i méi cch di tir nha An dén nha Binh sé c¢6 6 cach di ti€p tir nha Binh dén nha
C ong. Vi c6 4 cach di tir nha An dén Binh nén c6 ca thay 4 . 6 = 24 cach di tu
nha An qua nha Binh dén nha C ong.

Ta c6 quy tac d€m sau day goi 1a quy tac nhan.

Gia sir mot cong viéc nao d6 bao gom hai cong doan A va B.
Cong doan A c6 thé 1am theo n c4ch. V6i méi cdch thuc hién
cong doan A thi cong doan B c6 thé 1am theo m cdch. Khi d6
cong viéc co thé thuc hién theo nm cach.

Nhan méi chiéc ghé trong mot héi tr dng gém hai phan : phan dau la mét chir
céi (trong badng 24 chir cai tiéng Viét), phan thur hai la mét s6 nguyén d ong nhd
hon 26. HGi ¢ nhiéu nhét bao nhiéu chiéc ghé d dc ghi nhan khac nhau ?

Quy tic nhan cho cong viéc véi nhiéu cong doan d oc phat biéu nh sau :

Gia st mot cong viec nao d6 bao gom k cong
doan A, A,, ..., A, . Cong doan A, c6 thé thyc hién theo n,
cch, cong doan A, c6 thé thuc hién theo n, cédch, ..., cong
doan A, c6 thé thyc hién theo n, céch. Khi d6 cong viéc c6

thé thyc hién theo mn, n; céch.

Vi du 4. Bién s6 xe mdy cia tinh A (néu khong ké ma so tinh) c¢6 6 ki tu,
trong d6 ki tu & vi tri diu tién la mot chit cai (trong bang 26 chi cai
ti€ng Anh), ki tu & vi tri thd hai 14 mot chit s6 thuoc tap {1, 2, ..., 9}, moi ki tu
G bon vi tri tiép theo 1a mot chit s6 thuoc tap {0, 1, ..., 9}. Hoi néu chi dung
mot ma so tinh thi tinh A ¢6 thé 1am d oc nhiéu nhat bao nhiéu bién s6 xe
mdy khéc nhau ?
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Giai

Ta c6 26 cdch chon chit cdi dé xép & vi tri ddu tién. T ong tu ¢6 9 cach chon
chit s6 cho vi tri thit hai va ¢6 10 céch chon chit s6 cho méi vi tri trong bon vi
tri con lai. Theo quy tic nhan, ta c6 tat ca

26.9.10.10.10.10= 2340000 (bién s xe).
Vi du 5. Tré lai bai toan mé dau. Hay tinh xem :

a) C6 bao nhiéu day gém 6 ki tu, moi ki tu hodc 1a mot chit céi (trong bang 26
chit cdi) hoac 1a mot chit s6 (trong 10 chit so tr 0 dé€n 9) ?

b) C6 bao nhiéu day gém 6 ki tu néi & cau a) khong phai 1a mat khau ?

c) Cé thé lap d ¢c nhiéu nhét bao nhiéu mat khau ?

Gidi

a) Vi mdi ki tu ¢6 26 + 10 = 36 céch chon nén theo quy tic nhan, ta c6 thé lap
d gc 36° day gom 6 ki tunh  vay.

b) Day gém 6 ki tu khong phai 12 mot mat khau néu tat ca 6 ki tu déu 1a chit
céi. Vi méi ki tu c6 26 cach chon nén theo quy tac nhan, s6 day goém 6 ki tu
khong phai 12 mot mat khéu 1a 26° .

¢) Vay ¢6 36°  26° = 1867866 560 mat khau.

Cauhdiv b itap

Gia su ban muén mua mot 40 so mi ¢& 39 hoac 40. o0 c& 39 c¢6 5 mau khac
nhau, 40 ¢d 40 c6 4 mau khdc nhau. H6i ban c6 bao nhiéu su Iua chon (vé
mau va cd éo) ?

C6 bao nhiéu s6 tu nhién c6 hai chit s6 ma hai chit s6 ctia n6 déu chan ?

Trong moét tr ong THPT, khoi 11 ¢6 280 hoc sinh nam va 325 hoc sinh nit.

a) Nha tr ong can chon mot hoc sinh & khai 11 di du da hoi clia hoc sinh
thanh ph6. Hoi nha tr ong c6 bao nhiéu cach chon ?

b) Nha tr ong can chon hai hoc sinh trong d6 c6 mot nam va mot ntt di du
trai heé cua hoc sinh thanh phd. Hoi nha tr ong c6 bao nhiéu cach chon ?

Tix cdc chits6 1, 5, 6, 7 ¢6 thé 1ap d oc bao nhiéu s6 tu nhién

a) C6 4 chir s6 (khong nhat thi€t khac nhau) ?

b) C6 4 chir s6 khac nhau ?



QUY TAC CONG M3 RONG

Quy tac cdng cho ta cong thitc tinh s8 phan t& clia hap hai tap hop hitu han khéng
giao nhau. Tuy nhién trong nhiéu bai toan t6 hgp, ching ta phai tinh s6 phan tir ctia
hop hai tap hgp hitu han A va B c6 giao khac . Trong tr dng hdp nay, khi cong s6
phan tr clia A véi s6 phan tir cla B, thi s6 phan tircla A N B sé d dc tinh hai lan.
Thanh thit, & két qua phai b6t di s6 phan tirclia A N B. Ta c6 quy tic cong mé rong
sau day :

Cho hai tap hop hiu han bat ki A v B. Khi do s6 phéan tircia A U B béng sé phan

tr cia A céng véi s6 phén tir clia B réi trir di s6 phén tirctia A N B, tuc |

lAuB| =|Al +|B| - lAn~B|.
Vi du. Trong mét tr dng THPT, khai 11 ¢6 : 160 hoc sinh tham gia céu lac bd
Tin hoc, 140 hoc sinh tham gia cau lac bé Ngoai ng, 50 hoc sinh tham gia ca hai
cau lac b6 va 100 hoc sinh khéng tham gia cau lac bé nao trong hai cau lac bé néu
trén. Hoi khéi 11 & tr dng d6 cd bao nhiéu hoc sinh ?
Gidi
Goi tap hgp hoc sinh khéi 11 & tr dng THPT tham gia cau lac bé Tin hoc va cau lac
bd Ngoai ngirlan | ot la A va B.
Khi d6 tap hgp hoc sinh khaéi 11 & tr &ng d6 tham gia cau lac bé (Tin hoc hodc Ngoai
ngi) laA U B.

Theobairatacod |A| =160, |B] =140, |A ~ B]| = 50.

Theo quy téc cdng mé rong, s6 hoc sinh khéi 11 tham gia cau lac bd (Tin hoc hoac
Ngoai ngil) la

lAuB| =1]Al +|B| = |A~B| =160+ 140 — 50 = 250.
Vay khéi 11 8 tr dng dé c6 250 + 100 = 350 (hoc sinh).
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HOAN VI, CHINH HOP VA TO HOP

1. Hoan vi

a) Hoanvil gi?

Vi du 1. Ba van dong vién An, Binh vd Chau chay thi. Néu khong ké tr ong
hop c6 hai van dong vién vé dich cing mot ldc thi cdc kha nang sau day déu
c6 thé xdy ra :

Giai Cac két qua co thé

Nhdt An An Binh Binh Chau Chau
Nhi Binh Chau An Chau An Binh
Ba Chau Binh Chau i

Két qua cudc thi chay 1la mot danh sach
gom ba ng 0i xép theo thi tu nhit,
nhi, ba. Danh sach nay goi la mdt hodn
vi cia tap hop {An, Binh, Chau}.
Néu ki hiéu tap hop {An, Binh, Chau}
la {a, b, ¢} thitdp nay cd tat ca sau
hoan vi la (a, b, ¢), (a,c, b), (b, a, ¢),
(b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).

Mot cich téng quat, ta c6

Cho tap hop A ¢6 n (n 1) phan tir. Khi sap xép n phan tir nay
theo mot thi tu, ta d gc mot hoan vi cac phan tlr cua tap A (goi
tat 14 mot hodn vi ciia A).

El Cho tap hop A = {a, b, ¢, d}. Hay viét tam hoan vi cla A.

b) S6 cac hoan vi
Bai toan dat ra la : Néu tap hop A ¢6 n phan tr thi c6 tat ca bao nhiéu hoan vi
ciaA ?
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Ki hi¢u P, 1a s6 cac hodn vi cta tap hop c6 n phan tir. Ta co

PINH Li 1

S6 cac hoan vi cia mot tap hop ¢ n phan tir 1a

P =nl=nn-1)n-2)..1.

n

Chitng minh

Viéc sip xép thit tu n phan tir cia A 1a mot cong viec gdbm n cong doan. Cong
doan 1 1a chon phan tir dé xé&p vao vi tri thit nhat, cong doan 2 1a chon phan tir dé
x&p vao vi tri thit hai, cong doan 3 1a chon phan tir dé x&p vao vi tri thit ba, ...,
cong doan n 1a chon phin tir dé x&p vao vi tri thit n.  cong doan 1 ta ¢
thé chon bat ki phén tlr nao trong n phan tir ciia A nén ¢ n cach thuc hién. Sau
khi chon xong phén tir xé€p vao vi tri thit nhat, & cong doan 2 ta c6 thé chon
bat ki phan tir nao trong n — 1 phén tlr con lai ctia A d€ xép vao vi tri thi hai
nén c6 n — 1 cach thuc hién. Ti€p tuc nh vay &b ¢ 3 ta c6 n— 2 cach thuc
hién, ..., va & b 6c¢ thit n (b Gc cudi cung) ta chi con 1 cach thuc hién. Theo
quy tac nhan, ta c6 ca thay n(n — 1)(n — 2)...1 = n! cach sap xép thit tu n
phan tr cua tap A, tdc 1a c6é n! hoan vi.

Vi du 2. Mot doan khich du lich du dinh dén tham quan by dia diém A, B,
C, D, E,G va H 6 thi d6 Ha Noi. Ho di tham quan theo mdt thit tu nao do,
chang han B>A—>C —>E—->D—>G—H. Nh vay, méi cich chon thit tu cdc
dia diém tham quan 12 mot hoén vi cua tap {A, B, C, D, E, G, H}. Thanh thi,
doan khach c6 tat ca 7! = 5040 céch chon.

@ Tircéac chirsé 1,2,3,4,5 co thé lap d oc tat cd bao nhiéu sé tu nhién cdé nam
chit s6 khac nhau ?

2. Chinh hop
a) Chinh hop 1 gi?
Vi du 3. Trong tran chung két bong da phai phan dinh thang thua bang da
luan 1 u 11 mét. Huan luyén vién ctia méi doi cn trinh véi trong tai mot danh
sach sap thit tu 5 cdu thi trong s6 11 ciu tha dé d4 luan 1 u 5 qua 11 mét.
Mbi danh sich c6 x€p thit tu 5 ciu thu d oc goi 1a mot chinh hop chap 5 cua
11 c4u tha.
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Mot cdch téng quat, ta c6
Cho tap hop A gdm n phan tir va s6 nguyén k v6i 1 < k < n. Khi
14y ra k phan tir ctia A va sap xé€p ching theo mot thi tu, ta d oc
mot chinh hop chap & clia n phén tlr ctia A (goi tat 1a mot chinh
hop chap k cua A).

BI Cho tap hap A = {a, b, c}. Hay viét téat ca cac chinh hop chép 2 cla A.

Nhdn xét
Hai chinh hgp khac nhau khi va chi khi hoac c6 it nhdt mot phan tir ciia chinh
hop nay ma khong la phan tr ctia chinh hop kia, hoac cdc phan tur cta hai
chinh hgp giong nhau nh ng d oc sap xép theo thit tu khac nhau.
b) S6 cac chinh hop
Vi du 4. Trd lai vi du 3, hdy tinh xem huén luyén vién ctia médi doi c6 bao
nhiéu céach 1ap danh sach 5 cu tha.
Giai
Huan luyén vién clia méi doi c6 thé chon mot trong 11 cau thii dé d4 qua dau
tién. Ti€p theo cd 10 cach chon cau thl dd qua thit hai, roi c6 9 cach chon cau
thu da qua thi ba, roi lai c6 8 cach chon cau thu dd qua thirt va cudi ciing ¢6
7 cach chon cau thu d4 qua thit nam. Theo quy tac nhan, huan luyén vién cta
moi doi s& ¢

11.10.9.8.7= 55440 cach chon.
Bai toan tong quat dat ra 1a : Cho mot tap hop c6 n phén tir va s6 nguyén k véi
1 <k < n. Hoi c6 tat ca bao nhiéu chinh hgp chap & cua tap hop d6 ?

S6 cac chinh hop chap k ctia mot tap hop cé n phan tr d oc ki hiéu 1a Aﬁ .

DINH Li 2

S6 céc chinh hgp chap k ctia mot tap hop cd n phan th
(1<k<n)la

AIZ =nn—-1){n-2)...(n —k+1). (1)

Chitng minh

Viéc lap mot chinh hop chap k cuta tap hop c6 n phan tir & oc coi nh  mot
cong viéc gom k cong doan. Cong doan 1 1a chon phan tir xép vao vi tri thi
nhat. Cong doan 2 la chon phan tir x€p vao vi tri thit hai, .... Cong doan k la



chon phan tir xép vao vi tri thit k. Vi tap hop ¢6 n phan tr nén cong doan 1
¢6 n cach thuc hién. Sang cong doan 2 chi con n — 1 phan tir ch a chon cho
nén cé n — 1 cach thuc hién. T ong tu cong doan 3 ¢6 n — 2 cach chon, ... va &
cong doan cudi (cong doan thia k) ta c6 n — k + 1 cach thuc hién. Theo quy
tac nhan, ta ¢6 n(n — 1)(n -2)....n — k + 1) cach lap ra mot chinh hop
chap k. D6 ciing chinh 1a s6 cac chinh hgp chap k clia mot tap hgp géom n
phan tu.

Nhdn xét

Tir dinh nghia ta thdy mot hoan vi ctia tap hop n phan tir 1a mot chinh hop
chap ncuatapdéonén A) =P, = n!.

Vi du 5. Trong mat phang cho mot tap hop gdm 6 diém phan biét. Cé bao
nhiéu vecto khéc vecto 0 c6 diém ddu va diém cu6i thuoc tap hop di€ém nay ?
Gidi

Mai cap sap thit tw gom hai diém (A, B) cho ta mot vecto c6 diém dau A, diém
cudi B va ng oc lai. Nh vay, mdi vecto c6 thé xem la mot chinh hop chap 2
cuia tap hop 6 diém da cho. Thanh thir s6 vecto cén tim 1a

AZ =6.5=30.

CHUY
e V6i 0 < k < n thi ta c6 thé viét cong thic (1) d 6i dang

AK = (nf—'k), - )
e Taquy &c

0'=1va A =1.
Khi d6 cong thic (2) ding cho ca k=0 va k =n. Vay cong
thiic (2) ding v6i moi s6 nguyén k thoa man 0 < k < n.

3. Téhop

a) Tohopl gi?
Cho tap A c6 n phan tir va s6 nguyén k v6i 1 < k < n. Mbi tap con
clia A c6 k phan tir d gc goi 12 mot té hop chap & clia n phan tir
clia A (goi tat 1a mot t6 hop chap k cha A).
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Nh vay lap mot t6 hop chap k ciia A chinh 1a 1ay ra k phan tir cia A (khong
quan tam dén thu tu).

Viét tat c4 céc t6 hop chdp 3 ciatap A = {a, b, ¢, d}.

b) S6 cac té hop

Ki hieu CX (hoac (7)) 1a s6 cdc t6 hop chap k cia mot tap hgp c6 n phan tit.

DINH Li 3

S6 céc t6 hgp chap k cia mot tap hop c6 n phan tir (1 <k <n) 1a

AN D =2).n—k+1)
ch=gp otk g,

Chiing minh

Mai céch sap thi tu cdc phan tir cia mot t6 hop chéap k ctia A cho ta mot chinh
hop chap k cua A. N6i cach khic, mdi hoan vi cia mot t6 hop chap k cua A
cho ta mot chinh hop chap & clia A. Vay tir mot t6 hop chap & clia A ta lap
d oc k! chinh hgp chap k clia A. Vay ta ¢

A - -2 -k +1)
k _ o~k k_ By _
A, = C,k! hay C, = s A . O
CHUY
V6i 1 < k < n, tacé thé viét cong thic (3) d 6i dang
k n!

-0 . 4
o k!(n—k)! @)

Taquy 6c C) =1 (coi & 1at6 hop chap 0 clia tap hop c6 n phan
tu). VGi quy Gc nay cong thic (4) cling ding véi k = 0. Vay cong
thic (4) ding v6i moi s6 nguyén k thoa man 0 < k < n.
Vi du 6. Trong mit phang cho mot tap hop P géom 7 diém, trong d6 khong cé
3 diém nao thang hang. Hoi c6 bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh déu thuoc P ?
Gidi
V6i méi tap con gébm 3 diém bat ki clia P, ta tao d gc mot tam gidc v6i cdc
dinh 12 3 diém d6. Ng oc lai, mdi tam gidc c¢6 3 dinh thuoc P t ong tng véi



mot tap con gém 3 diém ctia P. Vay s6 tam gidc c6 3 dinh thuoc P chinh béing
s6 céc t6 hop chap 3 clia tap P, tiic 1a bang

3 7.6.5

C = 3 - 35.
Trong mot s6 bai toan d€m phiic tap hon, ta can phoi hgp st dung céac cong
thiic vé t6 hop va quy tic nhan.
Vi du 7. Trong mdt 16p ¢6 20 hoc sinh nam va 15 hoc sinh nit. Thay gido cht
nhiém can chon 4 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nit di tham gia chién dich
"Mua hé xanh" cta Doan Thanh nién Cong san H6 Chi Minh. Hoi ¢6 bao
nhiéu cach chon ?
Gidi
20.19.18.17

2 4
Taco G =—5373

= 4845 cach chon 4 hoc sinh nam trong s6 20 hoc

15.14.13
1.2.3

15 hoc sinh nit. Theo quy tac nhan, s6 cdch chon 1a
4845 . 455 =2204475.

sinh nam va c6 C%S = = 455 céach chon 3 hoc sinh nit trong so

4. Hai tinh chét co ban ctia s6 C*

a) Tinh chat 1

Cho s6 nguyén d ong n va s6 nguyén k v6i 0 < k < n. Khi d6
ct=crk

Chitng minh
n! n!

n! ! !
(n—=K!(n—-(n-k)) - (n—Ik)k!"

’ k _ : n—k _
Ta co Cn —m, Cn =

Do dé Ck = '+,

b) Tinh chat 2 (hing dang thic Pa-xcan)

Cho cac s6 nguyén n vak v6i 1 <k <n.Khi d6

k k k—1
ck  =ck 4kt

n+l =
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Chiimg minh

) k-1 _ n(n—=1D..(n—k+2) k_nn—=D.(n-k+1)
Ta co C, = * =11 , C, = Zl
Vay
Cﬁ N Cﬁ_l _ nmn-10.n—-k+D)+kn(n-1..(n -k +2)
k!
_nn-D.(n-k+2)(n-k+1+k)
B k!
_(m+Dn..(n—k+2) ck
- — ~n+lc

k!

~ ?m - ~

Cauhdiv b itap
C6 bao nhiéu kha ning c6 thé xay ra doi véi thi tu gifta cdc doi trong mot
gidi bong da c6 5 doi bong ? (Gia sir rang khong c6 hai doi nao c6 di€ém
trung nhau).
Gia slr 6 8 van dong vién tham gia chay thi. Néu khong ké tr ong hop c6 hai
van dong vién vé dich cing mot lic thi c6 bao nhiéu két qua c6 thé xay ra
d6i v6i cac vi tri thit nhat, thit nhi va thi ba ?
Trong mit phang cho mot tap hop P gom n diém. Hoi :

a) C6 bao nhiéu doan thang ma hai dau miit thuoc P ?

b) C6 bao nhiéu vecto khac vecto 0 ma diém diu va diém cu6i thuoc P ?
Trong mot Ban chdp hanh doan gébm 7 ng oi, can chon 3 ng 6i vao ban
th ong vu.

a) Néu khong c6 su phan biét vé chiic vu cua 3 ng i trong ban th dng vu thi
¢6 bao nhiéu cach chon ?

b) Néu can chon 3 ng 06i vao ban th ong vu véi cac chic vu : Bi th , Pho Bi
th , Uy vién th ong vu thi ¢ bao nhiéu cach chon ?



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Luyén tap

Mot bai thi trac nghiém khach quan gom 10 cau. Mdi cau ¢6 4 ph ong an tra
10i. Hoi bai thi d6 c¢6 bao nhiéu ph ong an tra 16i ?

C6 bao nhiéu so tu nhién c6 6 chix
sO va chia hét cho 5 ?

Xét mang d ong noi cac tinh A, B,
C,D,E, F, G, trong d6 so viét trén
mot canh cho biét s6 cond ong
noi hai tinh ndm & hai ddu mut
cta canh (h. 2.2). Hoi c6 bao nhiéu
céch di tir tinh A dén tinh G ? Hinh 2.2

Xét so d6 mang dién & hinh 2.3 ¢6 6 cong tac khac nhau, trong d6 mdi cong
tac o 2 trang thai dong va mo.

A / / / B
*-—] —————0 Q
P
/ / /
C D
Hinh 2.3

Hoi c6 bao nhiéu cach dong - md 6 cong tic dé€ mang dién thong mach tir P
dén Q (tic la c6 dong dién tir P dén Q) ?

Mot cudc thi c6 15 ng &i tham du, gia thiét rang khong c6 hai ng di nao c6
diém béang nhau.

a) Néu két qua clia cuoc thi 12 viéc chon ra 4 ng oi diém cao nhat thi c6
bao nhiéu két qua c6 thé ?

b) Néu két qua ctia cudc thi l1a viéc chon ra cac giai nhat, nhi, ba thi c6 bao
nhiéu két qua c6 thé ?

Trong mot da hoi cu6i nim & mot co quan, ban t6 chitc phat ra 100 vé x4 s6
ddnh so tr 1 dén 100 cho 100 ng oi. X6 s6 ¢6 bon gidi : 1 gidi nhat, 1 gidi
nhi, 1 giai ba, 1 giai t . K&t qua la viéc cong bd ai tring giai nhat, giai nhi,
giai ba, giait . Hoi :

a) C6 bao nhiéu két qua c6 thé ?
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15.

16.

1.
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b) C6 bao nhiéu két qua co thé, néu biét ring ng i gilt vé s6 47 d ¢c giai nhat ?

¢) C6 bao nhiéu két qua c6 thé, né€u biét rang ng i gilt vé s6 47 tring mot
trong bon giai ?
Mot t6 ¢6 8 em nam va 2 em nit. Ng 0i ta cin chon ra 5 em trong t6 tham du

cudc thi hoc sinh thanh lich clia tr ong. Yéu cu trong cac em d oc chon,
phai c6 it nhat mot em nit. Hoi c6 bao nhiéu cach chon ?

Mot nhém hoc sinh ¢6 7 em nam va 3 em nit. Ng 0i ta cAn chon ra 5 em trong
nhém tham gia dong dién thé duc. Trong 5 em d ¢c chon, yéu ciu khong c6
qua mot em nit. Hoi ¢ bao nhiéu cach chon ?

NHI THUC NIU-TON

Cong thirc nhi thirc Niu-ton
Ta da biét cac hang dang thic

(a+b)* =d* +2ab+ b,

(a+b)° =d° +3d*b +3ab® + b°.
Cac hé s6 trong khai trién (a + b)2 theo thit tu tir trdi qua phai la 1= cy;
2 =Ch;1=C3ticla (a +b)* = Cya® + Chab + Cib*.
Ciché sO trong khai trién (a + b)° theo thd tu tir trdi qua phai 1a 1=CY;
3=C}; 3=C3;val=C3ticla (a+h)’ =Cia’ +Cya*b+ Ciab® + CIb°.

Téng quét, ng Oi ta chitng minh d ¢c réng :

(a+b)" =C%" +Cla" b+ ...+ Ca"Fbk + L+ CD"

n
Z Cka"*p* (quy Gca®=b"=1).

Cong thic nay d ¢c goi 1a cong thire nhi thire Niu-ton (goi tat 1a nhi thire
Niu-ton).



Vi du 1. Tinh hé s6 ctua x12y13 trong khai trién (x + y)25 .
Gidi
25!

Theo cong thiic nhi thic Niu-ton, hé s6n y 1 Clzi- =

Vi du 2. Tim hé s6 cha x° trong khai trién (3x — 4)°.

Giai

Ta c6 (Bx — 4)5 =(3x+ (—4))5. Theo cong thic nhi thic Niu-ton, s6 hang
chita x> 1 C2(3x)°.(—4)*. Vayhe ssca x* 1 10.3%. (-4)* = 4320.

El Tim hé s6 cla X2 trong khai trién (3x — 4)5 .

Vi du 3. Viét khai trién (x — 2)°.
Gidi
Theo cong thitc nhi thitc Niu-ton
6 6
(x=2° =2+ =D Ce(-2" 1" = > aqxt véiq, = Ci(-2)°F.

k=0 k=0
Tinh theo cong thitc n vy, ta c6

ay = 64 ; a = 6.(-2) = -192;
a, =15.2% =240; a3 =20.(-2)* = -160;
a, =15.22 =60; a5 =6.(-2) = -12; ag = 1.
Vay (x —2)% = x® —12x° + 60x* —160x> + 240x% — 192x + 64.
Vidu 4. Goi T'1 s6 cac tap con (ké ca tap réng) ciia mot tap hop ¢ n phén ti.
Ching minh rang T = 2".
Gidi
Vé6i mdi s6 nguyén k (1 < k < n), s6 tap con c¢6 k phan tlr cua tap hop c6 n

phan tir 1 Cﬁ . Vi ¢6 diing mot tap con (tap réng) c6 0 phan tor v CS =1nén
n
T=Y Ck (1)
k=0
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Trong cong thitc nhi thic Niu-tondata=b=1,tad oc

2”=(1+1)”=Zn:c,’;. )
Tu(l)va(2)tad gc T =2". 0
Tam giac Pa-xcan
Trén day ta thdy muon khai trién (a + b)" thanh da thic, ta can biét n + 1 s6

Cg, Cll, C%, s CZ_], C, c6 mat trong cong thiic nhi thic Niu-ton. Cic s6

ndy c6 thé tinh d oc nhd cong thic (4) & 2. Ngoai ra con c6 thé tim d oc
chiing bang cach str dung bang s6 sau day :

1 3 3 1
1 4

6 4
N N NSNS
6 15 20 15 6

1

Bang s6 nay do nha toan hoc Phap Pa-xcan thiét 1ap vao nam 1653 va d gc
ng Oi ta goi la tam giac Pa-xcan.

Tam gidc Pa-xcan d oc lap theo quy luat sau :
—DPinh d gc ghi s6 1. Tiép theo 1a hang tha nhat ghi hai s6 1.

— Néu biét hang tht n (n > 1) thi hang thi n + 1 ti€p theo d oc thiét
lap bang cdch cong hai s6 lién ti€p clia hang thit n roi viét két qua
xuong hang d Gi & vi tri gitta hai s6 nay. Sau d6 viét s6 1 & dau va
cudi hang.
Chang han, khi c6 hang thit nam ta thiét 1ap hang thtt sdu nh sau : Theo thi
tu tir trai sang phai, ta 1y 1 + 5 = 6 va viét s6 6 xuoéng hang d 6i & vi tri gitta
sO 1 vaso5;lay 5+ 10 =15 va viét s6 15 xuéng hang d 6i & vi tri gitta s6 5
va s6 10 ; 1ay 10 + 10 = 20 va viét s6 20 xuéng hang d 6i & vi tri gitta s6 10
va s0 10 ; 18y 10 + 5 = 15 va vi€t s6 15 xuong hang d 6i 6 vi tri gitta s6 10 va



s0 5; 14y 5 + 1 = 6 va viét s6 6 xuong hang d i & vi tri gitta s6 5 va so 1.
Cudi cung viét s6 1 & diu va cudi hang (xem bang s0 trén).

@ Dién tiép tuc cac s6 v o cac h ngthirbdy v thutam trong bang sé trén.

Nhdn xét
Xét hang thit nhat, ta c6
1=C?, 1=C.
hang tht hai, ta c6
1=C), 2=C), 1=C3.
hang thit ba, ta c6
1=C), 3=¢C;, 3=C;, 1=0C;.
Mot céch téng quét, tir tinh chat 2 cla s Cﬁ (hiang dang thic Pa-xcan) va
cach thiét 1ap tam giac Pa-xcan, ta c6

Céc s6 & hang thi n trong tam giac Pa-xcan 1a day gom n + 1 s0

0 1 2 n—1 n
c.cl,c2,...clc

n

Cauhoiv b itap
17. Tim hé s6 ctia x'"'y* trong khai trién (2x — 3y)*%.
18. Tinh hé s6 cua X y8 trong khai trién (x + y)13.
19. Tinh hé s6 clia x’ trong khai trién (1 + x)'!.

20. Tinh hé s6 cha x° trong khai trién (2 — x)'°.

Luyen tap

21. Khai trién (3x + ' cho t6i x°.
22. Tim hé s6 cua x’ trong khai trién ctia (3 — 2.

23. Tinh hé s6 cua X% ylo trong khai trién cta (x> + xy)ls.
s oo - 1Y .
24. Biét rang hé so cia x" 2 trong khai trién (x - Zj bang 31. Tim n.
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Q“n' 0/’3

Ly 0" ~ a7 ryg ~ PN -
MOT SO MAU CHUYEN VENH TOAN HOC
PA-XCAN (PASCAL)

1. H6i nhd Pa-xcan rat ham mé Hinh hoc. Nh ng vi Pa-xcan
rat yéu nén cha 6ng khéng muén cho éng hoc Toan. Cha
ong gidu hét cac sach v3 va nhiing gi lién quan téi Toan.
Thé la Pa-xcan phai tu may mo xay dung nén mén Hinh
hoc cho rieng minh. Ong v& cac hinh va tu dat tén cho
chung. Ong goi d dng thdng la "cay gay", d dng tron 1a
"cai banh xe", hinh tam giac la "th &c thg", hinh chii nhat
la "mat ban".... Ong da tim ra va chiing minh d dc rat
nhiéu dinh Ii ctia Hinh hoc trong d6 c6 dinh Ii : "Téng cac
. gbc clia mét th 6c tho bang nlra téng cac goc clia mot mat
Blaise Pascal (1623-1662)  pan". Nam &y Pa-xcan méi 12 tudi.

2. Nam 16 tudi, Pa-xcan cong b mét cong trinh toan hoc : "Vé thiét dién clia d ong
conic", trong d6 6ng da chiing minh mét dinh Ii néi tiéng (sau nay mang tén 6ng) va
goi d6 1a "Binh Ii vé luc giac than ki". Ong rat ra 400 hé qua tir dinh If nay. Nha toan
hoc va triét hoc vi dai luc bay gid |a Dé-cac (Descartes) danh gia rat cao cong trinh
toan hoc nay va néi rang : "Toi khéng thé t dngt ong ndi mot ng &i dang & tudi thiéu
nién ma lai c6 thé viét d oc mot tac phdm I6n nh vay".

3. Nam 17 tudi, thay cha (mot ké toan) phai lam nhiéu tinh toan vat va, Pa-xcan da nay ra
y dinh ché tao mét chiéc may tinh. Sau 5 nam lao dong cang thdng miét mai, 6ng da ché
tao xong chiéc may tinh 1am d oc bén phép tinh cdng, tri, nhan, chia, tuy rang ch a
nhanh 1&m. D6 | chiéc may tinh déu tién trong lich st nhan loai. D& ghi nhé cong lao
nay, tén clia 6ng da d dc dat cho mét ngon ng(t 1ap trinh, 1a ngdn ngl &p trinh Pa-xcan.
4. Vao nam 1651, khi Pa-xcan 28 tudi va d dc ca chau Au ton vinh 1a than déng, 6ng
nhan d dgc mét blc th cla nha quy toc Phap B3 Mé-ré (De Méré) nha ong gidi dap
mot s& van dé rac réi ndy sinh trong cac trd choi danh bac. Pa-xcan da "toan hoc
hod" cac tro chaoi c6 bac nay, nang lIén thanh nhiing bai toan phic tap hon va trao
déi van dé nay v6i nha toan hoc Phéc-ma. Nhiing cudc trao déi d6 da khai sinh ra
Li thuyét xac suét — Li thuyét toan hoc vé cac hién't dng ngau nhién.

5. Sau khi cha mét, chi gai bd di tu, lai thém 6m dau bénh tat, Pa-xcan chan ch ong tat ca.
Ong bd Toan hoc, ddm chim vao nhiing suy t Vvé tin ng &ng va nghién ciu Than hoc.
Vao mot dém dau mua xuan nam 1658, mét con dau rang dit déi lam Pa-xcan khong
ngt d dc. D& quén dau, 6ng tap trung suy nghi vé bai toan d dng xycldit, mot bai toan
kh6 dang thu hat sy quan tdm cla nhiéu nha toan hoc luc do. Ki la thay, 6ng da giai
d dc bai toan d6 va sang hom sau ciing khoi ludn bénh dau rang. Ong nghi rng day 1a
mot thong diép cla Chua nhac nhd rang 6ng khdng d dc quén va rdi bd Toan hoc. Va
thé 1a sau bon nam di theo con d dng tin ng ng ton gido, Pa-xcan lai quay vé véi Toan hoc.
6. Khong chi 1a mét nha toan hoc thién tai, Pa-xcan con la mét nha vat Ii hoc néi
tiéng, la nha van, nha t t ng 16n. Ngay nay ng &i ta th dng nhac dén cac cau noéi
cla Pa-xcan nh :"Con ng d&i chi la mét cay say, mot vat rat yéu dudi cla tu nhién,
nh ng la mot cay say biét suy nghi " va "Trai tim c6 nhiing Ii I8 ma Ii tri khong giai
thich d oc".

Pa-xcan mat khi méi 39 tudi. Ong d dc coi la mét trong nhiing nha bac hoc 16n clia nhan loai.




B. XAC SUAT

Trong thuc tién, chding ta th ong gap nhiing hién t ong ngiu nhién. D6 1a
nhitng hién t ong (bién ¢&) ma ching ta khong thé du bio mot cach chéc chin
la n6 xay ra hay khong xay ra.

Li thuyét xac suét 1a bd0 mon toan hoc nghién ctu cac hién t ong ngau nhién.
Su ra doi cuia i thuyét xdc suat bat ddu tir nhitng th  tir trao d6i gitta hai nha
todn hoc vi dai ng o1 Phép la Pa-xcan (1623-1662) va Phéc-ma (1601-1665)
xung quanh cach giai ddp mot s6 van dé rac roi ndy sinh trong cdc trd choi co
bac ma mot nha quy toc Phap dat ra cho Pa-xcan. Nam 1812, nha toidn hoc
Phdp La-pla-xo di du bdo ring "Mon khoa hoc bat ddu tir viéc xem xét céc
tro choi may ri nay sé hita hen tré thanh mot d6i t gng quan trong nhat cua
tri thie loai ng oi1".

Ngay nay li thuyét xac suat da trd thanh mot nganh toan hoc quan trong, d gc
uing dung trong rat nhiéu linh vuc ctia khoa hoc tu nhién, khoa hoc xa hoi,
cong nghé, kinh té€, y hoc, sinh hoc,...

BIEN CO VA XAC SUAT CUA BIEN CO

1. Bién co

a) Phép thir ngau nhién v Kkhong gian mau

. . N , z (¢ A g
Khi gieo mot con suc sact ), sO cham

trén mat xudt hién d oc coi la két qua
cla viéc gieo stic sic. Ta nhan thay
rang rat kho doédn tr 6c d oc két qua
clia moi 1an gieo. N6 c6 thé 1a bat ki
mot con sO nao trong tap hop {1, 2, 3,
4,5, 6}. Ta goi viéc gieo con sdc sic
ndi trén 1a mot phép thlr ngau nhién.

(*) Con stic sic 1a mot khai 1ap ph ong ma sdu mat 1an 1 ot ¢6 1,2, ..., 6 cham. Mit c6 k cham goi
1a mat k cham.
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Phép thir ngau nhién (goi tit 1a phép thir) 1a mot thi nghiém
hay mot hanh dong ma :

— Két qua cta n6 khong doan tr 6¢c d oc;

— C6 thé x4c dinh d ¢c tap hop tit ca cdc két qua c6 thé xay ra
cua phép thir do.

Phép thit th ong d oc ki hiéu boi chit 7.

Tap hop tét ca cdc két qua c6 thé xay ra clia phép third oc goi la
khong gian mau ctia phép thir va d oc ki hiéu boi chit Q (doc
la 6-mé-ga).

Vi du 1. Khong gian mau cua phép thir "Gieo mot con stc sac" 1a tap hop
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Vi du 2. Xét phép tha T 1a "Gieo hai
dong xu™ phan biét". Néu diing ki hiéu S
dé chi dong xu lat sap (mat sap xuat hién)
va N dé chi déng xu lat ngira thi khong
gian mau cua phép thu trén la

Q = {SN, SS, NN, NS}.

[H1| Cho phép thir T | "Gieo ba déng xu phan biét". Hay cho biét khong gian mau
clia phép thir do.

b) Bién co
Vidu 3. Gia st T 1a phép thir "Gieo mot con stic sac".
Khong gianmau la Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Xét bién co (hay su kién) A : "S6 cham trén mat
xuat hién 1a mot s6 chan". Ta thdy viéc xay ra hay
khong xay ra bién c6 A tuy thudc vao két qua cua 7.
Bién c6 A xay ra khi va chi khi két qua cta T 1a 2,
hoac 4, hoac 6. Cac két qua nay d oc goi la cac két
qua thuan 1gi cho A. Do d6 bién c6 A d gc mo ta boi

tap hop Q, = {2, 4, 6}, d6 1a mot tap con cua Q.

Bién c6 A @ oc goi la bién c6 lién quan dén phép thir 7.

(*) Dong xu 1a dong tién kim loai c6 hai mit, trén mot mat c¢6 ghi gia tri cia dong tién : ng i ta
th ong goi d6 la mat nglra. Mat kia 1a mat sép.
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Mot cdch téng quat :

Bién c6 A lién quan dén phép tha T 1a bién ¢6 ma viéc xay ra
hay khong xay ra ctia A tuy thudc vao két qua ctia 7.

Moi két qua ctia phép thir T 1am cho A xay ra, d oc goi 1a mot
két qua thuan loi cho A.

Tap hop céc két qua thuan loi cho A d oc ki hiéu 1a Q, . Khi d6

ng Oitandi bién co A d ¢c mo ta béi tap Q, .

@ Xét bién ¢6 B : "S6 chdm trén mat xuét hién | mét s6 18" v bién c6 C : "S6
chdm trén mat xuét hién | mot s6 nguyén t6". Hay viét ra tap hgp Qp mo ta bién cé
Bv tap hop Q. mo ta bién c6 C.

— Bién c6 chdc chdn 12 bién cd luon xay ra khi thuc hién phép thir T. Bién c6
chic chan d oc mo ta bdi tap Q vad gc ki hieula Q.

— Bién co khong thé 1a bién co khong bao gid xay ra khi phép thit T d oc
thuc hién. R& rang khong ¢6 mot két qua thuan lgi ndo cho bién c6 khong thé.
Bién c6 khong thé d gc mo ta boi tap & va d oc ki hiéu 1a &.

Xac suat cua bién co

Trong cudc song hang ngay, khi néi vé bién c6 ta th ong néi bién c6 nay co
nhiéu kha nang xay ra, bié€n cd kia c6 it kha nang xay ra, bién c6 nay c6 nhiéu
kha nang xay ra hon bién c6 kia. Toan hoc da dinh 1 gng hoa cac kha nang
nay bang cach gan cho mdi bién c6 mot s6 khong am, nho hon hay bang 1 goi
1a xdc sudt cua bién c6 dé. Xac sudt cta bién c6 A d oc ki hiéu 1a P(A). N6
do 1 ong kha nang khach quan su xuat hién cua bién c6 A.

a) Dinh nghia c6 dién cua xac suat

Vi du 4. Gia stt T 1a phép thtt "Gieo hai con stc sac". Két qua cua T 1a cap s6
(x; ), trong d6 x va y t ong ting 1a két qua cta viéc gieo con stic sic thi nhat
va thit hai. Cac két qua c6 thé xdy ractia T d oc cho trong bang sau day :

y
(x3y) 1 2 3 4 5 6
X
1 (I;H |1 Ad;2) | d;3) | d;4 | A5 | d:6)
2 2;D | 252 | 2:3) | 249 | 255 | 2:6)
3 G:D | (352 | 3:3) | 3:4 | 3:5 | (3:6)
4 @4;D | (4;2) | 4:3) | (454 | (4:5) | 4:6)
5 G 16532 1553 [ G4 | (535 | (556
6 6,1 | (6;2) | (6:3) | (6,4 | (655) | (6,6)
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Khong gianmaucuaTla Q ={(1;1),2;1),3; 1D, @& ;1),(5;1),(6; 1), ..,
(1;6),(2:;6),(3:6),(4;6),(5;6), (6;6)}. Phép thit T c6 36 két qua c6 thé.
Néu con suc sic d ¢c ché tao can d6i thi cdc mat clia con stic sac déu c6 cung
kha nang xudt hién. Ta n6i 36 két qua cua T la dong khd ndng.

Xét bién ¢6 A : "Téng s6 chdm trén mat xuat hién clia hai con sic sac 1a 7".
Tap con Q, cic két qua thuan lgi cho A 1a

Q ={(1:;6),(2;5),3:;4),4;3),(5;2),(6; D}
Khi dé ti s6 3—66 = % d oc coi la xac suat cua A.

Mot céch tong quat :

DINH NGHIA
Gia su phép thi T c6 khong gian mau Q la mot tap hitu han va
cac két qua cua T 1a dong kha nang. Néu A 1a mot bién ¢6 lién
quan v6i phép thu T va Q, 1a tap hop cac két qua thuan loi cho
A thi xac suat ciia A 1a mot so, ki hiéu 1a P(A), d oc xdc dinh
bdi cong thiic

|2

o=t

Nh vay, viéc tinh x4c sudt cta bién c6 A trong tr dng hop nay d oc quy vé
viec dém so két qua co thé ctia phép thir T va so két qua thuan 1gi cho A.

CHUY
Tur dinh nghia trén ta suy ra
e 0<PA)<I1;

e P(Y) =1, P(©D) =0.

Vi du 5. Mot vé x6 s6 ¢6 4 chit s6. Khi quay s6, néu vé ban mua ¢6 so triing
hoan toan véi két qua thi ban tring giai nhat. Néu vé ban mua c6 ding 3 chit
s6 triing v6i 3 chit s6 clia két qua (ké ca vi tri) thi ban tring giai nhi. Ban An
mua mot vé X6 s6.

a) Tinh x4c suat dé An tring giai nhat.

b) Tinh x4c suat dé An triing giai nhi.



Gidi
a) S6 két qua ¢6 thé 1a 10* =10 000 va chi c6 mot két qué tring véi s6 vé clia

An. Do d6 xac suat tring giai nhat ctia An la =0,0001.

1
10000

b) Gia sur s6 vé ctia An la abcd . Cac két qua trung v6i ding 3 chit s6 ctia An
l1a abct (t # d) hoac abtd (t # c) hoac atced (t # b) hoac thed (t # a).

Vimoi tr ong hop trén déu c6 9 kha nang nén ¢6 9 + 9 + 9 + 9 = 36 két qua
6doé vé cua An tring giai nhi. Do d6 xdc sudt tring giai nhi cua An la
36

m = 0,0036

Vi du 6. Mot ¢6 bai td lo kho gdm 52 quan bai chia thanh bon chat : ro, co
(mau do), pich va nhép (mau den). Mdi chat ¢6 13 quanbaila: 2,3,4,5,6,7,
8,9,10,J,Q, K, A (doc Ia at). Bon quan 2 (gébm 2 ro, 2 co, 2 pich va 2 nhép)
lam thanh mot bo 2 ; bon quan 3 (gom 3 10, 3 co, 3 pich va 3 nhép) lam thanh
mot bo 3 ; ... ; bon quan 4t (gom 4t ro, at co, at pich va at nhép) lam thanh
mot bo at.

Chon ngiu nhién 5 quan bai. Tinh xdc suit dé trong 5 quan bai do ta cé
mot bo.

Gidi
S6 két qua co thé 1a ng. S6 két qua trong d6 ¢6 mot bo 2 bang s6 cach chon

mot quan bai trong s6 52 — 4 = 48 quan con lai (khong phai la quan 2). Vay
c6 48 két qua trong d6 c6 mot bo 2. T ong tu c6 48 két qua trong d6 c6 mot

bd 3 ; ...; c6 48 két qua trong d6 c6 mot bo at. Vi co tat ca 13 bo, nén s6 két
qua trong d6 c¢6 xuat hién mot bo 1a 13 . 48 = 624. Do d6, xac suat can tim la
624
—~ 0,00024.
Cs2
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b) Pinh nghia thong ké cua xac suat

Trong dinh nghia c6 dién clia x4c sudt, ta can gia thiét phép thir T c6 mot s6
hitu han cac két qua c6 thé va céc két qua nay 1a dong kha nang. Nh ng trong
nhiéu tr ong hop, gia thiét dong kha nang khong d oc thod man. Chang han
khi gieo mot con suc sic khong can d6i thi cdc mat clia con suc sac khong c6
cung kha nang xuat hién. Trong tr ong hop d6 ta su dung dinh nghia sau day
goi la dinh nghia thong ké ctia xac sudt.

Xét phép thlr T va bién c6 A lién quan dén phép thir d6. Ta tién hanh lap di lap
lai N 1an phép thu T va thong ké xem bién ¢ A xuét hién bao nhiéu lan.

S6 1an xuét hién bién c6 A d oc goi 1a tan s6 cta A trong N 1an
thuc hién phép thu T.

Ti s6 giita tAn s6 cua A v6i s6 N d oc goi 1a tan suat cia A trong
N 1an thuc hién phép thu T.

Ng 0i ta ching minh d ¢c rang khi s6 1an thir N cang 16n thi tn suat ctia A
cang gan véi mot s6 xdc dinh, s6 d6 d oc goi 1a xac suat cua A theo nghia
thong ké (s6 nay ciing chinh 1a P(A) trong dinh nghia c6 dién ctia x4c sudt).
Nh vay, tan sudt d gc xem nh gia tri gan ding cua xac suét. Trong khoa
hoc thuc nghiém, ng oi ta th ong lay tan suat lam xdc suat. Vi vay tan sudt
cond oc goi la xdc sudt thuc nghiém.

Vi du 7. Néu ta gieo mot dong xu can d6i thi xdc suat xudt hién mat ngua
12 0,5. Buyp-phong (Buffon), nha toan hoc ng i Phap thé€ ki XVIII, da thi
nghiém viéc gieo déng xu nhiéu 1an va thu d gc két qua sau :

AL e Tan s6 xuat hién Tan suat xuat hién
So lan gieo y N ° N :
mat ngua mat ngua
4 040 2048 0,5070
12 000 6019 0,5016
24 000 12012 0,5005

Vi du 8. Mot cong ti bao hiém nhan tho di théng ké d oc trong 100 000 dan
ong 50 tudi c6 568 ng di chét tr Gc khi b dc sang tudi 51 va trong 100 000
phu nit 50 tudi c6 284 ng i chét tr dc khi b dc sang tudi 51. Khi d6 xdc suat



thuc nghiém dé mot ng i dan 6ng 50 tudi chét tr 6c khi b 6c sang tudi 51
568
100000

N

la

= 0,00568 va xdc suat thuc nghiém dé mot ng oi phu nit 50 tudi

284

hét tr 6ckhib 6 tudi 51 12
chét tr 6c khi b 6c sang tuoi 51 la 100000

=0,00284.

Bl Gieo con suc sac 50 lan. Ghi lai két qué cla viéc gieo n y v tinh tan suét
xuét hién méi mat 1, 2, 3,4, 5, 6 chdm.

S6 cham xuat hién Tan so Tan suat
1
2
3
4
5
6

Cauhoiv b itap
25. Chon ngau nhién mot s6 nguyén d ong khong 16n hon 50.

a) Mo ta khong gian mau.

b) Goi A la bién c6 "S6 @ oc chon 1a s6 nguyén t6". Hay liét ké cac két qua
thuan 1gi cho A.

¢) Tinh xac suat cua A.
d) Tinh x4c suit dé s6 d oc chon nho hon 4.
26. Chon ngu nhién mot s6 nguyén d ong nho hon 9. Tinh xdc suat dé :
a) S0 d oc chon la s6 nguyén to ;
b) S6 d oc chon chia hét cho 3.

27. Danh sach 16p cia H ong d@ ¢c danh s6 tir 1 dén 30. H ong c6 s6 tha tu 1a 12.
Chon ngau nhién mot ban trong 16p.

a) Tinh xdc sudt d€ H ong d oc chon.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.
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b) Tinh x4c suat dé H ong khong d oc chon.

c) Tinh xdc sudt dé mot ban c6 s6 thit tu nhd hon s thi tw cia H Ong
d oc chon.

Gieo hai con stic sac can doi.

a) Mo ta khong gian mau.

b) Goi A 1a bién c6 "Tong s6 chdm trén mat xuét hién cha hai con siic sic nho
hon hoac bang 7". Liét ké cédc két qua thuan loi cho A. Tinh P(A).

¢) Ciing hoi nh  trén cho cac bién ¢6 B : "Co6 it nhat mot con stic sac xuét hién
mat 6 chadm" va C : "C6 ding mot con stic sac xuat hién mat 6 cham'".

Chon ngau nhién 5 ng &i c6 tén trong mot danh sach 20 ng 6i d ¢gc danh s6
tr 1 dén 20. Tinh x4c sudt dé 5 ng oi d oc chon c6 s6 thit tw khong 16n hon
10 (tinh chinh xac d&n hang phan nghin).

Luyén tap

Chon ngéu nhién 5 hoc sinh ¢6 tén trong mot danh sach d ¢c danh s6 thit tu tir
001 dén 199. Tinh x4c suat dé 5 hoc sinh nay c6 s6 thit tu :

a) T 001 dén 099 (tinh chinh xdc dén hang phan nghin) ;

b) T 150 dén 199 (tinh chinh x4dc dén hang phan van).

Mot tii dung 4 qua cau do, 6 qua cau xanh. Chon ngau nhién 4 qua cau. Tinh
x4c suat dé trong bon qua dé c6 ca qua mau dé va mau xanh.

Chiéc kim ctia banh xe trong trd choi "Chi€c nén ki diéu" c6 thé ding lai &
mot trong 7 vi tri v6i kha nang nh nhau. Tinh x4c suat dé trong ba lan quay,
chiéc kim cua banh xe d6 lan 1 ot dung lai & ba vi tri khac nhau.

Gieo dong thoi hai con stic sic can déi. Tinh x4c suat dé s6 cham xuat hién
trén hai con sic sac hon kém nhau 2.
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CUON SACH TIENG VIET VE XAC SUAT - THONG KE
XUAT BAN LAN DPAUTIENG N GC TA

Vao nam 1948 cuén sach "Théng ké th ong thirc"
d oc xuat ban tai chién khu Viét Bac, can ci dia cla cudc
khang chién chéng Phap (1945 - 1954) clia dan toc ta. Tac
gia cland lacé gidos Ta Quang Blu. Luc dé éng dang
gilr trong trach Thirtr dng Bé6 Quéc phong.

Cubn sach day 81 trang. Do diéu kién kh6 khan cla
cudc khang chién ltc dé nén n6 d dc in trén gidy xau,
mau vang nau, san xuat tai cac x 4&ng th cong trong ndi
riing Viét B4c. Cubn séach trinh bay céac kién thiic co ban
vé xac suét, théng ké va nhing (ing dung clia mén hoc

théng keé...".

Gido s Ta Quang B(u la
moét nha khoa hoc toan
nang, uyén bac, mdt can
bé l1anh dao c6 tdm nhin
chién | dc vé cac van dé
khoa hoc va gido duc cla
n 6c nha, mot nhan céach
I6n vGi 16i s6ng gian di
trong sang. Trén ¢ ong vi
Giam déc tr ang Pai hoc
Bach Khoa (1956 - 1961),
Bo tr dng Bo Dai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép
(1965 - 1976) 6ng da cé
nhiing déng go6p quan
trong trong céng cudc dao
tao d6i ngli can bd khoa
hoc va xay dung nén Dai
hoc Viét Nam.

TAQUANG BUU

THONGKE
THUONG THVC

i948

THIDUA YEUNUOCO

Ta Quang Blru
nay trong quan su. Trong L&i néi dau, tac gia viét : (1910 - 1986)
"Cudc thi dua yéu n Sc dat van dé théng ké ra mot cach

cép bach. Thuéat théng ké phéi d dc phé bién. Khoa hoc théng ké phai d oc nghién
cttu. Cac can bd cao cap phai biét ding théng ké, cac can bd trung cap phai biét lam
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CAC QUY TAC TINH XAC SUAT

Trong ti€t nay ta luon gia thiét cac bién c6 dang xét cung lién quan dén phép
thi T va céac két qua cua T 1a dong kha nang.

Quy tac cong xac suat

a) Bién co hop

“ Cho hai bién c6 A va B. Bién c6 "A hoac B xay ra", ki hiéu la

AU B, d gc goi la hop cta hai bién co A va B.
Néu , va 5 lan1 ot la tap hop cic két qua thuan loi cho A va B thi tap
hop céc két qua thuan lopichoAUBla , U ;.
Vi du 1. Chon ngau nhién mot hoc sinh trong tr dng em. Goi A 1a bién ¢ "Ban
d6 1a hoc sinh gioi Toan" va B 1a bién c6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi Van". Khi dé
A U B la bién c6 "Ban d6 la hoc sinh gioi Van hoac gioi Toan".
Mot cdch téng quat :
Cho k bién c6 A, A,, ..., A,. Bién c¢6 "C6 it nhiat mot trong cac
bién c6 A}, A,, ..., A, xay ra", ki hiéu la A, U A, U...U A,
d oc goi 1a hgp cua k bién co do.
b) Bién c6 xung khic
Cho hai bién c6 A va B. Hai bién ¢c6 A va B d oc goi la xung
khac néu bién c6 nay xay ra thi bién c6 kia khong xay ra.
Hai bién c6 A va B 1a hai bién c6 xung khic néuvachinéu , N 5 =3.

Vi du 2. Chon ngau nhién mét hoc sinh trong tr ong em. Goi A 1a bién c6
"Ban d6 la hoc sinh khoi 10", B 1a bién c6 "Ban do6 1a hoc sinh khoi 11". Khi
d6 A va B 1a hai bién ¢6 xung khéc.

[H1| H6i hai bign c6 A v B trong vidu 1 c6 phéil hai bién c6 xung khéc hay khéng ?



¢) Quy tic cong xac suat
Dé tinh x4c suét clia bién c6 hop, ta cAn dén quy tic cong x4c sudt sau day :

Néu hai bién c6 A va B xung khic thi x4c suat dé A hoic B xay
rala

P(A U B) = P(A) + P(B). (1)

Vi du 3. Mot chiéc hop c6 chin thé danh s6 tir 1 dé€n 9. Riit ngau nhién hai thé
roi nhan hai s6 ghi trén hai thé v6i nhau. Tinh xédc sudt dé két qua nhan d oc
la mot s6 chan.

Giai

Két qua nhan d g¢c la s6 chan khi va chi khi trong hai thé c6 it nhat mot thé
danh s6 chan (goi tat 1a thé chdn). Goi A 1a bién ¢6 "Rit d gc mot thé chin va
mot thé 1&", B 1a bién c6 "Ca hai thé d oc rit 1a thé chan". Khi d6 bién c6
"Tich hai s6 ghi trén hai thé 1a mot s6 chan"laA U B.

Do hai bién ¢6 A va B xung khac, nén P(A U B) = P(A) + P(B). Vi c6 4 thé

chan va 5 thé 1é nén

ta co
P(A)—%—ﬁ P(B)_C_i_i.
2 36° ¢z 36
Do do6
20 6 13
P(A O B):3_6+3_6=ﬁ.

Quy tic cong xéc sudt cho nhiéu bién c6 d oc phét biéu nh  sau :

Cho k bién c6 Ay, A,,...,A;, do6i mot xung khac. Khi d6

P(A, UA, U...UA) =P(A)+P(A) +..+P(4,). (2)

d) Bién co doi
Cho A 1a mot bién c6. Khi d6 bién c6 "Khong xay ra A", ki hiéu
1a A, d oc goi la bién ¢6 doi cia A.

Néu Q, 1a tap hop cic két qua thuan 1gi cho A thi tap hop cac két qua thuan
lgicho A 1a Q\ Q,. Tan6i A va A 12 hai bién c6 d6i nhau.
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CHUY

Hai bién c6 d6i nhau 12 hai bién c6 xung khac. Tuy nhién hai bién
c6 xung khic ch a chéc 1a hai bién ¢6 d6i nhau. Chang han trong
vidu 2, A va B 1a hai bién c¢6 xung khac nh ng khong phai 1a hai
bién c6 d6i nhau.

DINH Li

oo

Cho bién c6 A. X4c suat cua bién co doi A 1a

P(A)=1-P(A). (3)

Chiing minh
KihieuS=A U A.Do A va A 1a hai bién c6 xung khic nén theo cong thiic (1)
tacéd P(S) =P(A) + P(A). R6 rang bién ¢4 S luon luon xay ra nén S 1a bién c6
chac chan. Vay P(S) = 1. Suy ra
P(A)=1-P(A).

[H2]| Xét vi du 3. Tinh xac suét dé két qué nhan d oc la mot s6 Ié.
Vi du 4. Mot hop dung 4 vién bi xanh, 3 vién bi do va 2 vién bi vang. Chon
ngau nhién 2 vién bi.
a) Tinh x4c suat dé chon d oc 2 vién bi cing mau.
b) Tinh x4c suat dé chon d oc 2 vién bi khdc mau.
Gidi
a) Goi A 1a bién c6 "Chon d oc 2 vién bi xanh", B la bién c6 "Chon d oc 2
vién bi do", C 1a bién c6 "Chon d oc 2 vién bi vang" va H la bién c6 "Chon
d ¢c 2 vién bi cung mau". Tacé6 H= A U B U C va cac bién ¢6 A, B, C doi
mot xung khac. Vay theo cong thiic (2), ta ¢6

P(H)=P(Au BuUC) =P(A) + P(B) + P(C).

) ;6 3 G
Taco P(A)_C_S_%’P(B)_C_S_%’P(C)_C_%_%

6 3 1 5

Vay P(H)=%+%+%:§.



2.

b) Bién c6 "Chon d oc 2 vién bi khdc mau" chinh la bién c6 H . Vay theo
cong thic (3), ta c6

_ 5 13
P(H)=1-PH)=1-5=12

Quy tac nhan xac suat

a) Bién co giao

Néu Q, va Qg lan1 ot 1a tap hop cac két qua thuan loi cho A va B thi tap

Cho hai bién ¢6 A va B. Bién ¢6 "Ca A va B cung xay ra", ki hiéu
12 AB, d ¢c goi 1a giao cua hai bién co A va B.

hop céc két qua thuan loi cho AB1a Q4 N Q.

Vi du 5. Chon ngéu nhién mot hoc sinh trong tr ong em. Goi A 1a bién co
"Ban d6 1a hoc sinh gioi Toan", B 1a bién c¢6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi Van'".
Khi d6 AB 1a bién ¢6 "Ban d6 1a hoc sinh gidi ca Van va Toan".

Mot cdch téng quat :

Cho k bién c6 A}, Ay, .., A,. Bién c6 "Tat ca k bien co
AL Ay, Ay déu xay ra", ki hiéu Ia AAy Ay, d oc goi la
giao cua k bién c6 do.

b) Bién co doc lap

Hai bién c6 A va B d ¢c goi la doc 1ap v6i nhau néu viéc xay ra

hay khong xay ra clia bién c6 nay khong lam anh h dng téi xac
suat xay ra cua bién co kia.

AN

Vi du 6. Xét phép thu T 1a "Gieo mot dong xu lién ti€p hai 1an". Goi A 1a bién
c6 "Lan gieo thit nhat dong xu xuat hién mat sap", B l1a bién c¢6 "Lan gieo
thit hai dong xu xuat hién mat ngtra”". Khi d6 A va B 1a hai bién c6 doc lap
v6i nhau.

Nhdn xét. Néu hai bién c6 A, B doc 1ap véinhau thiA va B ; A v
B ciing doc lap véi nhau.

B;Zvﬁ

o7

Mot cdch téng quat :

Cho k bién c6 A}, A,, ..., A, ; kbién co nay d oc goi la doc lap
v6i nhau néu viéc xay ra hay khong xay ra ctia moi bién co
khong lam anh h 6ng t6i xac sudt xay ra cua cac bién c6 con lai.
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¢) Quy tac nhan xac suat
Dé tinh x4c sudt clia bién c6 giao, ta cin dén quy tic nhan xdc sudt sau day.

Néu hai bién c6 A va B doc lap v6i nhau thi

P(AB) = P(A)P(B). 4)

Nhdn xét. Tu quy tic nhan xdc suat ta thay : Néu P(AB) # P(A)P(B) thi hai
bién c6 A, B khong doc 1ap v6i nhau.

Cho hai bién c6 A v B xung khac.

a) Chumng té rang P(AB) = 0.

b) NéuP(A) > 0v P(B) > 0 thi hai bién ¢c6 A v B c6 doc lap véi nhau khéng ?

Vi du 7. Mot chiéc mdy c6 hai dong co I va II hoat dong doc lap vGi nhau.
Xdc suat dé dong co I va dong co II chay t6t 1an 1 ot 1a 0,8 va 0,7. Hay tinh
x4c suat dé :

a) Ca hai dong co déu chay tot ;

b) Ca hai dong co déu khong chay tot ;

¢) C6 it nhat mot dong co chay tot.

Giai

a) Goi A 1a bién c¢6 "Dong co I chay t6t", B 1a bién c6 "Pong co II chay tot",

C 1a bién c6 "Ca hai dong co déu chay t6t". Ta thay A, B 1a hai bién cd doc lap
v6i nhau va C = AB. Theo cong thic (4), ta c6

P(C) = P(AB) = P(A)P(B) = 0,8 . 0,7 = 0,56.
b) Goi D 1a bién c6 "ca hai dong co déu khong chay t6t". Ta thdy D = A B,
Hai bién c6 A va B doc lap v6i nhau nén
P(D) =P(A)P(B) = (1 - P(A)) (1 - P(B)) = 0,2 . 0,3 = 0,06.
¢) Goi K 1a bién ¢6 "c6 it nhat mot dong co chay tot", khi d6 bién c6 doi cua K
la bién co D.
Do d6 P(K)=1-P(D)=1-0,06=0,94.

Quy tic nhan x4c suét cho nhiéu bién ¢ d ¢c phdt biéu nh sau :

Néu k bién co A, A,, ..., A, doc lap véi nhau thi

P(A A, ... A) = P(A)P(A,) ... P(A,). (5)




34.

3S.

36.

37.

Cauhdiv b itap

Gieo ba dong xu can doi mot cach doc lap. Tinh xac
suat dé :

a) Ca ba dong xu déu sdp ;

b) C6 it nhat mot dong xu sap ;

¢) C6 diing mot dong xu sap.

Xdc suét ban tring hong tam ctia mot ng o1 ban cung
12 0,2. Tinh x4c suét dé trong ba 14n ban doc lap :

a) Ng i do ban tring hong tam ding mot 1an ;

b) Ng i d6 bén tring hong tam it nhat mot 1an.
Gieo hai dong xu A va B mot cach doc 1ap. Pong xu A ché tao can doi. Dong
xu B ché tao khong can d6i nén xac suat xudt hién mat sap gip ba lan xac suét
xuat hién mat ngira. Tinh x4c suat dé :

a) Khi gieo hai dong xu mot 14n thi ca hai déng xu déu ngura ;

b) Khi gieo hai déng xu hai lan thi hai 1an ca hai dong xu déu ngua.

Trong mot bai thi trac nghiém khach quan ¢6 10 cau. Méi cau ¢6 5 ph ong dn
tra 10i, trong d6 chi ¢c6 mot ph ong an ding. Mot hoc sinh khong hoc bai nén
lam bai bang céch v6i mbi cau déu chon ngau nhién mot ph ong én tra 10i.
Tinh xac sudt d€ hoc sinh d6 tra 1di khong ding ca 10 cau (tinh chinh xdc dén
hang phan van).

SU DUNG MAY TiNH BO TUI TRONG TiNH TOAN
TOHOPV XAC SUAT

Khi gidi cac bai toan t6 hop va xac suét, ching ta th dng phai tinh cac biéu thiic s&
c6 chra cac s6 dang n*, n!, Aﬁ, Cﬁ. May tinh bd tudi 1 mét céng cu hd tro déc luc
cho ta khi phai thuc hién cac tinh toan nay.

Da6i v6i may tinh CASIO fx-500 MS cach ding nh sau :

1) Dé tinh 1n* talan| ot an
n[ k(=]
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Vidu1.Tinh 4% Talan! otan

4[~]10[=]
Trén man hinh hién két qua 1048576.

2)Pétinh n!talan| ot an

n[SHIFT] [x!]

Vidu 2. Tinh 8!. Talan | ot an

8 BAIFT] [x1] [=]

Trén man hinh hién két qua 40320.
3) bé tinh Aﬁ talan| otan
n k[=]
Vidu 3. Tinh Ajs. Talan! ot4n
15 SHIET i3]
Trén man hinh hién két qua 2730.
4) Détinh Ck talan| ot an
n kE
Vidu 4. Tinh C/,. Talan| otan
14 7[=]
Trén man hinh hién két qua 3432.
Vi du 5. Tinh hé s6 cla x’ trong khai trién (x — 2)19.
Hé s6 dbé la C%SZIO. Mudn tinh s6 nay ta lan | ¢t &n
19 neq 10[x]2 [ 10[=]

Trén man hinh hién két qua 94 595 072.

Vi du 6. Chon ngau nhién 5 quan bai. Tinh xac suat dé trong 5 quan bai d6 ta c6 moét
bo. (Xem vidu 6. 4).

. 24 _ ... v o .
Xacsuatdéla P = 6T bétinhsé naytalan| ot an
Cs2

624 [+] 52 pCq 5[=]

Trén man hinh hién két qua 0,000240096. Vay P ~ 0,00024.



38.

39.

40.

41.

42.

Luyén tap

C6 hai hom dung thé, méi hom dung 12 thé danh s6 tir 1 dén 12. T mdi hom
rit ngéu nhién mot thé. Tinh xéc sudt d€ trong hai thé rit ra ¢6 it nhiat mot thé
danh s6 12.

Cho hai biénc6 Av Bvéi P(A)=0,3;P(B)=0,4v P(AB) =0,2. Hoi hai bién
c0AvV Bcb

a) Xung khac hay khong ?

b) Boc lap v6i nhau hay khong ?

Trong mot tro choi dién ti, xdc suat dé An thang trong mot tran 1 0,4 (khong
c6 ho ). Hoi An phai choi t6i thiéu bao nhiéu tran dé xdc suat An thang it
nhat mot tran trong loat choi d6 16n hon 0,95 ?

Gieo hai con stc sic can doi mot cadch doc 1ap. Tinh xédc suat dé téng s6 chdm
trén mat xuat hién clia hai con stc sac bang 8.

Gieo ba con sic sic can doi mot cdch doc lap. Tinh xéc suét dé téng s6 chdm
trén mat xuat hién cta ba con sidc sac bang 9.

0 4/,
S

XAC SUATV SOTt

1. Biing mét chiéc kim ta c6 thé tinh gan ding sé ©

Trén mat phang ta ké cac d ong thdng song song cach déu
nhau mét khodng céach d. Lay mét chiéc kim cd chiéu dai la

d g x 2
3 Tung chiéc kim d6 mét cach ngau nhién Ién mat phang,

nha toan hoc Phap Buyp-phéng (Buffon) da chi ra rang xac
suat dé chiéc kim cat mét trong cac d ong thang da vé 1a
1

p:—.
T

Bay gid ta tung chiéc kim nay N 1an va gia sl ¢ k lan chiéc
kim cadt mot trong cac d ong thdng da vé. Vi tan suét

f—£~ 1 nén ta su ran~£
_N~p_n y Tk
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Buyp-phéng da thi nghiém bang cach tung mét chiéc kim 2212 Ian va thu d dc
704 1an chiéc kim cit mot trong cac d dng thing da vé. Do do

22142 ~ 3.142045,

T~

Sau d6, nha toan hoc Piéc-xon (Pearson) da tung mét chiéc kim nhiéu Ian hon va
timd dc © ~ 3,1415929. Néu tang s6 1an tung chiéc kim Ién thi sé tinh gan dung sé

7 v6i d6 chinh xac cao hon.

2. M6t tinh hudng khac cé xuat hién sé nt

Né&u ta chon ngau nhién hai s& thuc x va y trong khoang (0 ; 1) thi c6 thé chiing minh
d odc rang xac suat dé ba sé x, y va 1 |a d6 dai ba canh clia mét tam giac nhon bang
4 — . . . N .
Tn' Ban hdy mdi nhiéu ng di (cang nhiéu cang t6t) va yéu cau moéi ng di chon
|y hai s6 d dng trong khoang (0 ; 1). Sau d6, ban yéu cau méi ng &i kiém tra xem
hai s6 d6 va s6 1 c6 la do dai ba canh cla tam giac nhon khong. Gia st c6 n ng Oi
ndi "cd" va m ng Gi ndi "khodng". Vi tan suét f x8p xi xac suét nén
n 4 -1

f= ~ .Tl]’dénz4(1— & j: dm_
n+m 4 n+m n+m

Ban khong tin hay th{r thi nghiém xem sao !

BIEN NGAU NHIEN ROI RAC

Khai niém bién ngau nhién roi rac

Vi du 1. Gieo dong xu 5 14n lién ti€p. Ki hiéu X 1a s6 1an xuat hién mat ngta.

Dail ong Xc6 cdc dic diém sau :

— Gia tri cta X1a mot so thuoc tap {0, 1,2, 3,4, 5} ;

— Gia tri cia X1a ngéu nhién, khong doan tr 6¢c d oc.

Ta n6i X1a mot bién ngau nhién roi rac.

Mot cach khai quét :
Pai | gng X d ¢c goi 1a mot bién ngau nhién roi rac néu no6
nhén gi4 tri bang s6 thudc mot tap hitu han nao d6 va gid tri ay 1a
ngau nhién, khong du doéan tr 6¢c d oc.



2. Phan b6 xac suat cua bién ngau nhién roi rac

Gia sir X 1a mot bién ngdu nhién roi rac nhan cdc gia tri { x;, X, ..., x,, }. Dé
hiéu rd hon vé X, ta th Ong quan tam dén xdc sudt dé X nhan gid tri x, tic 1a

cacso PX= x;) = p, v6ik=1,2, .., n

Céc thong tin vé Xnh vay d ¢c trinh bay d 6i dang bang sau day :

X X Xy X

P D P Pr

Bdng 1

Bang 1 d oc goi 1a bang phan bé xac suat cua bién ngau nhién roi rac X.
Ng 0i ta chiing minh d oc ring trong bang 1, tong cdc s6 & dong thit hai bing
pt+pyt..+p, =1

Vi du 2. S6 vu vi pham luat giao thong trén doan d ong A vao t6i thi bay

hang tuin 1a mot bién ngau nhién roi rac X. Gia st X ¢6 bang phan bd xac suat
nh sau:

X 0 1 2 3 4 5

p 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1

Bdng 2

Nho béang 2 ta biét d gc chang han x4c suat dé t6i thit bay trén doan d ong A
khong c6 vu vi pham luat giao thong nao la 0,1 va x4c suat dé xay ra nhiéu
nhat mot vu vi pham luat giao thong 12 0,1 + 0,2 = 0,3.

EI Tinh xac suét dé€ téi thir béy trén doan d ong A :
a) C6 hai vu vi pham luéat giao théng ;

b) C6 nhiéu hon ba vu vi pham luét giao théng.

Vi du 3. Mot tii dung 6 vién bi d6 va 4 vién bi xanh. Chon ngau nhién 3 vién
bi. Goi X la s6 vién bi xanh trong 3 vién bi d gc chon ra. RS rang X 1a bién
ngau nhién roi rac nhan gia tri trong tap {0, 1, 2, 3}.
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Dé lap bang phan b6 x4c suét ctia X ta phai tinh céc xac suit P(X= 0), PX= 1),
P(X=2) vaP(X=3).
S6 tr ong hop c6 thé 1a C3, = 120.

Ta c6 P(X = 0) 1a xac suat chon d oc ca 3 vién bi do. S6 cach chon 3 vién bi

do la C6 =20. Vay P(X=0) = 122% é

Ta c6 P(X = 1) 1a xdc suit dé chon d oc 1 vién bi xanh va 2 vién bi do. Ta c6
C} =4 céch chon 1 vién bi xanh va Ci = 15 cdch chon 2 vién bi d6. Theo

quy tic nhan, ta c6 4.15 = 60 cach chon 1 vién bi xanh va 2 vién bi do. Vay

60 1
PX=D=15-7"

[H2| Hay tinh P(X=2) v P(X= 3) réi Iap béng phén b6 xac suét ciia X.
Ki vong

DINH NGHIA

Cho X la bién nglu nhién roi rac v6i tap gia tri la
{ X1, X5, ..., x,, }. Ki vong cua X, ki hi¢u 1a E(X), 1a mot s6 d oc
tinh theo cong thic

EX) = xp + 00+ +X,D ZX D>

6dé p; =P(X =x,),(=12,..,n).

nghia : E(X) 12 mot s6 cho ta mot ¥ niém vé do 16n trung binh ctia X. Vi thé
ki vong E(X) con @ oc goi la gia tri trung binh ctua X.
Nhdn xét. Ki vong ctia X khong nhat thiét thudc tap cac gia tri cta X.
Vi du 4. Goi X 1a s6 vu vi pham luat giao thong trong dém thit bay & doan
d ong A noi trong vi du 2. Tinh E(X).
Gidi
TacoEXX)=0.0,1+1.02+2.03+3.02+4.0,1+5.0,1=23.



4.

(Nh vay & doan d dong A mdi t6i thit bay ¢ trung binh 2,3 vu vi pham luat
giao thong).

Ph ong sai va do léch chuan

a) Ph ong sai

DINH NGHIA
Cho X1a bién ngau nhién roi rac véi tap gia tri 1a {xy, x,, ..., X, }.
Ph ong sai cta X, ki hiéu 1a V(X), lamot s6 d oc tinh theo cong thic

VX)) = (= @)’ p + (X = )’ py + +(x, — 1) p,
n

=2 (i =0’y

i=1
§d6 p;=P(X =x;) (i=1,2, ...,n) va = EX).

nghia : Ph ong sai 1a mot s6 khong am. N6 cho ta mot § niém vé muc do
phan tan cac gia tri ciia X xung quanh gia tri trung binh. Ph ong sai cang 16n
thi do phan tan nay cang 16n.

b) D¢ léch chudn

DINH NGHIA

Can bac hai cua ph ong sai, ki hiéu 1a o(X), d gc goi la do léch
chuén cua X, nghia la

o(X) = V(X).
Vi du 5. Goi X1a s6 vu vi pham luat giao thong vao tdi thit bay néi trong vi du 2.
Tinh ph ong sai va do léch chuén ctia X.
Giai
Tuvidudtacé u=E(X) =2,3. Tucong thic tinh ph ong sai, ta c6
V) =(0-23)>.0,1+(1-23)*.02+(2-23)>.03+(3-23)>.02
+(4-23).0,1+(5-23)>.0,1=201.
D6 lech chudn 1a o(X) = /2,01 ~ 1418

&9
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44.

45.

46.
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CHUY

C6 thé chiing minh d ¢c ring

VOO =Y a7 p; — i (1)

i=1
Trong thuc hanh, ta th dng ding cong thic (1) dé tinh ph ong sai.

Vi du 6. Dung cong thic (1) dé tinh ph ong sai ctia s6 vu vi pham luat giao
thong trong vi du 2, ta c6

VX) = 02.0,1+1%.0,2 + 22.0,3 + 32.0,2 + 4%.0,1 + 52.0,1 — (2,3)> = 2,01.

~ 2?2 m - ~

Cauhoiv b itap
Mot cuoc diéu tra d g¢c ti€n hanh nh  sau : Chon ngau nhién mot ban hoc sinh
trén d ong va hoi xem gia dinh ban d6 c6 bao nhiéu ng 6i. Goi X1a s6 ng oi
trong gia dinh ban hoc sinh d6. Hoi X ¢6 phai la bién ngau nhién roi rac khong ?
Vi sao ?
Chon ngau nhién mot gia dinh trong s6 cac gia dinh ¢6 ba con. Goi X1a s6 con
trai trong gia dinh d6. Hay 1ap bang phan b6 xéc suat cua X (gia thiét rang xac
suat sinh con trai l1a 0,5).
S6 ca cép ctu & moOt bénh vién vao tdi thit bay 1a mot bi€n ngau nhién roi rac X
c6 bang phan bo xac suat nh sau :

X

0

1

2

3

4

5

p

0,15

0,2

0,3

0,2

0,1

0,05

Biét riang, néu c6 hon 2 ca cép ciu thi phai tang ¢ ong thém bdc si truc.

a) Tinh xac suét dé phai tang ¢ Ong thém bdc si truc vao t6i thit bay.

b) Tinh x4c suét dé xay ra it nhat mot ca cip citu vao toi thit bdy.

S6 cuoc dién thoai goi dén mot tdng dai trong khoang thoi gian 1 phut vao
budi tr a (tir 12 gid dén 13 gid) 1a mot bién ngiu nhién rdi rac X c6 bang phan
bd xac suit sau :



X 0 1 2 3 4 5

P 0,3 0,2 0,15 0,15 0,1 0,1

Tinh xéc suat dé trong khoang thdi gian tir 12 git 30 phiit dén 12 gio 31 phiit
c6 nhiéu hon 2 cudc goi.

47. Tinh ki vong, ph ong sai va do léch chuén cuia bién ngau nhién rdi rac X trong
bai tap 44 (tinh chinh xac dén hang phan tram).

48. Tinh ki vong, ph ong sai va do léch chuén cua bién ngau nhién rdi rac X trong
bai tap 45 (tinh chinh xdc dén hang phan tram).

49. Tinh ki vong, ph ong sai vd do léch chuén cta bién ngiu nhién i rac X trong
bai tap 46 (tinh chinh xdc dén hang phan tram).

Bai doc thém

LIEN HE GIJA BIEN NGAU NHIEN ROI RAC
V THONG KE

Xét ddu hiéu X véi tap gia tri hitu han { x|, x,,..., x, }. Gia s trén mot mau diéu tra

kich th 6¢c N vé ddu hiéu X, ta thdy c6 n; s liéucod giatr x; (i=1,2,..., n), tic 1a

N . (o R n;
giatri x; cotansé n; . Tansuétcha gidtri x; l1a f; :Nl'
Khi d6 bang phan b6 tan suat cia mau sé liéu trén 14
Gia trl X x1 XZ xn
Tan suét f f f £

C6 thé coi du hiéu X ndi trén la mot bi€én ngau nhién rdi rac véi tap gia tri { x;, x5 ,..., x,, }.

Gia s phan bd xac suét ctia X1a

X _xl _x2 cee _xn

P P P - Pn

Chuang ta da biét rang tan sudt f; 1a mot gia tri gan dung cta xac suét p,. Do d6
bang phan bé tan suét ciia méu sé liéu cho ta mét "hinh dnh" gén dung vé bang
phén bo xac suét cta X.
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Sé trung binh clia mau sé ligu la ¥ =

N’—fol.

n n
Vi fi~p; nénX=)Y xfi~ > xp; =EX).

i=1 i=1
Nh vay, s6 trung binh clia méu s6 liéu la mét gia tri gan dung cta ki vong cla X.
T ong tu, ph ong sai clla mau s6 liéu 1a
n
Z”i(xi -x) .
2 = i=l K _ Z(
i=1
& d6 1 =EX).
Vay ph ong sai va dé léch chudn clia mau sé liéu la cac gia tri gan dung cua
ph ong sai va dé léch chuén cta X.

X =X fi = Y (= ) pi = V(X)

i=1

Luyén tap

50. Chon ngau nhién 3 dda tré tir mot nhom tré gém 6 trai va 4 gdi. Goi X1a s6 bé

gdi trong sO 3 dira tré d oc chon. Lap bang phan bo xac suat cua X.

51. S6 don dat hang dén trong mot ngay & mot cong ti van tai 1a mot bi€n ngau

nhién roi rac X ¢6 bang phan b6 xac suat nh sau :

X 0 1 2 3 4 5

P 0,1 0,2 0,4 0,1 0,1 0,1

a) Tinh xdc suét d€ so don dat hang thuoc doan [1 ; 4].
b) Tinh x4c suat dé c6 it nhit 4 don dat hang dén cong ti d6 trong mot ngay.
c¢) Tinh s6 don dat hang trung binh dén cong ti d6 trong mot ngay.

52. Cho bién ngau nhién roi rac X c6 bang phan bo xac suit nh sau :

92

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P 001]005| 0,1 |0,14|0,18 | 0,25 | 0,15 | 0,07 | 0,04 | 0,01

a) Tinh P2 < X< 7).
b) Tinh P(X > 5).



53. Cho bién ngiu nhién rdi rac X c6 bang phan bo xac sudt nh sau :

X 0 1 2 3

P 115 27 3

28 | 56 | 56 | 14

Tinh E(X), V(X) va (X) (tinh chinh x4dc dén hang phan nghin).

54. Cho bién ngau nhién roi rac X c6 bang phan bo xac suit nh sau :

X 15 18 | 21 24

b | 327|151

14 | 56 | 56 | 28

Tinh E(X), V(X) va (X) (tinh chinh x4c dén hang phan nghin).

Cau hdi va bai tap on tap ch ong Il

55. Trcdc chirs6 0, 1, 2, 3,4, 5, 6 c6 thé lap d ¢c bao nhiéu s6 chin c6 ba chit s6
(khong nhat thiét khac nhau) ?
56. Tixcic chitso 1,2, 3,4, 5 c6 thé 1ap nén bao nhiéu s6 chin ¢6 ba chit s6 khac nhau ?
57. Xét so d6 mang dién (h. 2.4) c6 9 cong tic, trong d6 mdi cong tac c6 hai trang
thai dong va mo.
a) Hoi mang dién c6 thé c6 bao nhiéu céch dong - m& 9 cong tic trén ?
b) Hoi mang dién c6 bao nhiéu céch dong - m& 9 cong tac trén dé thong mach
tir A dén B (ttic 1a c6 dong dién di tr A dén B) ?

A B
-— 4' I .

Hinh24

58. Trong khong gian cho tap hop gébm 9 diém trong d6 khong c6 4 diém nao
dong phang. Hoi c¢6 thé 1ap d gc bao nhiéu tit dién vé6i cdc dinh thuoc tap hop
dacho ?
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59.

60.
61.

62.

63.

64.

6S.

66.

67.

94

Mot cau lac bo c6 25 thanh vién.

a) C6 bao nhiéu cach chon 4 thanh vién vao Uy ban Th ong truc ?

b) C6 bao nhiéu cach chon Chua tich, Phé Chu tich va Thua quy ?

Tim hé s6 cha x°y” trong khai trién ctia (3x + 2y)!7 .

Chon ngau nhién mot s tu nhién bé hon 1000. Tinh x4c sudt dé so do :

a) Chia hét cho 3 ;

b) Chia hét cho 5.

Chon ngiu nhién 5 quan bai trong ¢6 bai td lo kho gom 52 quan bai. Tinh xdc
suat dé trong 5 quan bai nay ¢6 quan 2 ro, quan 3 pich, quan 6 co, quan 10
nhép va quan K co.

Chon ngiu nhién 5 quén bai trong ¢d bai td lo kho gom 52 quan bai. Tinh xac
sudt dé trong 5 quan bai nay c6 it nhat mot quan 4t (tinh chinh xdc dén hang
phan nghin).

C6 hai hom, méi hom chita 5 tdm thé danh so6 tir 1 dén 5. Rit ngiu nhién tir
moi hom mot tam thé. Tinh xdc sudt dé tdng cdc so ghi trén hai tdim thé rit ra
khong nho hon 3.

C6 ba hom, m6i hom chita 5 tdm thé dénh s6 tir 1 dén 5. Rdt ngau nhién ti
moi hdom mot tam thé. Tinh x4c suat dé :

a) Téng céc s6 ghi trén ba tdm thé rit ra khong nho hon 4 ;

b) Téng céc s ghi trén ba tdm thé rit ra bing 6.

S6 16i ddanh mdy trén mot trang sdch 1a mot bién ngau nhién roi rac X c¢6 bang
phan bo xac sudt nh sau :

X 0 1 2 3 4 5

p 0,01 0,09 0,3 0,3 0,2 0,1

Tinh x4c suat dé :

a) Trén trang sach c6 nhiéu nhat 4 16i ;

b) Trén trang sach c6 it nhat 2 16i.

C6 hai tdi : tdi thi nhat chia ba tdm thé danh s6 1, 2, 3 va tdi thi hai chda bon
tam thé danh s6 4, 5, 6, 8. Rut ngau nhién tir moi tdi mot tdm thé rdi cong hai
s0 ghi trén hai tdm thé v6i nhau. Goi X1a s6 thu d gc.

a) Lap bang phan bo xac suit ctia X.

b) Tinh E(X).



68.

69.

70.

71.

72.

73.

Mot nhém c6 7 ng 0, trong d6 gébm 4 nam va 3 nit. Chon ngiu nhién 3 ng 0i.
Goi X1a so nit trong 3 ng oid oc chon.

a) Lap bang phan bo xac sudt cua X.
b) Tinh E(X) va V(X) (tinh chinh xac dén hang phan tram).

A
- -

Trong cdc b i tir 69 dén 73, hdy chon két qud diing trong cdc két qud dda cho.
Trong céac s6 nguyeén tir 100 dén 999, s6 cac s6 ma céc chit s6 cua n6 tang dan
hoac giam dan (ké tir trdi sang phai) bing

(A) 120 (B) 168 ; (©) 204 ; (D) 216.

Mot doi xay dung gébm 10 cong nhan, 3 ki s . Dé lap mot t6 cong tdc, cin
chon mot ki s 1am t6 tr éng, mot cong nhan 1am t6 phé va 5 cong nhan lam
t6 vien. Hoi c6 bao nhiéu cdch chon ?

(A) 3780 ; (B) 3680 ; (C) 3760 ; (D) 3520.

Vé6i céc chit s6 0, 1,2, 3,4, 5,6 c6 thé lap d ¢c bao nhiéu s6 chdn gom 5 chit
s6 doi mot khac nhau (chit s6 dau tién phai khac 0) ?

(A) 1250 ; (B) 1260 ; (C) 1280 ; (D) 1270.
Heé s6 ctia x” sau khi khai trién va rit gon da thic la

A+x)° +1+0%+ +a+0"
(A) 3001 ; (B) 3003 ; (©) 3010; (D) 2901.
Hai xa thu doc 1ap v6i nhau cliing ban vao mot tim bia. Mdi ng 0i ban mot
vién. Xac sudt ban tring cia xa tha thit nhat 1a 0,7 ; cua xa tha th hai 12 0,8.
Goi X1a so vién dan tring bia. Tinh ki vong cua X.

(A) 1,75 B) 1,5; (©) 1,54 ; (D) 16.
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Chuong nay gidi thiéu mét loai ham s6 méi - Day s6, va
déng thai gitip hoc sinh tim hiéu mét s6 van dé don gian
xung quanh hai loai day s¢ dac biét - Cap s6 cong va
cap s6 nhan. Cling trong chuong nay, chung ta sé lam
quen voi mot phuong phap chung minh méi - Phuong
phap quy nap toan hoc.

Hi vong rang, viéc van dung kién thuc trong chuong dé
giai quyét cac bai toan dugc dat ra & cac mon hoc ciing
nhu trong thuc t& cudc séng sé mang lai nhiéu diéu bo
ich va li thu.




PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

1. Ph ong phap quy nap toan hoc
Trong nhi€u linh vuc khdc nhau cta todn hoc (s6 hoc, dai s6, hinh hoc,
gidi tich, ...), ta th Ong gap nhitng bai todn véi yéu ciu chiing minh ménh dé
chita bién A(n) 1a mot ménh dé ding v6i moi gid tri nguyén d ong cta bién n.
Xét bai todn : Chitng minh rang vdi moi s6 nguyén d ong n, ta luon cé

nn+1n+2)

12423+...+nn+1) = 3

oY)

El a) Hay kiém tra déng thirc (1) khin = 1.

b) Em c6 thé kiém tra dang thire (1) voi moi gia tri nguyén d ong cla n hay khong ?

Nhan thdy, ta c6 thé chitng minh d oc khang dinh sau :

"V6i k 1a mot s6 nguyén d ong tuy y, néu (1) da ding khi n = & thi n6 ciling
dingkhin=k+1."

Diéu d6 c6 nghia 1a : "Néu ta da c6

k(k +1)(k +2)

124+423+...+klk+1) = 3

(2)
thi ta cling s€ c6

(k + D(k + 2)(k+ 3)".
3

12423+ .. +ktk+ D)+ k+1)k+2) =

That vay, theo (2) ta c6

k(k + D)(k +2)
3
_ (kD + 2k +3)
3
Nho viéc kiém nghiém (1) ding khi #n = 1 va két qua vira chiing minh trén, ta

12423+ .. +ktk+ 1)+ (k+ D(k+2) + (k+1)(k+2)

c6 thé suy ra (1) ding v6i moi gid tri nguyén d ong cuia n.
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That vay, vi (1) ding khi n = 1 nén theo két qua vira ching minh trén, n6
clingding khi n =1 + 1 = 2. T ong tu nh thé, vi ding khi n = 2 nén n6
s€ ding khi n =2 + 1 = 3 ; va do da ding khi n = 3 nén n6 phai ding khi
n=3+1=4; .. .Tié€p tuc qua trinh suy luan do, ta di dé€n két luan (1) ding
vGi moi gia tri nguyén d ong cua n. Bai toan d oc giai quyét.

Mot cach khai quat :

Pé chiing minh ménh dé chita bién A(n) 1a mot ménh dé ding v6i moi gid tri
nguyén d ong cua n, ta thuc hién hai b 6c sau :

eB Gc 1 (b dc cosd, hay b dc khdi dau). Chiing minh A(n) 1a mot ménh dé
diang khin = 1.

e B 6c¢ 2 (b dc quy nap, hay b dc "di truyén”). Véi k 1a mot s6 nguyén d ong
tuy y, xuat phat tir gia thiét A(n) 12 mot ménh dé ding khi n = &, chiing minh
A(n) cling 12 mot ménh dé ding khin =k + 1.

Ng 0i ta goi ph ong phap chiing minh vira néu trén la ph ong phdap quy nap
todn hoc (hay con goi tat 1a ph ong phdp quy nap). Gia thi€t d oc néi t6i &
b dc 2 goi la gid thiét quy nap.

Mot so vi du ap dung
Vi du 1. Chiing minh riang v6i moi s6 nguyén d ong 7, ta luén c6

2 2
13+23+...+n3=#' 3)

Gidi
Ta s& giai bai todn bang ph ong phéap quy nap.
eVGin=1,taco
2 2
P=1= ra+n

4
Nh vay, (3) ding khin=1.
e Gia st (3) dung khi n =k, k € N*, tic la
K (k + 1)

4 2
ta s€ chiing minh n6 ciing ding khi n =k + 1, tiic l1a

2 2
Pade Bty = (k“)f”z) :

13+23+...+k3 =




That vay, tir gia thi€t quy nap, ta cd

2 2
13+23+...+k3+(k+1)3: k(kT+l) +(k+1)3
2 2 2
(k;l) .(k2+4k+4) _ (k+1)ik+2) _

Vay (3) ding v6i moi s6 nguyén d ong n.

@ Chung minh réng véi moi s6 nguyén d ong n, ta luén co

143+5+..+Q2n—-1) = n*
Bl Chuing minh réng véi moi s6 nguyén d ong n, ta luén cé

2 —
24324+ . +Qn—1y = W-
CHUY
Trong thuc té€, ta con gdp cdc bai todn vGi yéu ciu ching minh
ménh dé chda bién A(n) 1a mot ménh dé ding v6i moi gid tri
nguyén d ong n > p, trong d6 p 1a mot s6 nguyén d ong cho tr 6c.
Trong tr ong hop nay, dé gidi quyét bai todn dat ra bing ph ong
phdp quy nap, 6 b éc 1 ta can ching minh A(z) 12 ménh dé ding
khi n=p va &b 6 2, can xét gia thi€t quy nap véi k 1a s6 nguyén
d ong tuy ¥ 16n hon hoac bang p.

Vi du 2. Chiing minh rang véi moi s6 nguyén d ong n > 3, ta luoén c6
2" > 2n+1. 4)
Gidi
Ta sé& giai bai todn bang ph ong phdp quy nap.
e Vé6in=3,tacod
2" =2°=8 va 2n+1=23+1=7.
RO rang 8 > 7, va do do6 (4) ding khi n = 3.
e Giastr (4) dingkhin=k,ke *va k>3, tdacla
2" > 2k 41,
ta s€ chitng minh no6 cting dang khi n =k + 1, ttic 1a
S 2k + 1)+ 1.
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That vay, tir gia thi€t quy nap, ta cd
K Z 20k S 20k +1)= 4k+2 > 2k+3 = 2(k+ 1) + 1.

Vay (4) ding v6i moi s6 nguyén d ong n > 3.

Cauhdiv b itap
Chitng minh rang v6i moi s6 nguyén d ong n, ta luon c6 dang thic sau :
nn+1) .
2
Chitng minh rang v6i moi s6 nguyén d ong n, ta luon c6 dang thic :
2n(n + D2 +1)
3

Chitng minh rang v6i moi s6 nguyén d ong n, ta luon c bat dang thiic :

1+42+3+...+n =

22442 4.+ 207 =

1+L+...+L<2\/;.

V2 Jn

Chitng minh rang v6i moi s6 nguyén n > 2, ta luon c6 dang thic sau :

(555

Cho n 12 mot s6 nguyén 16n hon 1. Hay ching minh bat dang thic sau :

L v L, +L B
n+1 n+?2 2n 24

32n -

Vé6i moi s6 nguyén d ong n, dat u, = 72724 L Chitng minh rang véi

moi s6 nguyén d ong n, ta ludén c6 u,, chia hét cho 5.
Cho s6 thuc x > — 1. Ching minh rang

A+x)" > 1+nx
v6i moi sO nguyén d ong n.

Mot hoc sinh chiing minh ménh dé "Véi k 1a mot s6 nguyén d ong tuy ¥, né€u
8"+ 1 chiahétcho7thi 871 +1 cling chia hét cho 7" nh sau:



Tacé: 81 +1=8(8"+1)—-7. Tirday va gia thiet "8* + 1 chia hét cho 7",
hién nhién suy ra 8 * ! + 1 chia hét cho 7.

Hoi tir chitng minh trén, ban hoc sinh d6 c6 thé két luan d oc "8" + 1 chia hét
cho7 v6imoi n e *"haykhong ? Visao ?

DAY sO

Dinh nghia v vidu

cac 16p d 6i, qua viéc giai bai tap, ta da 1am quen véi khai niém day so. Khi
do, néi t6i day so ta hiéu do 1a két qua thu d oc khi viét lién tié€p céc s6 theo
mot quy tic ndo d6. Ching han, khi viét lién ti€p cic luy thira v6i s6 mii tu

) ) 1 , N .
nhién cua > theo thit tu tang dan cua s6 mi, ta d oc day so :

GGG o

V6i mbi s6 nguyén d ong n, ki hiéu u,, 1a s6 ndm & vi tri thd n (k€ tir trdi qua
phai) cua day so (1), tacod

1 n1
u,= ( Ej .
Diéu dé cho thdy day so (1) thé hién mot quy tic ma nhd né, tng v6i moi s6

nguyén d ong n, ta xdc dinh d oc duy nhat mot s6 thuc u,. Vi thé, ta c6 thé
coi ddy so0 (1) 1a mot ham so6 xac dinh trén tap hop cac s6 nguyén d ong.

DINH NGHIA 1

Mot ham sO u xac dinh trén tap hop cac s6 nguyén d ong *
d ¢c goi la mot day s6 vo han (hay con goi tat 1a day s6).

MOi gi4 tri chia ham s6 u d gc goi 1a mot s6 hang cua day s6 ; u(1) d gc goi la
s6 hang thir nhdt (hay s6 hang dau) ; u(2) d@ oc goi la sé hang thir hai ; ... .
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Ng oitath ong ki hiéu cac gia tri u(1), u(2), ...t ong ung bdi u; , u, , ... .

Vi du 1. Ham s6 u(n) = - !

ok xac dinh trén tap N*, 1a mot day so. Day so

nay c6 vo so s6 hang :

1
. M3=Z,....

W =

’u2=

1
u1=§

[H1| Hay xéc dinh cac s6 hang thir9, thir99 v thir 999 cla day s6 8 vi du trén.

Ki hiéu. Ng 0i ta th ong ki hiéu day s6 u = u(n) boi (u,), va goi u, 1a sé
hang téng qudt clia ddy s6 do.

Ng 0i ta cling th Ong viét day s6 (u,,) d 6i dang khai trién :

Uy, Uy, oo s Uy een .

Chang han, c6 thé ki hiéu ddy s6 & vi du 1 boi ( 1 J ; va khi viét day s6 do

n-+
d 6i dang khai trién tad oc :
1
5 ’

9 see o

1
’49“-9

W =

n+1
CHUY
Ng 0i ta cling goi mot ham s6 u xac dinh trén tap hop gobm m s6
nguyén d ong dau tién (m tuy y thudoc N*) 1a mot day so. RS rang, day
sO trong tr ong hop nay chi c6 hitu han s6 hang (m s6 hang : u;, u,,
. Uy, )5 Vi th€, ng oi ta con goi né 1a day so hitu han ; u, goi la sé
hang ddu va u,, g0i 1a s6 hang cuoi.
Vi du 2. Ham s6 u(n) =n3, xdc dinh tréntaphop M ={1;2;3;4; 5}, lamot
day s6 hitu han. Day s6 nay c6 nam s6 hang :
n | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
1‘ 8 ‘27’64’125

uy

1 1a s6 hang dau va 125 1a s6 hang cudi.
Viét day s6 trén d 6i dang khai trién ta d gc :
1,8, 27, 64, 125.



2. Cac cach cho mot day so
Mot diy s6 d gc coi la xac dinh néu ta bi€t cach tim moi s6 hang cua day so
d6. T d6, ng i ta th dOng cho day s6 bang mot trong céc cich sau :
Cdch 1 : Cho day so bdi cong thiic ciia s6" hang tong qudt.
- 1 "
3n+1 -
@ Hay tim céc s6 hang uss v us3; cla day sé vira néu trén.

Chéng han : "Cho day s6 (u,) v6i u, =

Cach 2 : Cho ddy sé bdi hé thiic truy hoi (hay con néi : Cho ddy sé bang
quy nap).
Vidu 3. Xét day so (u,) xac dinh bdi : u; =1 va véi moin >2
u,= 2u,_,+1. 2)
R& rang, v6i cidch chonh trén, ta c6 thé tim d oc s6 hang tuy ¥ clia day so (uy,)
— Do u; da biét nén 4p dung (2) chon=2tatimd oc u,
uy=2u;+1=2.1+1=3;
— Vi bi€t u, nén dp dung (2) chon =3 tatimd gc us
u3=2u,+1=2.3+1=7; ...
Tiép tuc qua trinh trén ta s€ tim d oc s6 hang tuy y ctia day s6 (uy,).
Vidu 4. Xét day so (v,) xdc dinh bdi: vi=-1, v,=2 vavéimoin=>3
Vy=V,_1 +2v,. 3)
Phan tich t ong tu nh d6i véi day so6 (#,) 6 vi du 3, s€ thay : Véi cach cho
nh trén, ta c6 thé tim d ¢c s6 hang tuy ¥ clia day s6 (v,).
Vi (v,) | déy s6 cho & vidu 4, hay tim v,.
Ng 0i ta n6i cac day so (u,,) va (v,) & vi du 3 va vi du 4 la nhitng day s6 d oc
cho bdi hé thic truy hoi. Cac hé thic (2) va (3) goi 1a hé thiic truy hoi.
Cdch 3 : Dién dat bing 10i cdch M,

xdc dinh méi s6 hang ciia ddy so.

Vi du 5. Cho day s6 (u,) véi u, la

2
do dai cua day cung AM,, trong TE (OA=1)
hinh 3.1. B 0 A
Hinh 3.1



CHUY

Mot ddy s6 c6 thé cho bing nhiéu céch. Chang han, day s6 (u,) &
vi du 3 c6 thé cho bdi cong thitc clia s6 hang téng quit nh sau :

un=2n—1, n e N*,
Ha&y tim cong thuc cla s6 hang téng quat cla day sé (u,) 6 vi du 5.
3. Day so tang, day so giam
DINH NGHIA 2

Day s6 (u,,) d oc goi 1a day so tang néu v6i moi n ta cé u, < u,,, ;.

Day s6 (u,,) d oc goi 1a day so giam néu véi moi ntacd u,>u, ;.
Vidu 6
a) Day so (u,) v6iu, = n* la mot day s6 tang, vi v6i moi z ta luon co
w,=n* < (n+1%=u,, .
b) Day s6 (u,) 6 vi du 1 1a mot day s6 giam, vi v6i moi # ta ludn ¢

1 1
un= > =un+1'
n+1 n+2

[H5| Hay cho mot vi du vé day s6 tang, mét vi du vé day s6 gidm v mot vi du vé
day s6 khoéng tang ciing khéng giam.

4. Day so bi chan
PINH NGHIA 3
a) Day s6 (u,) d oc goi la day so bi chan trén néu ton tai mot

s6 M sao cho

Vne N* u < M.

n
b) Day s6 (u,) d oc goi la day so bi chan d 6i néu ton tai mot
sO m sao cho

VneN* u, > m.

c¢) Day s6 (u,) d gc goi la day so bi chan néu né vira bi chan trén,
vira bi chan d 6i ; nghia 12, ton tai mot s6 M va mot s6 m sao cho
Vne N*, m < u, <M.

n
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10.

Vidu?7

a) Day s0 (u,) ndi t6i & phan a) vi du 6 1a ddy s6 bi chan d 6i, vi
VneN* —u, > 1.

Tuy nhién, day s6 d6 khong bi chan trén, vi khong c6 s6 M dé cho
VneN* u, <M.

b) Day so (u,,) v6i u, =

] la day s6 bi chan, vi v6i moi n € N* ta luon c6

o<zl _,_ 3
n+1 n+1

Hay chon nhiing khang dinh dtng trong cac khang dinh d 6i day :

a) Mdi ham s6 1a mot diy so.

b) Moi day s6 1a mot ham so.

c) Mbi day so tang 1a mot day s6 bi chan d 6i.

d) Maéi day s6 giam la mot day so bi chan trén.

e) Néu (u,) 1a mot day s6 hitu han thi ton tai cdc hiang s6 m va M, v6i m < M,

sao cho tat ca cdc s6 hang cua (u,) déu thudc doan [m ; M].

~ ?2m - n
Cauhdiv b itap
Tim 5 s6 hang ddu ctia mdi day s sau :
2n* -3

a) Day so (u,) v6i u,= —— ;
n

, . . 2
b) Diy 6 (1) Vi u, = smz% + cos% :

c) Day s6 (u,) v6i u, = (—1)".N4" .
Tim s6 hang thi 3 va s6 hang thit 5 ctia m6i day s6 sau :

a) Day so6 (u,) x4c dinh bdi :

uy=0 va u,= véimoi n>2;
1 n 2 0
u, ; +1

b) Day s6 (u,) xac dinh bdi :
uy=1, uy=-2 va u,=u, —-2u, , véimoi n=3.
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11. Cho hinh wvuong A;B;C,D; cb A A B,
canh bing 6cm. Ng 0i ta dung
cic hinh wvuong A,B,C,D,,
A3B;CiDs, ..., A,B,C,D,, ... theo

cach sau : V6imdin=2,3,4, ...

lay cac diém A,, B,, C, va D,
t ong tng trén cic canh A,_B,_,,
By 1Co1s € 1Dy VA Dy A,
saochoA,_jA,=1cmvaA,B,C,D,
1a mot hinh vudng (h. 3.2).

Xét day s6 (u,) v6i u, 1a do dai
canh cta hinh vuong A, B, C,,D,,. b - A
Hay cho day so (u,,) ndi trén boi : Hinh 3.2 2 1
hé thitc truy hoi.

12. Cho day s6 (u,) x4c dinh bdi :

uy=1 va u,=2u,_ +3 véimoi n=2.
n+1 -3

Bang ph ong phdp quy nap, ching minh rang véi moi n>1tacé u, = 2
13. Hay xét tinh tang, giam cta cac day so sau :
a) Day s6 (u,) v6i u,= n°—3n°+5n—17;

S . n+1
b) Day so (x,) Vo1 x, = " ;
¢) Diy s6 (a,) véi a,= n+1 —~/n.

H ong dan :
a) Xéthiéu u, , | — u,.

b) Xét ti s0

X+l

c) Viét lai cong thitc xac dinh a,, d 6i dang

1
a,= ———+"
! \/n+1+JZ
a

Tiép theo, xét ti s6

p1
14. Chiing minh rang diy s6 (u,) v6i
_ 2n+3
= 30
la mot day so giam va bi chan.
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Bai doc thém

DAY SO PHI-BO-NA-XI

Phi-bé-na-xi (Fibonacci) (con cé tén la Lé-6-na-dé bDa
Pi-da (Leonarda da Pisa)) 1a mét nha toan hoc ndi
tiéng ng Gi I-ta-li-a. Trong cudn sach Li-bo A-ba-xi
(Liber Abacci - Sach vé toan dé), do 6ng viét vao
nam 1202, c6 bai toan sau :

"Mot doi thé (gom moét thd duc va mét thé cai) cur
méi thang dé d dc mét déi thé con (ciing gém mot
thd duc va mét thé cai) ; mbi déi thd con, khi tron hai
thang tudi, lai méi thang dé ra mét doi thé con, va
qué trinh sinh nd ctr thé tiép dién. HSi sau mdt nam
sé co tat cg bao nhiéu déi thé, néu dau nam (thang
giéng) c6 mét doi thé sa sinh 2"

Thang

! T

Fibonacci

6 4 ) J
CImmmm }M’T 1Al

(1170 - 1250)

S6 doi tho

1

e

"Gia dinh nha tho trong 10 thang"

il

R& rang 6 thang giéng, cling nh & thang 2, chi c6 mét déi thd. Sang thang 3, déi thd

nay sé dé ra mot doi thd con, vi thé & thang nay sé c6 2 d6i thd. Sang thang 4, vi van
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chi c6 d6i thdé ban dau sinh con nén & thang nay sé cé 3 déi thd. Sang thang 5, do ¢
hai déi thd (déi thd ban dau va déi thd d dc sinh ra & thang 3) cling sinh con nén &
thang nay sé c6 3 +2 =5 d6ithd; ...

Mét cach khai quat, néu v6i méi s8 nguyén d ong n, ki hiéu F, 1a s6 déi thd c6 &
thang th(r n, thi véin > 3 ta c6

F,=F, ,+S06d6ithdd dc sinh ra & thang thi n.

Do céac dbi thd d dc sinh ra 8 thang thi n — 1 ch a thé dé con & thang thir n, va &
thang nay méi doi thd cé & thang th( n — 2 s& dé ra mot doi thé con nén sd doi thd
d dc sinh ra & thang tht n chinh bang F,_,.
Nh vay, viéc gidi quyét bai toan néi trén clia Phi-bé-na-xi dan ta t6i viéc khao sat
day s6 (F,), xac dinh bdi

F=1F=1vaF,=F,_+F,, v6imoin>3.
Day s6 trén sau nay d dc nha toan hoc Phap E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842 — 1891)
goi la day sé Phi-b6-na-xi. Cac s6 hang cta day s6 Phi-b6-na-xi d dc goi la cac s6é
Phi-b6-na-xi.
Bang ph ong phap quy nap toan hoc, ng i ta da chiing minh d oc rang

F, =%(a" - BN véimoin=>1,

trong d6 « la nghiém d ong va fla nghiém am cla ph dng trinh P-x-1=0.

Day s6 Phi-bo-na-xi co rat nhiéu tinh chat dep, chang han :
1) F2 = F, (F, 1 +(D""" véimoin>2;

2) Fi +F3 +F5 +"'+F21’l—] =F2n VélmOlnEN*,
3) Fn2 + Fn2+1 =F,,,1 véimoine N*;

Day sé Phi-bd-na-xi ¢6 lién quan mat thiét véi nhiéu van dé cla toan hoc (s6 nguyén
t6 trong day s Phi-bo-na-xi, s6 vang, hinh chir nhat vang, sé m, ...), vat li hoc, ... .
Céac s6 Phi-bo-na-xi c6 nhiéu lién quan véi tu nhién va nghé thuat (héi hoa, am
nhac, ...) ; ching xuat hién & nhiéu ndi trong thién nhién. Ch&ng han, hau hét cac
bong hoa c6 s6 canh hoa la mét trong cac s6 Fy, Fs, Fg, Fy, g, Fy, Fig, Fj; : hoa
loa kén c6 3 canh, hoa mao | ong vang ¢ 5 canh, hoa phi yén c6 8 canh, hoa cuc
van tho cé 13 canh, hoa cuc tay cé 21 canh, hoa cuc th ong cé 34, 55 hoac
89 céanh, ... .



Luyén tap

15. Cho day s6 (u,) xac dinh bai
uy=3 va u,, 1= u,+5 véimoi n > 1.
a) Hay tinh u,, u, va ug.
b) Chiing minh rang u,, = 5n—2 v6imoi n > 1.
16. Cho day so (u,,) xac dinh boi
uy=1 va u,, ;= u,+m+1)2" véimoi n>1.
a) Chiing minh rang (u,) 1a mot day so tang.
b) Chitng minh rang
u,= l+(n-1).2"
véimoi n>1.

17. Cho day s6 (u,,) xac dinh bdi
2

2
u, +1

uy=1 va u,, = v6imoi n 2> 1.

Chiing minh rang (u,) 1a mot day soé khong doi (day s6 c6 tat ca cic s6 hang
déu bang nhau).

18. Cho ddy s6 (s,,) v6i s, = sin (4n — 1)% :
a) Chimg minh rang s, = s, ,3 v6imoi n > 1.

b) Hay tinh téng 15 s6 hang dau tién ctia ddy so da cho.

CAP SO CONG

_— 4
1. Pinh nghia
Quan sat day céc s6 tu nhién

0,1, 2,....,n,n+1, ...

ta thiy céc s6 hang clia n6 c6 mot méi lién hé dic biét : Ké tir s6 hang thit hai,
mdi s6 hang béng téng clia s6 hang ding ngay tr 6c né va 1.
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Ta con gap nhiéu day s6 khéc cling c6 tinh chat t ong tu nh diy s6 trén trong
cac linh vuc khac nhau ctia khoa hoc, ki thuat, cling nh trong thuc t€ cudc
song. Ng 0i ta goi cdc ddy s nh vay la nhiing cip s6 cong.

DINH NGHIA

Cap so6 cong 1a mot day so (hitu han hay vo han) ma trong do,
ké tir s6 hang thtt hai, mdi s6 hang déu bing téng cla s6 hang
diing ngay tr 6c né va mot s6 d khong doi, nghia la

(u,) lacapsdcong < Vn=>2, u,= u,_;+d.

S6dd gc goi la cong sai cua cap s6 cong.
Vidul

a) Day cdc s0 tu nhién 1é

1,3,5,....2n—1, ...

la mot cap s6 cong véi cong sai d = 2.

b) Days6 —3,1,5,9,13,17,21,25 la mdt cap s6 cong véGi cong sai d = 4.

El Trong cac day s6 sau, day s6n ol cép s6 coéng ? Visao ?
a) -5,-2,1,4,7, 10,
b) 3,5;5; 6,5;9;10,5; 12.

2. Tinh chat

Ta c6 dinh Ii sau :

DINH Li 1

Néu (u,) 12 mot cdp s6 cong thi k€ tir s6 hang thit hai, mdi s6
hang (trir s6 hang cudi d6i v6i cdp s6 cong hitu han) déu la
trung binh cong cta hai s6 hang ding ké né trong day, tic 1a

_ Wy T Uy

Mk 3

Chitng minh

Goi d la cong sai cua cép sO cong (u,). Véimoi k > 2 tacéd
Uppy = U +d,
Uy = u—d.
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3.

Tir hai dang thic trénta d oc
uk—l + Mk+1 = 2uk Véi mOl k > 2
Tir d6 suy ra diéu can chiing minh.
@ Cho cép s6 cong (u,) couy=-1v uz=3. Hay timu, v uy.
S6 hang téng quat
Dé thay, ta c¢6 thé tim d oc s6 hang tuy y chia mot cap s6 cong khi biét s6
hang déau u, va cong sai d clia n6. Chang han, dé tim u,, ta c6 thé lam nh sau :
Uy = M3+d: u2+2d :M1+3d.

Mot cach khai quat, ta co

DINH Li 2

Néu mot cép s6 cong c6 s6 hang dau u; va cong sai d thi s6
hang téng quat u, ciané d oc xdc dinh theo cong thic sau :
= u;+(n-1)d.

uy

Chitng minh
Ta chiing minh biang ph ong phdp quy nap. Cong thic ding khi n = 1, vi
uy =u +0.d. Gia sir cong thic ding khi n = k, (keN¥) tic 1a
u, =u; + (k—1)d.Khidé taco

Wy = +d =[uy + (k—Dd]+d =u +kd.

Vay cong thic ciing ding khi n = k + 1. Tir d6 suy ra di€u can chiing minh.

BI Cho cép s6 c¢ong (u,) co u; = 13 v cbng sai
d = =3. Hay tinh us,.

Vi du 2. Cho mot ho cdc d ong tron dong tam
O ;r), O ;1) .., (O51,), ... ma day so (r,)
1a mot cdp s6 cong cé s6 hang dau bang 3 va
cong sai bang 3.

Goi u; 1a dién tich hinh tron (O ; r;) va v6i moi
sO nguyén n > 2, goi u, la dién tich cta hinh
vanh khan tao bdi d ong tron (O ; r,_;) va
d ong tron (O ; r)).
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Chiing minh rang (u,) 1a mot cap s6 cong. Hay xdc dinh cong sai va s6 hang
tong quat clia cap s6 cong do.

Gidi
bat ry=0. Khi d6, v6i médi n > 1, tacod

u, = TC.(I‘nZ - 1*”2_1 )= n(r,— 1, ), +r,_1) = 3n.(r,+71,_1)-
Suy ra
Uy — U, =301 +71, = 1,—1,1) = 31.(3+3) =18n (v6imoin =1).
Do d6 (u,,) 1a mot cép s6 cong v6i cong sai d = 187, va s6 hang dau

up = m. 7‘12 = 9.

Tt do, theo dinh 1i 2, tad oc

u, =91 + (n—1).18n = 92n-1)m (véimoin=1).

Tong n s6 hang dau tién cia mot cAp s6 cong

Gia slr ¢6 cdp s6 cong (u,) v6i cong sai d. Xét n s6 hang dau tién cta cip s6
cong do, ta co thé biéu dién mai lien hé giita ching nh  sau :

+d +d +d
I | . |
u, ’ U, 1 ‘ n—2 ‘ ‘ U ‘ U
\_/’\_/" \\_/
—d —d —d

Quan sét bang trén c6 thé thay téng clia hai s6 nam trong cling mot cot bat ki
lu6n béng téng cta u; va u,. Nhan xét d6 dan ta dén

DINH LI 3

Gia str (u,,) 1a mot cdp s6 cong. V6i mdi s6 nguyén d ong n, goi
S, 12 téng n s6 hang dau tién ctand (S, = uy + uy + ... + u,).
Khi d6, ta c6

5, = (i +2un n .




Vi du 3. Mot cong ti trach nhiém hitu han thuc hién viéc tra 1 ong cho céac
kis theo ph ong thtc sau :
Miic 1 ong clia quy lam viéc dau tién cho cong ti 1a 4,5 triéu dong/quy, va ké
tlr quy lam viéc thit hai, mic 1 ong s€ d oc tang thém 0,3 triéu dong moi quy.
Hiy tinh tng so tién 1 ong mot ki s d oc nhan sau 3 nam lam viéc cho
cong ti.
Giai
V6i mdi s6 nguyén d ong n, ki hiéu u,, (triéu dong) 1a mic 1 ong cuia ng di ki
s G quy lam viéc tha n cho cong ti. Theo gia thi€t cua bai toan, ta c6

uy=45 va u,, =u, + 03 véimoin=1.
Do d6, day so (,,) 1a mot cép s6 cong véi cong sai d = 0,3.
Vi mdi nam ¢6 4 quy nén 3 nam cé 12 quy. Nh thé, theo yéu cdu cla bai
toan ta phai tinh tong 12 s6 hang diu tién clia cap s6 cong (u,,).
Theodinhli2,tacé: uj, =45 + (12-1).0,3 = 7,8.
Do do6, theo dinh Ii 3, tad oc
12,45+ 7,8)

SIZ 2

= 73,8 (triéu dong).

CHUY

Tt dinh 1i 2 va dinh 1i 3, dé dang suy ra
[2u, + (n = Dd]n

n = 2 ’

Vn>1,

Cho cép s6 cong (u,) co u; = -2 va cong sai d = 2. Hay tinh téng 17 s6 hang
dAau tién cla cap s do.

El "Em sé chon ph ong an nao ?". PHUONG AN | PHUONG AN

Khi ki hgp dong lao dong dai han véi cic ki s
d oc tuyén dung, cong ti lién doanh A dé xuat

hai ph ong 4n trd 1 ong dé ng oi lao dong tu lua 4&‘

chon ; cu thé :

— ph ong dn 1l : Ng 61 lao dong s€ d ¢gc nhan
36 triéu dong cho nam I1am viéc dau tién, va ké
ti nam lam viéc thit hai, mitc 1 ong s€ d g¢c tang
thém 3 triéu dong moi nam.



ph ong dn 2 : Ng 0i lao dong s& d oc nhan 7 triéu dong cho quy lam
viéc dau tién, va ké tir quy 1am viéc thit hai, mic 1 ong s€ d ¢c ting thém
500 000 dong mdi quy.
Néu em la ng i ki hop dong lao dong véi cong ti lién doanh A thi em sé& chon
ph ong dn nao ?

Cauhdiv b itap

19. Chiing minh rang moi day s6 sau 1a mot cap s6 cong va hiy xac dinh cong sai

20. Trén tia Ox ldy céc diém Aj,

21.
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ctia cp s6 cong do :
a) Day so (u,) v6i u,=19n -5

b) Day s6 (u,) v6i u, =an + b, trong d6 a va b 1a cac hang s6.

Ay, ... , A,, ... sa0 cho v6i moi
s0 nguyén d ong n, OA, = n.
Trong cling mot nita mat phang
c6 bd 1a d ong thing chita
tia Ox, V& cac nua d Ong tron
d ongkinh OA,,n=1,2, ....

Ki hiéu u, la dién tich cla nua

hinh tron d ong kinh OA; va

Hinh 3.3

v6i moi n > 2, ki hiéu u,, 1a dién tich cta hinh gi6i han boi nlra d ong tron

d ong kinh OA nua d ong tron d ong kinh OA,, va tia Ox (h 3.3).

n—1°
Chiing minh rang day s6 («,) 1a mot cép s6 cong. Hay xdc dinh cong sai cua
cdp so cong do.

\ \

Trong moi cau sau, hdy ddnh dau "x" vao phan két luan ma em cho 1a ding :

a) MOdi cap s6 cong véi cong sai d > 0 1a mot day so

[ ] Tang. [ ] Giam. [ ] Khong tang ciing khong giam.
b) Mobi cdp s6 cong véi cong sai d < 0 1a mot day so
[ ] Tang. [ ] Giam. [ ] Khong tang ciing khong giam.



22. Mot cép s6 cong c¢6 nam s6 hang ma tong cua s6 hang ddu va s6 hang thi ba
bang 28, tong clia s6 hang thit ba va s6 hang cudi bang 40. Hay tim cap so

cong do.
23. Cho cép s6 cong (u,) ¢ uyy = — 52 vad us; = — 145. Hay tim s6 hang tong

quat cua cap so cong do.

24. Cho cap so cong (u,) voi cong sai d va cho cdc so nguyén d ong m va k, véi
m k. Ching minh rang u,, = u; + (m — k)d.

p dung : Hay tim cong sai d clia cdp sO cong (u,) ma u;g — u3=75.

25. Cho cap s6 cong (u,) c6 u; — u3 = 6 va us = — 10. Hay tim cong sai va s6 hang
téng quét cuia cap s6 cong do.

26. Hay chitng minh dinh Ii 3.

27. Cho cap s6 cong (u,) c6 u, + uy, = 60. Hay tinh tong 23 s6 hang diu tién cla
cap s cong do.

28. S6 do ba gbc cua mot tam gidc vuong lap thanh mot cap s6 cong. Hay tim s6
do ba goc do.

CAP s® NHAN

1. Dinh nghia

Xét bai todn : Mot ngdn hang quy dinh nh  sau doi voi viéc gui tién tiét kiém
theo thé thitc c6 ki han : "Khi két thiic ki han gui tién ma ng oi giti khong dén
riit tién thi toan bo so'tién (bao gom cd von va ldi) sé d oc chuyén giti tiép voi
ki han nh ki han ma ng oi gui da gui".

Gid sit ¢c6 mot ng oi gui 10 triéu dong voi ki han 1 thdng vao ngdn hang noi
trén va gid s ldi sudt cia loai ki han nay la 0,4%.

a) Hdi néu 6 thang sau, ké tir ngay giii, ng oi dé méi dén ngan hang dé rit
tién thi s6'tién rit d oc (gom cd von va ldai) la bao nhiéu ?
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b) Ciing cdu hdi nh trén, véi gid thiét thoi diém rut tién la 1 ndm sau, ké tir
ngay gui ?

V6i moi s6 nguyén d ong n, ki hiéu u, 1a s6 tién ng oi d6 rit d gc (gom ca
von va 1di) sau n thang, ké tir ngay gti. Khi d6, theo gia thiét ctia bai todn ta c6 :

u,= u,_1+u,_1x0,004 = u,_;x1,004 nx2.

Nh vay, ta ¢6 ddy s6 (u,) ma ké tir s6 hang thit hai, mdi s6 hang déu bang
tich ctia s6 hang ding ngay tr &c né va 1,004.

Ng 0i ta goi cdc ddy so cé tinh chat t ong tu nh diy s6 (#,) ndi trén la
nhiing cap s6 nhan.
DINH NGHIA

Cap so6 nhan 1a mot day so (hitu han hay vo han) ma trong do,
ké tir s6 hang tht hai, mdi s6 hang déu bing tich clia s6 hang
ditng ngay tr 6c nd va mot s6 ¢ khong déi, nghia la

(u,)lacdpsdnhan <& n>2, u,= u, .q.

S6 ¢ d oc goi la cong boi cua cap s6 nhan.

Vidul

a) Ddy so (u,) v6i u, = 2" 1a mot cap s6 nhan véi s6 hang ddu u; = 2 va
cong boi g = 2.

b) Day s6 -2, 6,18, 54, —162 la mot cap s6 nhan véi s6 hang dau u; = -2

va cong boi g = -3.

EI Trong cac day sé sau, day s6n ol cép s6 nhan ? Vi sao ?
a 4;6:;9;13,5.

b) -1,5;3;-6;-12;24;-48;96;-192.

¢c) 7,0,0,0,0,0.

Vidu 2. Cho day s0 (u,) xac dinh boi

uy=—= va u

> = 3u,_1—1 véimoi n=2.



Chiing minh rang day s6 (v,) x4c dinh boi

_ 1 G

== 5 v6imoi n =1

la mot cap s6 nhan. Hay cho biét s6 hang dau va cong bdi ciia cap s6 nhan do.

Giai

Vn

Tur cong thiic xdc dinh day so (v,) va (u,,), ta co
1 1

Vo= Uy~ 5 = Bu, -1 3 = 3(u,_, —5) = 3v,.; vOimoinz=2.
Tir d6 suy ra day s6 (v,) la mot cap s6 nhan véi s6 hang dau

1 5 1
M=M=y T R

va cong boi g = 3.
Tinh chat

Ta c6 dinh Ii sau :

DINH L 1

Néu (u,) 12 mot cap s6 nhan thi ké tir s¢ hang thit hai, binh
ph ong ctia mdi s6 hang (trir s6 hang cudi déi v6i cap s6 nhan
hitu han) bang tich cta hai s6 hang diing ké né trong day, tic la

2 _
Up = Up_1-Upyq-

Chiing minh

Goi ¢ la cong boi cua cap s6 nhan (u,,).

—Néu ¢ =0 thi hién nhién ta c6 diéu can chiing minh.
—Neéu g # 0 thi tir dinh nghia cip s6 nhan ta c6

uk = uk—l'q (k Z 2)9

L%=%f (k>2).

Nhan cédc vé' t ong ting clia hai dang thiic trén, ta d oc diéu can ching minh.
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[H2| H3i co hay khong moét cap 6 nhan (u,) m gy =-99 v 1y = 101 ?

Vi du 3. Cho cap s6 nhan (u,) v6i cong boi g > 0. Bi€t u; = 1 va uy = 3, hay

tim Uy.

Gidi

Theo dinh 1i 1, ta c6
u% = U .U (1)
u32 = Uy.lly 2)

Tu(1),dou,>0(Viu;=1>0vag>0),suyra u, =/u.uz . Tuday va (2)
tad oc

Lt32 32 \/—
N

Uy

S6 hang tong quat
T ong tu nh d6i v6i cap s6 cong, ta c6 thé tim d oc s6 hang tuy y ciia mot
cap s6 nhan khi biét s6 hang ddu va cong boi ctia né. Cu thé, ta c6 két qua sau :

DINH Li 2

Né&u mot cap s6 nhan c6 s6 hang diu u; va cong boi ¢ # 0 thi
s6 hang téng quat u, ciané d oc xédc dinh bdi cong thiic

_ n—1
U,=u.q

Vi du 4. Trd lai bai toan dat ra & phan dau muc 1.
Theo yéu cdu clia bai todn ta can tinh ug va u;,. Do (u,) 1a mot cap s6 nhan
v6i s6 hang ddu u; = 107 + 10”. 0,004 = 10”. 1,004 va cong boi ¢ = 1,004 nén
theo dinh Ii 2 ta c6

u,=10".1,004 .(1,004)" "' =10". (1,004)" Vn=>1.
Suy ra : g =107, (1,004)° ~ 10 242 413 (dong),

i, =107, (1,004)'* ~ 10 490 702 (d6ng).



[H3] Dan s6 ctia thanh ph6 A hien nay Ia 3 triéu ng oi. Biét rang 17 Ié tang dan s6
héng nam cta thanh phé A la 2%. HAi dan sé cla thanh phé A sau 2 nam nita sé la
bao nhiéu ?

4. Tong n s6 hang dau tién ciia mét cap s6 nhan
T ong tu nh d6i véi cap s6 cong, ng Oi ta cling quan tam tGi viéc xac dinh
téng n s6 hang dau tién clia mot cap s6 nhan theo s6 hang ddu va cong boi
ctia no.
Gia str c6 cép s6 nhan (u,,) v6i cong boi g. VGi mdi s6 nguyén d ong n, goi S,
12 téng n s6 hang dau tién cliand (S, = uy + uy + ... + u,).
Néu g =1 thiu, = u; v6i moi n > 1. Do d6, trong tr ong hop nay, ta c6

S, = nu;.

Khi ¢ # 1 ta c6 két qua sau :

DINH Li 3

Néu (u,) la mot cap s6 nhan véi cong boi g = 1 thi S, d oc tinh
theo cong thiic

_w(-¢")

S =4

n

Chitng minh
Ta co
qS,= qui+quy+ ...+ qu,_+qu, = up+us+...+u,+u,,;.
Do d6 Su=aSp= g~y =y~ g = uy(1-gq"),
hay (1= @S, =u(1- ¢".
Tir d6, do g # 1, suy ra di€u can ching minh.
Vi du 5. Cho cdp s6 nhan (u,) c6 uy = 24 va u,y = 48. Hay tinh tong nam so
hang dau tién cua cap s6 do.

Gidi
Goi g la cong boi cua cap so nhan (u,,), ta c6
48
=— = 2.
7= 24
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Do dé, theo dinh 1{ 2, ta d oc : 24 = uy = u;.2%. Suy ra u; = 6. Vi thé, theo
dinhli 3,tad oc

6.1 2°)

S5 = 4 5 = 186.
e Do vui. "Mot h o doi ldy nam xu ?"
T ong truyén, vao mot ngay no, c6 mot nha
todn hoc dén giap mot nha ti phd va dé nghi
d oc "ban" tién cho ong ta theo thé thic sau :
Lién tuc trong 30 ngay, mdi ngdy nha todn
hoc "ban" cho nha ti phd 10 triéu dong véi
gid 1 dong & ngay dau tién va ké tir ngay thit
hai, méi ngay nha ti phd phai "mua" véi gid
gdp doi gia cua ngay hom tr 6c. Khong mot
chit dan do, nha ti phd déng y ngay tiic thi,
long tham cam on nha toan hoc no da mang
lai cho 6ng ta mot co hoi hét tién "nam mo
cling khong thay".

Hoi nha ti phd da 1ai d oc bao nhiéu trong
cudc "mua — ban" ki la nay ?

Cauhdiv b itap

29. Trong cac day s6 d 6i day, day so nao la cdp s6 nhan ? Hay xac dinh cong boi

ctia cép s6 nhan do.

a) Diy so 1,-2,4, -8, 16,-32, 64 ;
b) Day s6 (u,) v6i u,=n.6""";
c) Diy s6 (v,) v6i v, = (-1)".3%";
d) Day s6 (x,) véi x,=(-4)*"* 1,

30. Trong mdi cau sau, hiy danh dau "x" vao phan két luan ma em cho 1a ding :

120

a) Mobi cép s6 nhan c6 s6 hang dau d ong va cong boi 0 < ¢ < 1, 1a mot
day so

[ ] Tang. [ ] Giam. [ ] Khong tang ciing khong giam.
b) Méi cédp s6 nhan c6 s6 hang ddu d ong va cong boi ¢ > 1 1a mot day so
[ ] Tang. [ ] Giam. [ ] Khong ting ciing khong giam.



31.
32,

33.

34.
3S.

36.

37.

38.

Cho cdp s6 nhan (u,,) c6 cong boi g < 0. Bi€t u, = 4 vauy = 9, hay tim u;.
Mot cép s6 nhan ¢6 nam s6 hang ma hai s6 hang dau tién la nhiing s6 d ong,
tich ctia s6 hang ddu va s6 hang thit ba bang 1, tich cua s6 hang thi ba va s6
hang cu6i bang % . Hay tim c4p s6 nhan do.
Cho cap so nhan (u,) v6i cong boi g # 0 va u; # 0. Cho cic s6 nguyén d ong
mva k, v6i m > k. Ching minh ring u,, = u, . ¢" .

p dung
a) Tim cong boi ¢ clia cap s6 nhan (u,) ¢6 uy =2 va u; = — 686.
b) Hoi c6 ton tai hay khong mot cap s6 nhan (u,) ma u, =5 va u,, = — 2000 ?
Hay tim s6 hang tong quét ctia cap s6 nhan (u,,), biét ring u; = — 5 va ug = 135.

Chu ki ban ra cua nguyén t6 phong xa poloni 210 1a 138 ngay (nghia la sau
138 ngay khai 1 gng cuia nguyén t6 d6 chi con mot nira). Tinh (chinh xac dén
hang phan tram) khdi 1 ong con lai cua 20 gam poloni 210 sau 7314 ngay
(khoang 20 nam).

Tinh c4c téng sau :

a) Téng tat ca cdc s6 hang clia mot cap s6 nhan, biét rang s6 hang diu bang
18, s6 hang thit hai bang 54 va s6 hang cudi bang 39 366 ;

b) Toéng tit ca cdc s6 hang clia mot cap s6 nhan, biét ring s6 hang ddu bang

1 ing ] ; :
——, 56 hang thit hai bing —— vasd h ibang ToresTe
256,50 ang thi hai bang 512 va s0 hang cuoi bang 1048576

S6 do bon géc cia mot tit gidc 16i 1ap thanh mot cap s6 nhan. Hay tim bon goc
do, biét rang s6 do cuia goc 16n nhat gap 8 1an s6 do cta goc nho nhat.

Luyen tap

Hiy chon nhiing khang dinh ding trong céc khéng dinh d 6i day :
a) Néu cac so6 thuc a, b, ¢ ma abc # 0, theo tha tu d6 1ap thanh mot cap so

. . 111
cong v6i cong sai khéac 0 thi cac so PR theo tht tu d6 ciling 1ap thanh

mot cap sO cong.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

122

b) Néu cac so thuc a, b, c ma abc # 0, theo tht tu d6 1ap thanh mot cap s6

NP N O | L 5 o
nhan thi cic s6 — , R theo thit tu do cling 1ap thanh mot cap so nhan.
a c

2 o T 1
o) l+m+m +..+m =1
TE_

Cac sO x + 6y, 5x + 2y, 8x + y theo thi tu d6 1ap thanh mot cap s6 cong ; dong
thoi, cac sO x — 1, y + 2, x — 3y theo thit tu d6 1ap thanh mot cap s6 nhan. Hay
tim x va y.

Cho cép s6 cong (u,) v6i cong sai khac 0. Biét rang cac SO u Uy, tyliy VA Uzl
theo thit tu d6 1ap thanh mot cap s6 nhan véi cong boi ¢ # 0. Hay tim g.
S6 hang th hai, s6 hang dau va s6 hang thit ba cia mot cép s6 cong vGi cong
sai khac 0 theo tht tu d6 1ap thanh mot cap s6 nhan. Hay tim cong bdi cta cap
sO nhan do.
Hay tim ba s6 hang ddu tién ctia mot cap s6 nhan, biét ring téng clia chiing

L 148 . .
bang 5 va dong thoi cac so hang dé t ong tng la s6 hang dau, s6 hang thi
t va so hang thit tim ctua mot cip s cong.
Cho day so (u,,) x4c dinh boi

uy=1 va u,, ;= S5u,+8 v6imoi n=1.

a) Ching minh rang day s6 (v,), v6i v, = u,, + 2, 1a mot cép s6 nhan. Hay tim
s6 hang téng qudt clia c4p s6 nhan do.

b) Dua vao két qua phan a), hdy tim s6 hang tong quét cta day s6 (u,,).

Céu héi va bai tap n tap ch ong Il
U Noi va hal 1ap on tap g

Ching minh rang

n(n® = H3n +2)
12

122423%+ ..+ (n-Dn® =

vGi moi s6 nguyén n > 2.



45. Cho day s6 (u,,) xac dinh boi

up=2 va u, = "‘2 v6i moi n > 2.
Chiing minh rang
2"
un 2}1—1
v6i moi s6 nguyén d ong n.
46. Cho ciic day s6 (u,) Vi (v,) V6i Al 2n
. u,) va (v,) véi u, = va v, =
Y " " "on+1 " n+1

47.

48.

a) Hay xdc dinh s6 hang téng quét cua dy s6 (a,) vOi a, = u, +v,.
b) Hay xéc dinh s6 hang tong quét cha day s6 (b,) v6i b, = u,— v,.

¢) Hay xdc dinh s6 hang téng quét cta day s6 (c,) V6i ¢, = u,.v,.

d) Hay xéc dinh s6 hang tong quét cua day s6 (d,) véi d, = % .
n

Chii y

Cac day so (a,), (b,), (c,) va (d,) néu trén th ong d oc ki hiéu t ong tng boi

(u, +v,), (, —v,), (u,.v,) va (Z—"j .

n
Trong cac day s6 d 6i day, day so nao la cap sO6 cong, diy sO nao la cép
s6 nhan ? Hay xédc dinh cong sai hoac cong boi cia méi cap s6 do.

a) Day so (u,) v6i u,=8n+3;

b) Day s6 (u,) voi u, = W+ ;

c) Diy s6 (u,) v6i u,=3.8";

d) Day s6 (u,) v6i u,= (n+2).3".

Hay chon nhiing khing dinh ding trong cdc khang dinh d 6i day :
a) Day s6 (u,) xac dinh boi

uy=3 va u,,;= u,+5 véimoi n=1,
la mot cap s6 cong.
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b) Day s6 (u,,) xac dinh boi

uy=3 va u,,; = u,+n véimoi n=1,
la mot cap s6 cong.
c) Day so (u,) xac dinh boi

uy=4 va u,,; = Su, v6imoi n=>1,
la mot cap s6 nhan.
d) Day s6 (u,) xac dinh boi

uy=1va u,,.; = nu, v6imoi n=1,
la mot cap s6 nhan.

49. Cho day hinh vuong H,, H,, ... , H,,... V6i mdi s6 nguyén d ong n, goi u,, p,,

va S, lan1 ¢t la do dai canh, chu vi va dién tich ctia hinh vuong H,,.
a) Gia st day s6 (u,) 1a mot cap s6 cong véi cong sai khac 0. Hoi khi d6 cac
day so (p,) va (S,) c6 phai la cac cap s6 cong hay khong ? Vi sao ?
b) Gia st day so6 (#,,) la mot cap s6 nhan véi cong boi d ong. Hoi khi d6 cic

day so (p,) va (S,) c6 phai la cac cap so6 nhan hay khong ? Vi sao ?

50. Cho day s6 (u,,) xdc dinh boi

up=3 va u, = u,+6 véimoi n=1.

Chiing minh rang (u,,) vira 1a cap s6 cOng, vita 1a cdp s6 nhan.

51. Tim hiéu tién cong khoan giéng & hai co s& khoan giéng, ng ditad oc biét :

124

—  Cosd A : Gia cha mét khoan dau tién 1a 8 000 dong va ké tir mét khoan
thit hai, gid clia mo6i mét sau tang thém 500 dong so véi gid cia mét khoan
ngay tr 6¢ no.

—  Co sd B : Gia cha mét khoan dau tién 12 6 000 dong va ké tir mét khoan
thit hai, gid cia mo6i mét sau tang thém 7% gia ctia mét khoan ngay tr ¢ no.
Véi moi s6 nguyén d ong n, ki hiéu u, va v, t ong tng la gid cia mét khoan
thit n theo cach tinh gid cia co s& A va cua co s6 B.

a) Hay tinh u,, u3, v,, v3.

b) Chiing minh rang day s6 (u,) 1a mot cap s6 cong va day s6 (v,) 1a mot cap
s6 nhan. Hay tim s6 hang téng quat cia mbi day s6 do.



52,

53.

54.

5S.

56.

57.

c) Mot ng 6i muén chon mot trong hai co s& noi trén dé thué khoan mot
giéng sau 20 mét 1dy n 6c dung cho sinh hoat cua gia dinh. Hoi ng 6i &y nén
chon co s6 nao, néu chit 1 gng ciing nh  thoi gian khoan giéng cua hai co s&
lanh nhau?

d) Ciing cau hoi nh phén c), v6i gia thiét do sau cua giéng cin khoan la
25 mét.

A
- -

Moi khang dinh sau day diing hay sai
a) Ton tai mot cép s6 nhan (u,) c6 us <0 vau,s > 0.
b) Néu cac so thuc a,b,c theo thit tu d6 1ap thanh mot cdp s6 cong c6 cong
sai khac 0 thi cdc s6 a”,b%,c? theo thi tu d6 cling 1ap thanh mot cap s6 cong.
¢) Néu céc so0 thuc a,b,c theo thit tu d6 1ap thanh mdt cap s6 nhan thi cac s6
a*,b%,c? theo thi tu d6 cling 1ap thanh mot cap s6 nhan.
Trong cdc b i tir 53 dén 57, hday chon két qud diing trong cdc két qua da cho.

1

Cho day s6 (u,) xac dinh boi : u = Evé u, = U, | +2n véi moin > 2.

Khi d6 us, bang

(A) 1274,5; (B) 2548.5 ; (C) 5096,5 ; (D) 2550,5.
Cho day s6 (u,,) xacdinh boi : u; = -1 va u, = 2n.u, ; véimoi n > 2 . Khi do
u;, bang

A) 2'%.111; @) 21115 (©2"°11"°; (D)-2"%.11"°,
Cho day s6 (u,) xac dinh béi : u; =150 va u, =u, | —3 v6imoi n >2.
Khi d6 tong 100 s6 hang ddu tién clia dy s6 d6 bing

(A) 150 (B) 300 ; (C) 29850 ; (D) 59700.
Cho célp s6 cong (u,) c6: u, = 2001 va us = 1995 . Khi d6 u;(,, bang
(A) 4005 ; (B) 4003 ; O3 (D) 1.

Cho cdp s6 nhan (u,) c6: u, = -2 va us = 54 . Khi d6 téng 1000 s6 hang
dau tién clia cap s6 nhan do bang
| — 31000 31000 _ 4 31000 _ ¢ | — 31000

(&) ——: B—F—: O=—F—: O—

125



GIO1 HANM

126

z

AT
E

Gioi han la mét trong cac van dé co ban cla Gidi tich.
Co thé noi : Knong co gioi han thi khong co Giai tich,
hau hét cac khai niém ctia Gii tich déu lién quan dén
gi6i han.

Chuong nay gi6i thiéu khai niém giéi han cua day so,
ctia ham s va néu mot s dinh li, quy tac tim gioi han.
Yéu cau trong tam cla chuong la van dung mét cach
linh hoat cac dinh li, quy tac do dé tim gi6i han cta day
s6 va ham sé.




A. GIOI HAN CUA DAY SO

DAY SO CcO GIGI HAN 0

1. Dinh nghia day so6 ¢6 giéi han 0

n

’ . -1 ’
Xét day so (u,) vOi u, = ( , tic 1a day so

o1t 11
2734 0 1T 230 240

Biéu dién c4c s6 hang clia ddy s6 da cho trén truc s, ta thiy khi n tang thi cdc
diém biéu dién chum lai quanh diém O (h. 4.1).

-1

_1
—1 3

W=

[\®)

(0%)

ST
TRI=
A=
=

Hinh 4.1
9 ’ 1 ~ o 2 z o 2 9 9 . ~
Khoang céch |un| = — tu diém u, dén di€m O tro nén nho bao nhiéu cling
n

d oc mién la n da 16n.

Diéu nay d gc giai thich 6 hon trong bang sau :

n‘l 2 3 10 11 12 ... 23 24 25 .. 50 51 52
| T H e E U R B B
n 2 3 10 11 12 77 23 24 25 7 50 51 52

— Moi s6 hang clia ddy s6 da cho, ké tir s6 hang thit 11 tr& di, déu c6 gia tri
tuyét doi nho hon %, tuc la

r o1 ..
|un| =;<E v6i moi n > 10.
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— Moi s6 hang clia ddy s6 da cho, ké tir s6 hang thi 24 tr& di, déu c6 gia tri

2 N

tuyét d6i nho hon %, tuc 1a

Ju, | < 2% v6i moi n>23.

EI K& tuir s6 hang thir may tré di, moi s6 hang clia ddy s6 da cho déu cé gia tri

. 1
tuyét déi nhé hon — -
uygt d6i nhd hon =

~ a 2. 2 X A, 1 . 1 . 1
Ciing céu hoi d6 cho moi so : 75 500 ° 1 000 000

Nh vay moi s6 hang ctuia ddy s6 da cho, ké tir mot s6 hang nao d6 tro di, déu
c6 gid tri tuyét d6i nho hon mot s6 d ong nho tuy y cho tr 6c. Ta noi ring

n

) J ¢ gi6i han 1a 0.

day so [(
Mot cach tong quit, ta c6
PINH NGHIA

Ta no6i rang day so (u,,) ¢6 giéi han 0 (hay c6 gidi han 1a 0) néu
v6i mdi s6 d ong nho tuy ¥ cho tr Gc, moi s6 hang cta day so,
ké tir mot s6 hang nao do tr& di, déu c6 gia tri tuyét d6i nho hon
s0 d ong do.
Khi d6 ta viét

lim(u,,) = 0 hoac limu,, = 0 hoac u,, — 0.

(Kihi¢u "limu, = 0" cond oc viét " nlg{.lo u, = 0", doc 1a day so (u,) c6 gidi
han 1a 0 khi n dan dén vo cuc).

Nhdn xét

Tu dinh nghia suy ra rang

a) Diy 6 (u,) c6 gidi han 0 khi va chi khi ddy s6 ([u,|) c6 gi6i han 0.

(=D"

n

D"

n

Chang han, ta c6 lim% =0 vi % = va lim =0.

b) Day s6 khong d6i (u,,), v6i u, =0 c gi6i han 0.



2. Mot so day so co6 gioi han 0
Dua vao dinh nghia, ng 0i ta chiing minh d ¢c ring

0; b) lim3i=0.

Jn In

Dinh Ii sau day th ong d oc sir dung dé ching minh mot s6 ddy so ¢6 gidi han 0.
DINH L 1

Cho hai day s6 (u,) va (v,).

Néu | u, | < v, v6i moi n va limv, = 0 thi limu,, = 0.

a) lim

Chiing minh. Cho mot s6 d ong nho tuy y. Vi limv, = 0 nén ké tir s6 hang tha
N nao d6 trd di moi s6 hang cta day s6 (v,) déu nhd hon s6 d ong d6. Do
|un| <v, nén moi s6 hang cua day s6 (, ), ké tit s6 hang thit N trd di, déu c6
gia tri tuyét doi nho hon s6 d ong da cho. Vay limu, = 0.

sinn

7

Vi du 1. Chiing minh rang lim =0.

Gidi
Ta co

sinn) L lim-L = 0.

| An Jn

Tur d6 suy ra diéu can ching minh.

. : .1
@ Cho k la mét s6 nguyén d ong. Chung minh rang hm—k =0.
n

p dung dinh Ii 1, c6 thé chiing minh dinh Ii sau :
DINH Li 2

Néu || <1 thi limg" = 0.

Vidu 2
n n n
a)limizliml =0; b)lim( 2) :lim—2 =0.
2" 2 3" 3
nmn

cos—

EI Chimg minh rang lim 15 =0.
4)
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Cauhdiv b itap

1. Ching minh rang céc day s v6i s6 hang tong qudt sau day ¢6 giGi han 0 :

o U0 b) 0% 0 i”l -
2. Ching minh rang hai day so (u,) va (v,) v6i
y, = ;, b - (=1)" cosn
n(n+1) " 2 41

¢6 gi6i han 0.
3. Chitng minh ring cdc day so6 (u,,) sau day c6 gi6i han O :

sin

n _

a) un = (0’99)"’ ’ b) un = ( 1) , C) ul’l = — 5 .

2" +1 (1,01)"

~ A, L. n

4. Cho day s6 (u,) v6iu, = 3_n .
P . > un+1 2, .

a) Chiing minh rang < 3 v6i moi .

n
2 n
b) Bang ph ong phdp quy nap, chiing minh rang 0 < u,, < (gj v6i moi n.

¢) Chiing minh rang diy s6 (u,) c6 gidi han 0.

DAY sO cO GIGI HAN HUU HAN

1. Dinh nghia day so c6 giéi han hiru han

_1\"
Xét day so (u,) v6i u, =3 + ( ’1) - Tacd
_ n
lim(u, — 3) = lim 2~ — 0.
n

Ta néi rang day s6 (u,,) ¢ gidi han 1a 3.
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Mot cdch téng quat, ta c6 :

DINH NGHIA
Ta ndi rang day s6 (u,)) c6 giéi han1 so thuc L néu lim(u, — L) =0.
Khi d6 ta viét

lim(u,) = L hoac limu,, = L hoac u, - L.

Day s6 c6 gi6i han 1a mot s6 thuc goi 1a day s6 c6 giéi han
hitu han.

Vi du 1. Day s6 khong déi (u,,) v6i u, = ¢ (c 1a hing s6) ¢6 gidi han 1a ¢ vi

lim(u,, — ¢) = lim(c — ¢) =1im0 = 0.

n
Vi du 2. Chiing minh rang lim(( D _ 1] =-1.

Jn
Gidi
GV

Jn

batu, = 1.

(=D"
Jn

Vi lim(u, — (~1)) = lim

=0 nén limy, = 1.

El Chung minh réng :

(ayr ) .
a) 11@@) H1f=1; b) 1im(22n5}=_%.

Nhdn xét
1) T dinh nghia vira néu, suy ra rang limu, = L khi va chi khi khoang
cach|u, — L| tir di€m u,, dén diém L trd nén nhd bao nhiéu cling d oc mién

la n dh 16n ; n6i mot cach hinh anh, khi 7 ting cic diém u, chum lai quanh
diém L.
2) Khong phai moi ddy s6 déu c6 gi6i han hitu han. Chang han day s6 ((—1)"),
tuc l1a day s6

-1, 1,-1,1, ...
khong c6 gidi han hitu han.
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Trén truc s6, cac s6 hang clia diy s6 d6 d ¢c biéu dién boi hai diém —1 va 1.

Khi n tang cdc diém (—1)" khong chum lai quanh bat ki mot diém L nao.
2. Mot so dinh li

Ta thira nhan cac dinh Ii sau

DPINH Li 1

Gia su limu,, = L. Khi d6
a)lim‘un‘ = ‘L‘ va lim%:%;
b) N&u u, > 0 v6i moi  thi L > 0 va limJu, = VL.

Vidu3. lim,[9 + cos2n _ 4 s lim(9 + Cosz”j ~9.
n n
2
[H2] Tim lim 3/—27” 2_ ",
n

DINH Li 2

Gia st limu,, = L, limv, = M va ¢ 1a mot hang s6. Khi d6
lim(u, +v,) =L+ M,
lim(u, —v,) =L - M,
lim(u,,.v,) = LM,
lim(cu,) = cL,

. L .
hmu—":M(néuM 0).

n

2
¢ . " 3n° +4n -7
Vidu 4. Tim limu, , v6i u, = —
n
Giai
Ta c6

limu, = lim(3 + % —lzj =1lim3 + lim% - liml2
n n

= lim3 + 4liml— 71imi2 =3+4.0-7.0=23.
n n
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3.

21— 4n” +3n+3

n—5n+7

Vidu 5. Tim limu,, v6i u, =

Gidi
Chia tir va mau cta phan thic cho n (n3 la luy thira bac cao nhét cta n trong
tr va mau cua phan thic), ta d oc

4 3 3
2——+—2+—3
"y = nop n
! 1_i+l
n® n
Vi
lim 2—£+i+i :lim2—limi+limi+limi:2
noopr g n n* n
3 4.2
Va 1im(1—%+13J:1¢0nen lim 2" 34” 3 _2_,
n n n —-5n+7 1
2_
Bl Tim gi6i han ctia day s6 (u,) v6i u, =n3—n+3‘
n> +2n

Téng cua cap s6 nhan lui vo han
Xét cap s6 nhan vo han
2 n
up, uq, 1q ..., u1q , ...
c6 cong boi ¢ véi | g < 1 (goi 1a mot cdp s6 nhdn lii vo han).
Ta biét rang téng clia n s6 hang dau tién clia cap s6 nhan dé 1a

-i_wd=¢"H _m o wm
1-g I-¢ 1-¢7-

n
S,=uj+ug+..+uyq

Vilgl<1nénlimg" = 0. Do dé

u
limS, = —L-
n 1-¢
Ta goi gi6i han dé 13 tong ciia cap s6 nhan da cho va viét
u
S=u +wmq + uwg® +...= ——.
1 19 + g 1—¢
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Tim t6ng cla cép s6 nhan
1 1 1 1

eey 9 see o

2 s 22 s 23 > . 2}’1
Vi du 6. Biéu dién s6 thap phan vo han tudn hoan 0,777... d 6i dang phan so.
Giai

Taco 0,777...= z + A

+ —+
1010 10°
Day Ia tong cua mot cap s6 nhan lui vo han véi s6 hang dau u; = 0 va

cong boi g = % Do d6

1
-7

7
10 7
0,777... = ——.
9

[H5| Biéu dién s6 thap phan v6 han tuén hoan 0,313131... d i dang phan s6.

Cauhdiv b itap

5. Tim céc gi6i han sau :

: D" . . (sin3n )
a) hm(Z + o | b) lim 1, 1];
n—1 n+2
lim—— ; li .
¢) lim Pl d) 1mn_|_1

6. Tim limu, v6i

_n2—3n+5 ) b _—2n2+n+2'
a)un—z—, )Mn_4—’
2n° —1 3n" +5
\2n? - n
©) u, :n—zn ; d) u, = 4
1-3n 2.3"+4"
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7. Cho day s6 (u,,) xac dinh boi

N u L. .
u =10 va u, =?”+3V01m()1n21.

a) Chung minh rang day so (v,) xac dinh boi v, = u,, — ZS 1a mot cap so nhan.

b) Tim limu,,.

8. Cho mot tam gidc déu ABC canh a. Tam gidc A;B,C; c6 cic dinh la trung
diém céc canh cta tam gidc ABC, tam gidc A,B,C, c6 cdc dinh 1a trung diém
cdc canh clia tam gidc A B,Cy, ..., tam gidc A, B, ,C,.; c6 cic dinh la trung

diém céc canh cla tam gidc A,B,C,, .

.. GOl py, pos ey Py - VA S, S5, L S,
theo tht tu 1a chu vi va dién tich cla cdc tam gidc A;B,C|, A,B,C,, ...,
A,B,C

,B,C,,....
a) Tim gi6i han cta cdc day so (p,) va (S,).
b) Tim cdc téng
pr+pr+ . +p, oo vaSi+S+ .+, 4+
9. Biéu dién céc s6 thap phan vo han tudn hoan sau d 6i dang phan s :
a)0,444...; b) 0,2121...; c)0,32111....
10. Goi C lanttad ong tron d ong kinh AB = 2R,

C,lad ong gébm haintra d ong tron d ong kl’nh% ,
NN A LA N N R .. AB
C,lad ong gobm bon nra d ong tron d Ong kinh R
PN PN N n 9 N N N , AB
C,lad ong gobm?2 nuwad ong tron d ong kinh 2—n, . (h.4.2).

Goi p,, la d¢ dai cua C,, S, 1a dién
tich hinh phang gi6i han b&i C, va
doan thang AB.

a) Tinh p, va §,. M

b) Tim gi6i han cla cic day s6 (p,)

va (S,). Hinh 42
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Bai doc thém

DPOAN NHAN GIGI HAN CUA MOT DAY SO THUC
BANG HINH HOC

1) Ta d3 biét tng clia cap s6 nhan IUi vo han
1 1 1 1

> 22, 23,..., zn,...

1 1 1
S=—+—=+—+...=1

(xem trong 2).

C6 thé doan nhan d dc két qua nay nhd hinh 4.3 ho3c hinh 4 .4.

1 1,1 1.1 .1
0 2 222 2 22 25 4
1,1 1 1 1,1 1 1 1
b b e e B
2 22 23 24 2 22 23 24 2
Hinh 4.3
2 2 o ~ . 2 1 "y 2 1 \
G hinh 4.3 : trung diém cta doan [0 ; 1] la diém > trung diém cla doan [5 ; 1} la
. 1 1 . 11 ] ., 1 1 1
diém — + —, trung diémcladoan | =+ — ;1| ladiém =+ —+ —, ...
2 9? 2 22 2 22 2
Do d6
l+i+i+...=1. D H c
2092 3 -
& hinh 4.4 : hinh vudng ABCD c6 canh % 26
dai 1 don vi va dién tich bang 1, hinh Lz I 25 |k
2
chit nhat AEFB c6 dién tich bang % %
hinh vuéng DHGE c¢6 dién tich bang E F
G
%, hinh chii nhat GIKF c6 dién tich
2 1
.1 2
bang —, ....
3
Do d6 %+i2+i3+...:1. A B
272 Hinh 4.4



2) Xét bai toan sau :
Cho day s6 thuc (u,) xac dinh bdi

W =cv U, 1 =au, +bvéin>1,

trong dé a, b, ¢ la nhitng s6 thuc cho tr 6¢c,0<a<1vab=0.
Tim gidi han cla day s6 da cho.

D& doan nhan gidi han clia ddy s6 da cho, ta sé biéu dién cac s& hang clia n6 trén
hai truc toa d6 (h. 4.5). Dung hai d dng thing (d) va (A) theo th(r tu c6 ph ong trinh
lay=ax+bvay=x (&day ta gia thi€t b> 0 ; trong tr dng hdp b < 0, cach giai va
két qua hoan toan t ong tu). Goi A, va B, theo thir tu |a giao diém cla d dng théng
x =u v8id dng thdng (d) va d dng thdng (A). Diém A, cb tung d6 auy + b = u,
va diém B, c6 tung do 1a u,. D dng thdng di qua A, va song song Vi truc hoanh cat
(A) tai B,. Diém B, c6 hoanh dé la u,. B &ng thang di qua B, va song song Vi truc
tung cét (d) tai diém A,. Tung do clia A, 1a auy + b = u. Cac diém B, A3, By, Ay, ...,
B,,A,, ...d dcxac dinh mot cach t ong tu.

Goi I (I ; 1) 1a giao diém cla hai d dng théng (d) va (A). Khi n tang thi diém A, ngay
cang dan dén diém I, cac diém u,, trén truc hoanh (va trén truc tung) ngay cang dan
dén diém [, tic 1a

limu, = 1.
Y
y=llE € G G3CiCs /
S
s : LA !
wl C VA A Bs
A rTTTT TS B, i
1 Ad 124 1
G A
Aqi oo |
Uyl - 1 [ 1
i By 11 i
a LT
A
@ A S S N B .
/ INV4 2 Uy Uz Uy Us l X

Hinh 4.5

Vil la giao diém cla hai d dng thang (d) va (A) nén [ Ia nghiém cla ph ong trinh
ax+ b =x,
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138

tc la

Nhdn xét

Goi Cy, C5, ..., C,, ... 1a cac giao diém clia d dng thdng y = vdi cac d dng théng
X=U X= Uy oy X= Uy e

Khi do

MG _AE _ BI_
BIC, OE AB
\/iA]C]zl—Mz va BIC]:l—Ml nén ti doé ta co

l—U2
I —u,

Chiing minh t ong tu, ta c6

[=Ups

= a v6i moi n.
[-up,

Do d6, néu dat v, = [ — u, thi day s6 (v,) la mét cap s6 nhan IUi vo han.

DAY sO cO GIGI HAN VO CUC

Day s0 ¢6 gi6i han +oo
Xét day so (u,,) v6i u, =2n — 3.
Ta thdy khi » tang thi u,, trdé nén I6n bao nhiéu ciing d ¢c mién la n du 16n.

No6i céch khdc, moi s6 hang clia ddy s6, ké tir mot s6 hang nao d6 trd di, déu
16n hon mot s6 d ong 16n tuy y cho tr 6.

Ta no6i rang day s6 (2n — 3) ¢6 giGi han 1a +oo.



Mot cdch téng quat, ta c6

DINH NGHIA

Ta ndi rang day so (u,) c6 gidi han 1a +oo néu v6i méi s6 d ong
tuy ¥ cho tr Gc, moi s6 hang clia ddy s6, ké tir mot s6 hang nao
d6 tré di, déu 16n hon s6 d ong do.

Khi dé ta viét

lim(u,,) = +o0 hoac limu,, = +o0 hodc u,, — +o.
p dung dinh nghia trén c6 thé chitng minh ring :

a) limn = 40 ; b) limvn =+ «© ; c)lim3n:+oo.
2. Day so ¢o giéi han —o

DINH NGHIA

Ta n6i rang day s6 (u,,) ¢ gidi han 1a —co néu v6i mbi s6 am tuy
y cho tr 6c, moi s6 hang clia ddy so, ké tir mot s6 hang ndo do
trd di, déu nho hon s6 am do.

Khi d6 ta viét

lim(u,,) = —oo hodc limu,, = —oo hodc u,, - —o.

Dé dang thay ring
limu, = - < lim(-u,) = + oo.

Vidu 1. Vilim(2n — 3) = +o0 nén lim(-2n + 3) = —oo.
CHUY
Céc day s6 c6 gidi han +oo0 va —oo d oc goi chung 1a céc ddy s6 cé
gidi han vo cuc hay ddn dén vo cuc.

Nhdn xét. Néu lim|un| = +oo thi |un| trd nén 16n bao nhiéu ciing d ¢c, mién

1

u,

N 2 7, z 1 jd 2 . ~ X N
la n du 16n. Do dé = — trd nén nho bao nhiéu cling d gc, mién la »

A

du 16n.
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Ng 0i ta chiing minh d gc

DINH Li

A |
Néu 11m|un| = +oo thi llmu— =0.
n

3. Mot v iquy tac tim giéi han vo cuc
Vi +o0 va —oo khong phai 1a nhitng s6 thuc nén khong dp dung d oc cac dinh 1i
trong 2 cho cac day s6 c6 gidi han vo cuc. Khi tim céc gidi han vo cuc, ta ¢
thé str dung c4c quy tic sau day.

a) Quy tac 1
Néu limu, = +oo va limv, = oo thi lim(x,v,) d@ oc cho trong
bang sau :
limu,, limv, lim(u,,v,)
+00 +00 +00
+00 —00 —00
—00 +00 —00
—00 —00 +00

. <2 <1 A Tien 2
Vidu 2. Vin~ =n.nvalimn =+ nén limn™ = +oo.

T ong tu, v6i moi s6 nguyén d ong k, ta co limr = +o0.

b) Quy tac 2
Néu limu, = oo va limv, = L # 0 thi lim(u,v,) d ¢c cho trong
bang sau :
limu,, Dau cua L lim(u,v,)
+00 + +00
400 — —00
—0 + —o0
—o0 - +00
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Vidu 3. Tim a) lim (37> — 1017 — 51); b) lim— -
3n° —101n - 51
Gidi
a) Tacé 3n* —101n — 51 = n2(3 —ﬂ—s—;j.
n n
Vi limn® =+ ova 1im(3—@—5—21)=3 >0 nén
n n

lim (3n% = 1017 — 51)= +o.

b) Vi lim(3n% — 1011 — 51) = 4+ nén

lim — - = —5lim — ! =(-5).0=0.
3n” —101n - 51 3n* —101n - 51
[H1| Tim
a) lim(n sinn —21%) ; b) lim !

nsinn—2n>
¢) Quy tic 3

Néu limu, = L # 0,limv, =0 va v, >0 hoac v, <0 ké tx

¢ N 7 2 . S . u 9
mot sO hang nao d6 tré di thi lim - d oc cho trong bang sau :

Vl’l

A 9 g 9 3 un
Dau cua L Dau cua v, hmv—
n

+ 400

— —00

- + —o0

- - +00

3n3+2n—1.

Vidu 4. Tim lim 5
2n° —n
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Gidi
Chia tir va mau ctia phan thdc cho n (n’ 1a luy thira bac cao nhat cta n trong
tlr va mau cua phan thic), ta d ¢c

3+i—L

321 _ T 2 B

2n® —n %_i

2

Vi 1im(3 +%—%J =3>0, lim(%—%j :Ovélz—i2 > 0 v6i moi nnén
n n nn n- n
3nd +2n -1
lim——— = 4.

2’ —

2n +n
Tim 1i
@I im 1m3 —

Cauhdiv b itap

11. Tim gi6i han cua céc day so (u,,) v6i

a) un=—2n3+3n+5; b)u, =\/3n4 +50° - Tn.
12. Tim gi6i han cua céc day so6 (u,) véi
) = 21 +3n-2 ) b) u = %/n6 —7n® - 5n + 8
R T R n = n+ 12

13. Tim cac gi6i han sau :
a) lim(2n + cosn); b) lim Grﬂ —3sin2n + 5).
14. Chiing minh rang néu ¢> 1 thi limg" =+ .

15. Tim gi6i han cua céc day so (u,) v6i

a)u, = ; b)u,=2"-3"
2
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Luyén tap

16. Tim cac gi6i han sau :

2 _ 5 4_ _
a) lim n3+ 4n2 5; b) limn +3n ?1 2
3n+n"+7 4n > + 6n°+ 9
J2nt +3n -2 n_ o 5
o) lim YL 72 d) lim ~—— 2>

2n* —n+3 7 +3.5"

17. Tim cac gi6i han sau :

a) im(3n® = 7n + 11 ; b) lim 2% —n +n+2

o) lim Y1 +2n —n’ ; d)lim y2.3" = n + 2.

18. Tim céic gidi han sau :
a) lim(\/nz +n+1- n) ;
H 6ng ddn : Nhan va chia biéu thic da cho véi N +n+1+n.

b) lim

1
\/n+2—\/n+1’

H dng ddn : Nhan tir vd miu cha phan thic da cho véi vn + 2 +/n + 1.

c) lim(\/nz +n+2 —\/n+1); d) lim 1

J3n+2 - \2n+1 ;

2
) lim (Vi +1 = n)n f)lim‘/ﬁ‘vn”.

3n+2

s . .. .5 y . 039
19. Tong cua mot cap s6 nhan lui vo han 1a 3 tong ba so hang dau tién cua né la 25
Tim s6 hang dau va cong bdi cta cap s6 do.
20. Bong tuyét Von Koc
Ta bat dau tir mot tam gidc déu ABC canh a. Chia mdi canh clia tam gidc ABC
thanh ba doan thing bing nhau. Trén méi doan thang & giita, dung mot tam
gidc déu nam ngoai tam gidc ABC r6i xo04 ddy cua nd, tad ¢gc d Ong gap khic

khép kin H,. Chia méi canh ctia H, thanh ba doan thang bing nhau. Trén moi
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doan thing & giita, dung mot tam gidc déu nam ngoai H, r6i xod ddy cla no,
ta d oc d ong gip khic khép kin H,. Ti€p tuc nh vay, ta d oc mot hinh
giong nh bong tuyét, goi la bong tuyét Von Koc ® (h. 4.6).

A
R

a) Goi py, Pyse-es Ppoe-- 12 d0 dai cia Hy, H,,..., H,,... . Ching minh rang (p,) 1a

Hinh 4.6

mot cdp sO nhan. Tim limp,,.
b) Goi S, la dién tich ctia mién giéi han boi d ong gép khic H,. Tinh S, va
tim gii han cua day so (S,,).
H ¢ng ddn : S6 canh cta H,, 1a 3.4". Tim do dai méi canh cta H,, tir d6 tinh p,,.
D€ tinh S, can chd y ring mu6n c6 H,, chi can thém vao mot tam gidc déu

nho trén moéi canh cua H,,.

(*) Helge von Koch (1879  1924) 1a mot nha toén hoc Thuy Dién. Tén cla 6ng gin lién v6i mot
vi du vé mot hinh phang c6 chu vi vo cuc va dién tich hitu han.

144



0 4/,
Sl

-

GION UC-LIT - NG Ol SANG TAO Ki HIEU

T rat s6m, nha toan hoc Anh Gion Ua-lit (John Wallis) da hoc
tiéng Hi Lap, tiéng La-tinh va tiéng Hé-bro. Nam m &i lam tudi,
ong bat dau say s a hoc Toan.

Nam 24 tudi, 6ng d dc phong linh muc va trd thanh gido s
Toan tai tr dng c-xphét (Oxford) 8 Anh. Ong gidng day va
nghién cu tai d6 cho dén cudi dai.

Ong c6 cong 16n vi da phat hién d oc thién tai toan hoc cla
Niu-ton. Ong la ng &i dau tién da dinh nghia moét cach chinh
xac luy thira véi cac s6 mi khéng, am va hiu ti.

John Wallis (1616 - 1703) Ong con la ng i sang tao ra ki hiéu o« dé chi khai niém vé cuc.

B. GIGI HAN CUAH M SO.H M SO LIEN TUC

PINH NGHIA VA MOT SO PINH Li
VE GIGI HAN CUA HAM sO

1. Giéi han cia h m so6 tai mot diém

a) Gi6i han hiru han

Xétb 1toan sau :

, 2% , ,
Cho ham so fix) = ;C—z va mot ddy bdt ki x|, x,, ..., X, ... nhiing so thuc
khdc 2 (tic la x,, # 2 voi moi n) sao cho limx, = 2. (D)

Hay xdc dinh ddy cdc gid tri t ong ung f(x,), f(x,), ..., fix,), ... ciia ham s6 va
tim limf{(x,,).
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Vix, #2nén

2x2 -4
floy = 2 =8

n

=2(x, + 2) v6i moi n.

Do do6

fx) =2(x; +2), flxy) =2(x +2), ..., flx,)=2(x,+2),....
T (1) suy ra

limf(x,) = im2(x,, + 2) = 2(limx,, + 2) =2(2 + 2) = 8.
Ta ndi rang h m s6 f¢6 giGi han1 8 khi x dan dén 2.

Mot cich tdng quat, ta c6

DINH NGHIA 1

Gia st (a ; b) 1 mot khoang chida di€ém xy v f1 mot h m s6 xéc
dinh trén tap hop (a ; b)\{xy}. Ta n6i rang h m s6 f c6 gidi han
1 s6 thuc L khi x dan dén x (hoac tai diém x) néu vé6i moi day s6
(x,) trong tap hop (a ; b)\ {xy} (thc 1 x, €(a; b) v x, # xy V6i
moi n) m limx, = x, ta déu c6 limf(x,) = L.

Khi d6 ta viét

lim f(x) =L hodc f(x) = L khi x — x,.

x—)xO

Vidu 1. Tim lim (xcoslj .

x—0 X
Gidi
( . 1 » e » .
Xét h m s6 f(x) = xcos—- V6i moi day s6 (x,) m x, #0 v6i moi n v
X

) , 1 .
limx, =0, tacod f(x,)=x, cosx—~ Vi
n

|f(xn)| = |xn|

< |xn| v 1im|xn| =0

1
cos—
xl’l
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2.

nén lim f(x,) =0. Do do

lim f(x) = lim (xcos%) =0.

x—0 x—0

2
H1] 7im lim = T2X < 3 +2
x—-1 x+1

Nhdn xét. p dung dinh nghia 1, dé dang ching minh d ¢c rang :

a) Néu f(x) = ¢ v6i moi x € R, trong d6 ¢ 1a mot hang s6, thi v6i moi x; € R,

lim f(x)= lim ¢ =c.
X—)XO X—)XO

b) Néu g(x) = x v6i moi x € R thi véi moi x; € R,

lim g(x) = lim x = Xx,.
X—)XO X—)XO
b) Giéi han vo cuc
Gidi han vo cuc clia ham s6 tai mot diém d oc dinh nghia t ong tu nh gidi

han hitu han ctia ham sé tai mot diém. Chang han, lim f(x) = + o c6 nghia
X—)XO

la v6i moi day (x,) trong tap hop (a; b) \ {x,} ma limx, = x,, ta déu co
lim f(x,) = + .

Vidu 2. Tim lim 7
x>l (x = 1)

Gidi. Xét ham s0 f(x) =

7 - V6i moi ddy s6 (x,) ma x, # 1 v6i moi n

va limx, =1, ta co f(x,) = ;2 Vi lim3=3>0, lim(x, —1)2 =0

(x, =D

va (x, — 1)> > 0 v6i moi n nén lim f(x,) = +o0. Do d6

(x —

lim f(x) = lim

= 40,
x—1 =l (x —1)°

Gi6i han cia h m sé tai vo cuc

Gi6i han ctia ham sd tai vo cuc (khi x dan dén +o hodc —©) d ¢c dinh nghia
t ong tunh gidi han clia hAm s6 tai mot diém.
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DINH NGHIA 2

e Gia st ham s6 f xdc dinh trén khoang (a ; +). Ta ndi rang
ham s6 f ¢6 gi6i han 1a s6 thuc L khi x dan dén +oo néu v6i moi
day so (x,) trong khoang (a ; +o0) (tic 1a x,, > a véi moi n) ma
limx,, = 400, ta déu ¢6

limf(x,) = L.
Khi d6 ta viét
lim f(x) =Lhoac f(x) > L khi x — +oo.

X—>+w
e Cic gi6i han
lim f(x) =+ o, lim f(x)=-o, lim f(x)=L,

X—>+00 X—>+00 X—>—00

lim f(x)=+0 va lim f(x)=—-o d oc dinh nghia

X—>— X—>—0
t ong tu.
Vidu3
.1 o e < g A 2
a) lim — = 0,vi v6i moi day s6 &m (x,) ma limx, = — oo, ta déu co
x—>-o X
.1
lim— = 0.
X

n

.1
b) T ongtu,tacé lim —=0.

x—>+0w X
Nhdn xét
p dung dinh nghia gi6i han ctia ham s, ¢6 thé chitng minh d oc ring :
V6i moi s6 nguyén d ong k, ta c

+00 néu k chin

a) lim xf =+ o0 ; b) lim x* = S
x>+ X—>—00 —oo néu k le
c) lim Lk:O; d) lim L}{:O.
X—>+0 x X—>—0 x

Mot so dinh li vé gi6i han hiru han

p dung céc dinh 1i vé gi6i han ctia day s6, c6 thé chiing minh d oc cdc
dinh Ii sau day vé giéi han cua ham so.



PINH Li 1

Giasu lim f(x)=L va lim g(x) = M (L, M € R). Khi d6

X—>Xq X—>X

a) lim [f(x) + g(x)] =L+ M;

x—)xO
b) lim [£(x) - g(v)] =L - M:
X‘)XO
¢) lim [f(x)g(x)] =LM;
.X‘).XO
Dic biét, néu ¢ 1a mot hang s6 thi  lim [c f (x)] =cL ;

X—>Xo

d)Neu M0t Tim & = &

XX, g(x) M

Pé dé nhd, ta ndi

Gidi han ciia téng, hiéu, tich, th ong ciia hai ham sé tai mot diém bdng tong,
hiéu, tich, th ong cdc gidi han cua ching tai diém dé (trong tr ong hop
th ong, gidi han cua mdu phdi khdc khong).

binh 1i 1 vira néu va dinh 1i 2 ti€p theo van ding khi thay x — x bdi x — +o0
hoac x — —oo.

Nhdan xét

Néu & 1a mot s6 nguyén d ong va a 1a mot hang s6 thi v6i moi x, € R, ta c6

lim ax* = lim «. lim x. lim x... lim x =a( lim x)k = ax(])‘.
X—)XO X—).XO X—)XO X—)X() x—)XO .X—).XO
k thira s6
Vi du 4. Tim
2
. .ooxT=x-=2
a) lim (x3— 5% + 7) b) lim ——
xX—2 x=>-1 x° 4+ x

Gidi

a)Tacéd lim (X°=5x%+7) = lim x> — lim (5x°) + lim 7
x—2 x—2 x—2 x—2

2 _5.224+7=25.
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2
b) Véix# -1, tace -2 D=2 x-2

P x2(x+l) +?
Do do6
ot -x-2 .oox—2
hmﬁ= lim 3 =-3.
x—=>-1 x7 + x x—>-1 x

2
2x° — 1

P

2
Vidu5. Tim lim 2’2—“10-
x>+ x7 4+ 3x —3

Gidi
Chia tir va mau ctia phan thidc cho X (x3 la luy thira bac cao nhat cua x trong
tlr va mau cua phan thic), ta d ¢c

2 1+10

2 —av10 2 2t
x3 10X 2 v6i moi x # 0.

x+3x-3 1+i_i

X

. ) 2 1 10 .2 ) 1 ) 10
Vi lim|——-——+—|= lim —— lim —+ lim —
x—>+oo\ X x2 X3 x>+ X x—>+0 y X—>+40 y

=2 lim 1_ lim i+10 lim L
x—>+0 X x>+ x2 X—>+00 x3

=2.0-0+10.0=0,

va lim (l + % — %) = 1 nén theo dinh i 1. d), ta c6
X X

X—>+00

2_
lim 2x x+10:%:O.

x>t0 x5 43y -3
4 3

[H3] Tim lim 2X x4y

x>0 x4 2x% —7
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PINH Li 2

Giasu lim f(x) = L.Khidoé

x—)XO

a) lim [f(0)| =|Z];
b) lim ¥f(x) =L ;

x—)XO

¢) Néu f(x) > 0 v6i moi x € J\{xy}, trong d6 J 1 mot khoang

n odéchiaxy, thiL>0v lim \[f(x) =+/L.

.X‘).XO
4 3

, . 2xT—x"+ x

Vidu 6. Tim lim 7 -
xo>—0 \[ x7 4+ 2x° =17

Giai

. 2t o P x ) ) 24t P+ x
Vi lim 4—=2nen lim SV e \/_

a0 x*yox? -7 oo \ x* 4 2x% -7
Tim lim ‘x3+7x‘ v lim R +7x.

x—>-1 x—>-1
~n ?m - n
Cauhéiv b itap
21. p dung dinh nghia giGi han cia h m s6, tim céc giGi han sau :

2
a) lim X4 b) lim

1
xo-1  x+1 ’ x—>1 /5 —x .
22. Choh mso6 fix) = cos% v hai ddy s6 (x),), (x,,) v6i

1 o 1
nw B

! —_—
X, =

(2n+1)E
a) Tim gi6i han cta cc ddy so (x),), (x,,), (f(x;,)) v (f(x))).

<. . 1
b) Ton tai hay khong lim cos— ?
x—0 X
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23. Tim céc gidi han sau :

.3
a) lim(3x% + 7x + 11); b) lim —————— ;
x—2 =1 2x = 1) (x"=3)
¢) lim x(l—lj : d) lim Vx-3 :
x—0 X x—9 9y — x2

4
e) lim |x? — 4| f)lim‘/w-
x>3 =2\ 2x% —1

24. Tim céc gi6i han sau :

2 4 3
a) lim 3x 3x+7 : b) lim 2x +47x 15 :
x—>—0 2x7 —] X—>—00 x +1
6 6
2 2
¢) lim NXY + 2 : d) lim NY 2

x>0 3x3 ]

25. Tim céc giéi han sau :

2
2 N
a) lim 3}#; b) lim 2x_x
x—>-0 \8x“ —x+3 X400 x° — x + 2

Bai doc théem

CACDINH LIKEPV DINH Li VE BIEU KIEN TON TAI GIOI
HAN HJU HAN CUA DAY SO TANG HOAC GIAM

Trong bai nay ta sé dé cap dén mét vai dinh li quan trong trong li thuyét gidi han,
d dc sl dung nhiéu trong Ii thuyét cling nh  trong thuc hanh.

1. Cac dinh li kep

Ta nh&c lai mét dinh li 6 dau ch ong : Cho hai day sé (u,,) va (v,). Néu |un| <v, VOi

moi nva limv, =0 thi limu, =0.
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D6 la moét tr dng hop riéng clia dinh li sau :
Dinh li 1 (Dinh li kep vé gi6i han clia day sd)
Cho ba day s6 (u,), (v,) va (w,). Néu
u, <v, <w, v6i moin (1)

va limu, = limw, =L (L eR) thi limv, =L.
Chtmg minh. TU (1) suy ra

0<v,-u, <w, —u, v6i moin.
Vi lim(w,, —u, ) = limw,, —limu,, = L—L =0 nén lim(v, —u,)=0.
Do d6 limv, = lim[ (v, —u,)+u, | =1im(v, —u,)+limu, =0+ L =L.

Vi du. Tim gi6i han clia day s6 (u,,) v6i
1 1 1

= + oot —Y—
! \/n2+1 \/n2+2 n2+n

Gidi. V6i mbi s nguyén kma 1<k <n, tacod

u

1 1 1
< < :
\/n2+n \/n2+k \/n2+1
Do do
" <u, < " vGi moi n
——<u, < i .
n2+n \/n2+1
D& thay lim——— = lim———— =1,do d6 limu, =1.
\/n2+n \/n2+1

T dinh li 1 va dinh nghia gi6i han cia ham s6 ta suy ra

Pinh li 2 (Dinh Ii kep vé gi6i han clia ham s6)

Gia s J 1a mot khodng chira x; va f, g, h la ba ham s6 xac dinh trén tap hop

I\{xp} . N&u f(x) < g(x) < h(x) véimoi xeJ\{xy} va lim f(x)= lim h(x)=L
X‘)XO X‘)XO

thi lim g(x)=L.

X—)XO
p dung dinh li 2, ng &i ta chiing minh & dc dinh li sau :
Pinh1i 3
lim 200 =1,
x—0 X

Chtmg minh
Vi x # 0 nén ta chi can xét x trong mét khodng nao d6 chia diém 0, chdng han

xe[—ﬁ'ﬂj vax=0
2°2 '
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e Tr &c hét gid sir x e (0 ; gj Trén d dng tron T

| ong giac, ta dat cung @ c6 s6 do bang x rad.
Tia OM cét truc tang tai diém T (h.47). Ta c6 dién x
tich A OAM < dién tich hinh quat OAM < dién tich 0 A
A OAT, tc la

1 . 1 1
—sInx <—x < —tanx.
2 2 2 Hinh 4.7

Vi xe (0 ; gj nén sinx >0 ; do d6 chia cac vé cla cac bat déng thic trén cho

1
—sinx, tad dc
2smx C

X 1
<

1< — .
sinx  cosx

Vi cosx > 0 véi xe(O;gj nén tu (1) suy ra
cosx<w<1. (2)
X

Néu x e (—g ; 0) thi —x € (0 ; g) ; ap dung cong thirc (2) véi (—x), tad dc

cos(—x) < sin(=x) <1, hay cosx < smy <1.
-X X
A T oMo, A A .
Vay v8imoi x e (—5 ; Ej va x # 0 ta luén ludn cb (2).
Vi ham s6 y = cosx lién tuc trén R nén lim cosx = cos0 = 1. Theo dinh Ii 2, tU (2)
x—0
suy ra lim Y 1.
x—0 X

2. Diéu kién dé mét ddy sé ting hodc giam c6 gidi han hitu han
Ta thira nhan dinh li sau :
Pinh i 4
a) D&y s6 tang va bi chan trén thi c6 giéi han hiiu han.
b) Day s6 gidm va bi chan d &i thi ¢ giGi han hitu han.
p dung dinh Ii 4, ng di ta chiing minh d dc su ton tai gidi han hitu han cla nhiéu
day s6. O day ta chi néu mét vi du quan trong. Xét day s6 (u,,) Vi

1 n
Lln 2(1"';) .



Dung may tinh bé tui, ta tinh & dc cac gia tri gan dung cla cac sé hang ctia no :
252,25, 2,37037037 ; 2, 44140625 ; 2,48832 ; .. .5 uyp00 = 2,71692393; .. .;

Ng 6i ta chiing minh d dc réng day 1& mot day sé tang va bi chan trén (chdng han
bdi s6 3). Theo dinh li 4, day s6 nay c6 gi6i han hitu han. Giéi han d6 d dc ki hiéu la

e, tic la
1 n
e= lim(1+—j .
n

Ciing nh 86 m, s6 e c6 mot vai trd quan trong trong toan hoc. Ng Gi ta da ching
minh d Jc rdng né l1a mot s6 vo ti va co gia tri la
e =2,718281828459...

GIGOI HAN MOT BEN

Trong dinh nghia lim f(x), ta gia thi€t ham s6 f xac dinh trén tap hop
x—)xO

(a; b)\ {xp}, trong d6 (a ; b) 12 mot khoang chia diém x,. Nh vay, cdc gid
tri d oc xét ctia x la cdc gid tri gan x,,, bao gom ca cac gid tri I16n hon 1an nho
hon x,. Khdi niém gi6i han mot bén xuat hién khi ta chi xét cdc gid tri cua

ham s6 v6i x > x, hoac chi xét cdc gid tri cia ham s6 véi x < ;.
1. Gié6i han hitu han

PINH NGHIA 1
Gia st ham s6 f xdc dinh trén khoang (x, ; b) (xo € R). Ta ndi
rang ham s6 f c6 gi6i han bén phai 1 s6 thuc L khi x dan dén x,
(hodc tai diém x,) néu véi moi day s6 (x,,) trong khoang (x, ; b) ma
limx,, = x, ta déu c6 limf(x,) = L.
Khi d6 ta viét

lim f(x) =L hogc f(x) > L khi x — x{.

X‘)XO

Dinh nghia gidi han bén trdi ciia ham s6 d ¢c phét biéu t ong tu.
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DINH NGHIA 2

Gia st ham s6 f xdc dinh trén khoang (a ; xg) (xo € R). Ta ndi
rang ham s6 f c6 gi6i han bén trai 1a s6 thuc L khi x dan dén x,
(hodc tai di€ém x;) néu v6i moi ddy so (x,) trong khoang (a ; x)
ma limx,, = x;, ta déu c6 limf(x,) = L.
Khi d6 ta viet

lim f(x)=L hodc f(x) - Lkhix — x,.

X—> X

Nhdn xét

1) Hién nhién néu lim f(x) = L thi ham s& f c6 gidi han bén phéi va gi6i
x—)XO

han bén trédi tai diém xy va lim f(x) = lim f(x) = L.
X=X X=X

2) Ta thira nhan di€u ng oc lai cling diing, nghia la

Néu lim f(x)= lim f(x)=L thi ham s6 f c6 gidi han tai diém x, va
X=X X—> X

lim f(x)=L.

X—)XO
3) Cac dinh 1i 1 va dinh Ii 2 trong 4 van ding khi thay x — x; bdi x — x;,~
hoac x — x0+.

Vi du 1. Goi d 1a ham dau
-1 v6i x <0,
dx)=< 0v6i x =0,
1 v6i x > 0.

Tim lim d(x), lim d(x) va lim d(x) (n€u co).
x—0" x—=0* x—0

Giai
Véix<0,tacod dx)=-1. Do dé

lim d(x)= lim (-1) =-1.

x—0" x—0"



2.

T ong tu, taco

y
lim d(x)= lim 1=1.
x—0* x—0"
Vi lim d(x)# lim d(x) nén khong ton L
x—>0" x—0" o
0] X

tai lim d(x) (h. 4.8).

x—0

[H1| 7im gici han bén ph&i, gici han bén trai
v gidi han (néu cb) ciah m s6 Hinh 4.8
. ¥ Vol x < —1,
fo=1"
2x° =3 voix > -1

khi x dan dén —1.

Gidi han vo cuc
1) Cac dinh nghia lim f(x)=+0o, lim f(x)=—o0, lim f(x)=+®

X=X, X=Xy X=X

va lim f(x)=-o d gc phat biéu t ong tu nh dinh nghia 1 va dinh
XX

nghia 2.

2) Nhan xét 1 va nhan xét 2 van ding doi véi giGi han vo cuc.
Vidu 2
a) Tur dinh nghia giGi han bén trdi va giGi han bén phai cua ham s6, ta c6

) 1 < .. 1
lim —=—-ova lim — =+ 0.
x>0 X x>0t X

1 1 NI |
Vi lim —# lim — nén khong ton tai lim — (h. 4.9a).
x>0 X x—0t X x—0 X

b) Dé dang thdy rang lim L +00. Do d6
x—0 | x|

lim 1 =+oova lim 1 = +oo (h. 4.9b).
x—>0" | x x—0" X |
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a) b)
Hinh 4.9

[A2]7im lim ——

x—o2 N2 —x

Cauhdiv b itap

26. p dung dinh nghia gi6i han bén phai v gidi han bén trdi cia h m s0, tim cac
gi6i han sau :

a) lim Vx—1 ; b) lim (\/5 x4 2x) :

x—>1* x—>5"
¢) lim ; d) lim
x—)3+x—3 x—>3_x_3

27. Tim céc gi6i han sau (néu co) :

2 lim 22!, by lim 121 . o) lim = 2"
X2t X =2 2 X—2 x>2 X —12

28. Tim céc gi6i han sau :

2
a) limﬂ; b) lim 4 .
x>0t x — \/; X2 /2 —x
¥+ 3x 42 \/x2—7x+12
¢ lim ———; d) lim .
x> S A x—3" \/9 —

158



29, Choh m s6

\/2x2 +1 voix>-—-2.

20x =1 vol x < — 2,
f=

Tim lim f(x), lim f(x) v lim f(x) (néuco).
x> (=2)" x> (=2)* x—>-2
Luyén tap
30. Tim céc gi6i han sau :
2
a) lim_ 1x* —8l; b) lim <+ 1.
r—/3 -2 x? 4 2x
3
o lim |—" . d) lim 3 2X& D
x—>-1 _x2 -3 x—3 xz -6
J1-x° - 21x +11=5x* -
e) lim X 3x; £ lim X+ 54/ x 3 .
x>-22x2 4+ x -3 x—>-2 2x+3
31. Tim céc gidi han sau :
3 4
a) lim X TANg 2+ 2\/5 ; b) lim —xz 27x ;
xo>2 x -2 x=>32x" = 3x -9
4
- JIi-x+x-1
0) 1im2x—16; d) lim Al
x>=2x" + 6x + 8 x>l - X
32. Tim céc gidi han sau :
2x° + 1% -1 20 +3
a) lim 3 ; b) lim ———
H+oo\/ 2x* = D’ + x) o [ 2 x4 s

[ 2

X“+x +2x X

¢ lim ——; d Iim x+1) ———M -
)x—)—oo 2x+3 )x—H—OO( )\j 2t + % +1

33. Choh mso
2 .
X —=2x+3 v6ix<?2
f)= ’
4x -3 voi x > 2.

Tim lim f(x), lim f(x) v lim f(x) (néu co).
x—27" x—>2" x—2
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MOT VAI QUY TAC TiM GIGI HAN
vO CUC

Céc dinh 1i trong muc 3 4 chi ding d6i véi cac giGi han hitu han, khong ap
dung d oc cho cac gi6i han vo cuc. Trong muc nay, ta s€ gidi thiéu mot dinh
1i lién quan dén gidi han vo cuc va hai quy tic tim giéi han vo cuc. DPinh 1f va
céc quy tdc nay d oc dp dung cho moi tr dng hop :

X = X, x—)xar, X=Xy, X—>+00vax—>—oo.

Tuy nhién, dé cho gon, ta chi phat biéu cho tr dng hop x — x,,.

DINH Li

Néu lim =+ o0 thi lim —:O.
ux—>x0|f(X)| X = Xy f(x)

Dé dang suy ra dinh Ii trén tir dinh nghia giGi han cua ham so.
Quy tac 1
Néu lim f(x)=+to0 va lim g(x)=L =0 thi lim [f{x)g(x)]

x—)xO x—).xO X—).XO
d oc cho trong bang sau :

Jim f() Ditu ciia L Jim [£(0)g(0)]
+0 + +00
+00 - —o0
—00 + —00
—00 - +00
Vidu 1. Tim
a) lim 2x°— x*+3x - 5); b) lim — ! :
X —>—00 x>-02x>— x>+ 3x -5
Gidi
a) Taco
27 - +3x—-5= x3(2—l+%—%j v6i moi x # 0.
X x X
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Vi lim x> =—o va lim (2—l+i—%j =2>0nén
X

X—>—00 X—>—00 X x2

lim 2= x> +3x-5)=—-.

X—>—00
b) Vi lim ‘2x3 R 5‘ = 4o nén lim — 21 0.
X—>—00 x=>-02x" — x“+3x -5
Vidu2.Tim lim +/3x>- 5x.

X—>—©
Gidi

Vo6ix<0,tacd

J3x2-5x = /XZ(S—EJ - xl3-2. Vi lim Ixl=too va
X X X—>—00

Iim 3—2:\/§>Onén lim +/3x% = 5x = +o.

X—>—00 X X—>—00
H1] 7im 1im 322 - 243 .

X —>+00
Quy tac 2

Néu lim f(x)=L #0, lim g(x) =0 vag(x)> 0 hoac gx) <0

X—)XO x—)xO

voi moi x € J \{xy}, trong d6 J la mot khoang nao dé6 chia x,

thi lim LACY) d oc cho trong bang sau :
x—xy 88X
. J()
A 9 A 9 llm

Dau cua L Dau cua g(x) o g

+ + +00

+ — —00

— + —0

- - +00
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Vidu3.Tim lim 2L,

x> -2 (x+2)2

Gidi

Tacé lim 2x+1)=-3 <0, lim (x+2)2=0v21 (x+2)2>0véim()i
x— -2 x— -2

¥ #2.Dodé lim =1L _ o

x>-2 (x4 2

2
Vidud.Tim lim *—+*—2
x 2" x =2
Giai
Vi lim (x2+x—2):4 >0, lim (x—2)=0 vax—2>0vdéimoix>2 nén
x—2F x—2"

) rx-2
Iim —— =+ o0,
x—2" x =2

2
[H2] Tim tim X2

xo>2 X2

)
Vidy5.Tim fim 22 —>**1
Y- xT—x+1

Giai
Chia tir va mau cua phan thic cho P (x3 la luy thira cua x c6 bac cao nhat
trong t va mau cua phan thiic), ta d ¢c

2_§+L
20— 5x%+ 1 X o3 .
5 = véimoi x # 0.
xT=x+1 l_iJri
x5t )
Vi lim 2—§+L =2>0, lim l—i i 0va
X — —0 X )C3 X — -0\ X X2 )C3

l_i+i=_(1—l+i)<o vGi x <0 nén

P Py |
lim — =
xX—>-o x“—x+1
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Cauhoiv b itap
34. Tim céc gi6i han sau :

a) lim 3x® =5x* +7) ; b) lim +2x* =3x+12.

X—>—00 X—>+00

35. Tim céc gi6i han sau :

a) lim 2241, b) lim 21
x—>2t X~ x—>2_x_2

o tim[~- L] d fim | 1 |
x>0\ X x2 rs2 | X =2 X2 —4

36. Tim céc gidi han sau :

3 [v4 _
X5, b) lim Y~ .

a) lim ;
X—>+0 x2 +1 -0 1 — 2x

37. Tim céc gi6i han sau :

2 2x +1 5
a) xlinl{(x_l)z 2x—3} ) xl—>ml(x—1)(x2 -3x+2)
CAC DANG VO PINH

Khi gii cdc bai todn vé gi6i han, ta c6 thé gap mot s6 tr Ong hop sau day :

1) Tim lim%, trong d6 limf(x) = limg(x) = 0 hoac limf(x) = * oo,

g(x
limg(x) = £ .

2) Tim lim[f(x)g(x)], trong d6 limf(x) = 0, limg(x) = + oo.
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1.

164

3) Tim lim[f(x) — g(x)], trong d6 limf(x) = limg(x) = 4o
hoac limf(x) = limg(x) = —oo.
(Khi x —> xg, hodc x — xg , X = Xxg , X —> +00, X —> —00).

Khi d6 khong dp dung d ¢c cdc dinh 1i vé gidi han hitu han ciing nh céc quy
tac tim gidi han vo cuc. Ta goi do 1a cdc dang vo dinh va ki hiéu ching, theo
thi tu, 1a

o0

nd 2. 2) 0.0 ; 3) oo oo,
0’ o

Khi tim giéi han céc dang ndy, ta can thuc hién mot vai phép bién doi dé co
thé sir dung d ¢c céc dinh 1i va quy tic da biét. Lam nh vay goi 12 khir dang
v6 dinh. Sau day 1a mot s6 vi du.

Dang % v g

Vidu 1. Tim lim—~—¥2*=1
x>1x2 —12x + 11

Gidi

2 . 0 9 N x 9 2, 2,
Ta c6 dang vo dinh 0 Nhan tir va mau cua phan thic v6i x + /2x — 1,
tad oc

x—~2x-1 (x —2x = D(x +2x—1)

o120 411 (P —12x+1D)(x +2x 1)

_ ¥ —2x+1
(x = D(x = 1D(x + 2x = 1)
x—1

voi x # 1.

B (x —11)(x +2x = 1)
x—ﬂ2x—1 x—l 0

lim = lim

ol 2 —12x +11 aol(x— 1) (x +2x - 1)

4
H1 Tim lim 2—2 16

x>-2 33 422

Do d6




2.

[ 6
Vidu2.Tim lim x2—3x

x—>-0 2x° +1
Gidi

Z A b w Z,° . pd
Ta c6 dang vo6 dinh —. V6i moi x < 0, ta c6
(e8]

Val —3x = 1—— =

F 1__

3

Do do6

22 +1 242 +1 N
X 3
Vi lim l—izl, lim %-FL =0v 2+L<0 véi moi x < 0
X——0 XS x—>—wo\ X X3 X X3
nén
X0~ 3x
Iim =+

[.6
@ Tim lim AL —3x_

x>+ 2x2 41

Dang 0.c0

Vidu 3. Tim lim (x — 2)

x—2F x -4

Gidi
Ta c6 dang vo dinh 0.c0. Vi moi x > 2, ta c6

X \/; x—=2 \/7
(x=2) | (x ¥
X -4 \/(x—Z)(x+2) Jx+2

Do d6

X CoAx = 2.A4x O.\/E
lim (x —=2) | —=—— = lim = =0.
x—2" x -4 x—o2F «/X+2 2
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3. Dang o —

Vidu4.Tim lim (V1+ x —/x).

X—>=+00
Gidi
Ta c6 dang vo6 dinh o — oo. Nhan va chia biéu thitc da cho véi biéu thic

\/1+x+\/;,tad oc

W+ x VoW +x++4x) 1 '

1
Im (Wl+x —+/x) = lim ——— =
X—>+0 x=>+o 1+ x + \/;

(J1+ x ++/x @ oc goi la biéu thic lien hop clia biéu thic 1 + x — V).

Do do6
0.

Cauhdiv b itap

38. Tim céc gi6i han sau :

3 2 _
a) lim = =5 . by lim L3
x=2 x“—4 =>EDT (x+3)
2x% + 5x-3 \/x3+1 -1
¢ lim ————; d) lim——7m—-
x—(=3)" ()c+3)2 =0 X2 4y

39. Tim céc gi6i han sau :

2x% +x-10 by Tim J2x2 —Tx+12

a) lim ;
) X—>+00 9_3X3 X—>—00 31 x1-17

40. Tim cédc gidi han sau :

1
a) Lim (& +1) 2x : b) lim (x +2) ’; :
x=>=D* x° =1 X—>+00 X+ x

41. Tim céc gi6i han sau :

o tim (1) b) lim@,

X—>+00 x—1 x2 — X
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42. Tim céc gidi han sau :

. 1 1
a) lim | —+ —|;
x>0\ X xz

. 3-x
c) lim ;
x—9 - X

¢ lim PSR b | )
X—>+o© 2x =7 ’

43. Tim céc gi6i han sau :

x3+3\/§'

a) lim 3

>3 3—x

Jr-1.

¢) lim 3 ;
=1 x° —x

44. Tim cédc gi6i han sau :

. 230+ x
a) lim x ——
x—=>-0 \xT —x" +3

4 2
¢) lim A2xT + x 1 .

X—>+00 1- 2X ’

45. Tim céc gi6i han sau :

N

2 b

a) lim
x—0* X

o) lim —o—~

X*TVﬂ—x3;

Luyén tap

x—-oo X 4

mnm%?lg;
x—=4 x° — 4x

d) l,m\/x2+x+1—1
1 .

x—0 3x

2
by lim I +4/x" +x

X—>—00 x +10 ’

d) lim (2x* +1 + x).
X—>—00

b) lim x— % :
x>l 2Vl—x+1—-x ’

3 —
@]mlﬁ?—ﬁ-
x—=2Y x° = 2x
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HAM SO LIEN TUC

Trong dinh nghia gi6i han ctia ham so tai mot diém, ta khong gia thiét ham s6
x4c dinh tai diém d6. Hon nita, néu ham s6 xac dinh tai diém d oc xét thi giGi
han (néu c6) va gi4 tri clia ham sd tai diém d6 khong nhat thiét bang nhau. Tuy
nhién v6i nhitng ham s6 th ong gap nh cac ham da thic, cac ham phan thic
hitu ti, cdc ham s6 1 ong gidc, ..., gidi han va gi4 tri clia ham s6 tai moi diém ma
n6 xdc dinh 12 bang nhau. Cdc ham s6 ¢6 tinh chat vira néu déng vai trd quan
trong trong Giai tich va trong cac nganh Toan hoc khac. Ng oi ta goi ching la
cdc h m so'lién tuc.

1. H m sé lién tuc tai mot diém

PINH NGHIA
Gia stir ham s0 f xac dinh trén khoang (a ; b) va xy € (a ; b). Ham
s6 fd gc goi la lién tuc tai diém x, néu

lim f(x) = f(xp).

X—))CO

Ham s6 khong lién tuc tai diém x, d gc goi 1a gian doan tai

diém x,,.
Vidul
a) Ham s6 f(x) = x* lién tuc tai moi diém
Xo € Rvi
lim f(x) = x3 = f(xp).
x—)xO
b) Ham s6
! vol x =0
fl)=qx
0véix=0 Hinh 4.10

. . o 2 N . . . 1
gidn doan tai diém x = 0 vi khong ton tai lim f(x) = lim — (h. 4.10).
x—0 x>0 X
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[H1] Xet tinh lién tuc cta h m s6f(x) = Ix| tai diém x = 0 (h. 4.11).

Vi du 2. Xét tinh lién tuc cua ham s6 HY
¥ +1v6ix = —1 (
Jo) = 1 2
> voi x = -1 3
tai diém x = —1. 0 X
Gidi
Ta c6
lim f(x)= lim (2 + 1) =2 vafi-1)= 1

x—>-1 x—>-1 2 Hinh 4.11

Vi lim f(x) # f(=1) nén ham s6 f gidn doan tai diém x = —1 (h. 4.12).
x—>-1

y ~
*
2 5 y
[} SR B 1 \ A
| : \\*"‘ 2 __
LN\ ! X /
| 1 \d :
O 1 |
! 2 T |
"1 O 1 X ! N
(0] 1 X
Hinh 4.12 Hinh 4.13

@ Xét tinh lién tuc ciia h m s6

2 4
o) = x“+1voix<1
x—1 voix>1

tai diém x =1 (h. 4.13).
2. H m so lién tuc trén mot Khoang, trén mot doan

DINH NGHIA

a) Gia sir ham s0 f xac dinh trén tap hop J, trong d6 J 1a mot
khoang hodc hgp ctia nhiéu khoang. Ta ndi rang h m so f lién
tuc trén J néu né lién tuc tai moi diém thudc tap hop dé.

b) Ham s6 f xac dinh trén doan [a ; b] & ¢c goi la lién tuc trén
doan [a ; b] néu nd lién tuc trén khoang (a ; b) va

lim f(x) =fla), 1in}f f(x) =fib).

X —>a
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Vi du 3. Xét tinh lién tuc ctia ham so y

flx)=4/1 = +% trén doan [-1; 1]. Yy =v1-x2

Giai

Ham s6 da cho xdc dinh trén doan

=15 11. -l 0 Lot
Hinh 4.14

Vivéimoi xy € (-1;1)tacod

lim f(x) = lim \/l—x2 :\/1—x§ = f(xp)»

X‘)XO X‘)XO

nén ham so f lién tuc trén khoang (-1 ; 1). Ngoai ra, ta c6

lim f(x)= lim +1-x> =0=£-1)

x—=(-D* x—=>(-D*
va lim f(x) = lim 1- x> =0=£1).
x—1" x—>1"

Do d6 ham s6 da cho lién tuc trén doan [—1 ; 1] (h. 4.14).
CHU Y
Tinh lién tuc cua ham s6 trén cac ntra khoang [a ; b), (a ; b],

[a ; +0) va (=0 ; b] @ oc dinh nghia t ong tu nh tinh lién tuc cua
ham s6 trén mot doan.

EI Chimg minh rdng h m s6 f(x) = /x + 1 lién tuc trén nita khoéng [-1 ; +o0)
(ttre | lién tuc trén khodng (-1 ; +o0) v lim  f(x) = f(=1)).

x> (-1
Qua cic vi du da xét, chang han vi du 3, ta thdy ham s6 lién tuc trén mot
khoang hoac trén mot doan cé do6 thi 1a mot d ong "lién nét". Trong vi du 2,
ham s6 f gidn doan tai diém x = —1 ; d6 thi ctia n6 khong phai 1a mot d ong
lién nét.
Nhdn xét. Tu dinh Ii 1 va nhan xét sau dinh 1i 1 trong 4, dé dang suy ra
1) Téng, hiéu, tich, th ong ctia hai ham s6 lién tuc tai mot diém 1a nhitng ham
so lién tuc tai diém do (trong tr ong hop th ong, gid tri ciia mau tai diém do6
phai khac 0).
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2) Ham da thiic va ham phan thic hitu ti (th ong clia hai da thic) lién tuc trén tap
xdc dinh ctia chung (tiic 12 lién tuc tai moi diém thuoc tap xac dinh clia ching).

Ta thira nhan dinh 1i sau

DINH Li 1

Cac ham s6 1 ong gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx
lién tuc trén tap xac dinh cta ching.

Tinh chat cia h m s6 lién tuc

DINH LI 2 (Pinh Ii vé gid tri trung gian ctia ham s6 lién tuc)

Gia st ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b]. Néu f(a) # f(b) thi
v6i moi s6 thuc M nam gitta fla) va f(b), ton tai it nhit mot
diém ¢ € (a; b) sao cho fic) = M.

\ Y _

nghia hinh hoc cia dinhi | _________ y=fx)

. . f(} |
Néu ham so f lién tuc trén doan [a ; b] va ™ !

. S I =
M la mot so thuc nam giita f(a) va f(b) thi _M f(a\_/i ! y=M
d ong thang y = M cdt do thi ciia ham so ! L
y = fix) it nhdt tai mot diém cé hoanh do a |0 © b X
c € (a;b)(h.4.15).
Hinh 4.15

HE QUA

Né&u ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b] va f(a) f(b) < O thi ton
tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho f(c) = 0.

nghia hinh hoc cua hé qua

Néu ham so f lién tuc trén doan [a ; b] va

Ra)fb) < 0 thi d6 thi ciia ham 56 y = f(x) 1

< . \ . ~, . a .2 Lz y =f(x)
cat truc hoanh it nhdt tai mot diém co F()) P — =
hoanh do ¢ < (a: b) (h. 4.16). /(\

a
Vi du 4. Cho ham s6 P(x) = x> +x 1. 7 —=
p dung hé qua, chiing minh rang ph ong fa) _/
trinh P(x) = 0 c6 it nhat mot nghiém
d ong nho hon 1. Hinh 4.16
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Gidi

Ham s6 P lién tuc trén doan [0 ; 1], P(O)=—-1vaP(1)=1.

Vi P(0)P(1) < 0 nén theo hé qua, ton tai it nhat mot diém ¢ € (0 ; 1) sao
cho P(c) =0.

x = ¢ chinh 1a mdt nghiém d ong nho hon 1 cua ph ong trinh P(x) = 0.

2
. +5x-2 ] . . -
Cho h m sé f(x) = % Chung minh rang tén tai it nhat mét diém
X

c € (0; 2) sao cho f(c) =-0,8.

Cauhoiv b itap
46. Ching minh rang :
3

7z N ~ N X LN . . . 2
a) Cic ham s0 f(x) = X —x+3va g(x) = lién tuc tai moi diém

x°+1
x e R.
£ -3r2
b) Him s6¢ f(x) = x=2 ’
1 vol x =2
lién tuc tai diém x = 2.
-1 ..
) — VO x #1,
¢c)Haimso f(x)=4 x—1
2 vol x =1

gidn doan tai diém x = 1.
47. Ching minh rang :

a) Ham s6 f(x) = x* = x? +2 lien tuc trén R ;

1
\ll—xz

¢) Ham s6 f(x) = V8 — 2x? lién tuc trén doan [-2 ; 2] ;

b) Ham s6 f(x) = lién tuc trén khoang(—1; 1) ;

d) Ham s6 f(x) = v2x — 1 lién tuc trén ntra khoang {% s+ oo).
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48.

49.

Ching minh rang moi ham s6 sau day lién tuc trén tap xdc dinh ctia n6 :

x2+3x+4.

a) f(0) = =57 b) f(x) =1—-x +2 - x.

Chidng minh rang ph ong trinh
x%cosx + xsinx+1=0

¢6 it nhat mot nghiém thudc khoang (0 ; 7).

TIM GIA TRI GAN DUNG NGHIEM
CUA PH ONG TRINH

Ta s& d a ra mét ki thuat tim gia tri gan dung nghiém clia mét ph ong trinh nhé ap
dung hé qua cla dinh li vé gia tri trung gian clia ham sé lién tuc.

Gia st ham s0 f lién tuc trén doan [a ; b] va f(a), f(b) trai d4u. Khi d6, khoang (a ; b)
ch(a it nhat mot nghiém cla ph ang trinh f(x) = 0.

a+b
B

1. Néu f(m) = 0 thi m 1a mét nghiém clia ph ong trinh.
2. Néu f(m) # 0 thi f(m) trai ddu vGi f(a) ho&c trai ddu vaéi f(b).
a) Néu f(m) trai ddu véi f(a) thi ph ong trinh c6 nghiém nam trong khoang (a ; m).

Goi m la trung diém clia doan [a ; b], tic la m =

b) N&u f(m) trai d&u véi f(b) thi ph ong trinh c6 nghiém nam trong khoang (m ; b).

Gia s xdy ra tr dng hop a). Goi m, la trung diém cha doan [a ; m], tlc la
a+m
2
Tiép tuc qua trinh d6, sau moét sé hitu han b Gc, ta tim d dc hodc mot nghiém cla
ph ong trinh hodc gia tri gan dung clia mot nghiém véi dé chinh xac mong mudn vi

cac doan chira nghiém ngay cang "that" lai.

my = . Ta lai xét gia tri f(m;) nh da lam ban dau.

Vi du 1. Ham s6 f(x) = —2x° + 7x® + 6x — 21 lién tuc trén R. Vi f(—=2) = 11 va

fi=1)= —18, nén ph ong trinh —2x> + 7x? + 6x — 21 =0 c6 it nhdt mot nghiém

trong khoang (-2 ; —1). Ta tim gia tri gan dung cla nghiém dé theo cach da néu.
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e Trung diém clia doan [-2 ; —1] 1a —1,5 ; Vi f~1,5) = —=7,5 nén ph ong trinh ¢c6
nghiém nam trong khoang (-2 ; —1,5).

e Trung diém clia doan [-2 ; —1,5] 1a —1,75 ; Vi fi—1,75) = 0,65625 nén ph ong trinh
c6 nghiém nam trong khoang (1,75 ; —-1,5).

Ta ti€p tuc 1am nh vay cho dén khi dat d oc gia tri gan dung cta nghiém véi dod
chinh xac can co.

Quy téc thuc h nh

Trong tinh toan ta khéng quan tdm dén cac gia tri lién ti€p cla f(x) ma chi quan tdm
dén dau clia chung. Vi vay, ta ghi cac gia tri lién ti€p clia x trong mét bang gém hai
cOt : cot + va cot —.

e Trong cot + ta ghi cac gia tri clia x, tai d6 f(x) 18y gia tri d ong.

e Trong cot — ta ghi cac gia tri cla x, tai d6 f(x) lay gia tri am.

« M6i gié tri ti€p theo cla x 1a trung binh céng cla gia tri sau cling clia cot + va gia tri
sau cling cla c6t — tr 6c nb.

e Nghiém clia ph ong trinh ndm gilia gia tri sau cung clia cot + va gia tri sau cling
clia cot —.

Chéng han, véi vi du 1, ta c6 bang sau :

N _
f-2)=11 2
-1 fi-1)=-18
-15 f-1,5=-175
f(-1,75)=0,65625 | -1,75
~1,625 f(~1,625) = -3,68359375
~1,6875 f(~1,6875) = —1,5805664063
~1,71875

Ph ong trinh c6 nghiém x, thod man
-1,75 < x, <-1,71875.

Gia tri gan dung cla nghiém l1a —1,7 sai khac khéng qua 0,1.

Vi du 2. Tim gia tri gan ding cla V2 véiba chirsé thap phan.
Gidi
Ta thay J2 1a mot nghiém cda ph dng trinh

fy=x*-2=0.
Vi f(1) = -1 va f(2) = 2 nén ph ang trinh trén c6 mdt nghiém nam trong khoang (1 ; 2) ;
dé 1a \2 (con nghiém —/2 cla ph ong trinh ndm ngoai doan [1 ; 2]). Bang sau
day cho ta gia tri gan dung clia /2.



- +
1
2
1,5
1,25
1,375
1,4375
1,40625
1,421875
1,4140625
1,41796875
1,416015625
1,4150390625
1,41455078125

T bang trén ta ¢6
1,4140625 < \/5 < 1,41455078125.

Gia tri gan dung cla V21 1,414 sai khac khéng qua 0,001.

Luyen tap

50. Ching minh rang :
a)H mso

42 veix>0

(x +1)? v6i x <0
fx) =

gidn doan tai diém x = 0.

b) M6i h m s6
i2 voi x <1
gx)=yx-3 v hx)= :
—l véi x > 1
X

lién tuc trén tap xac dinh cta nd.
51. Giai thich vi sao

a) H m so fix) = +%sinx — 2cos’ x + 3 lién tuc trén R ;

x> + xcosx + sinx

b) H m 56 g(x) = 2sinx + 3

lién tuc trén R ;
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52. Chiing minh ring ham s6 f{x) = x* + x + 3 + . !

2x + D)sinx — cos’
xsin x

N ~ X ., . C g
¢) Ham so h(x) = lién tuc tai moi diém x # km, k € Z.

lién tuc trén tap xac dinh

cua no.

53. Ching minh rang ph ong trinh x> +x+1=0 c6 it nhat mot nghiém am

16n hon —1.

54. Cho ham so6

176

volL x #0

1
f) =4qx
-1 véi x =0
a) Chiing to rang f(—-1)f(2) < 0.
b) Ching to ring ph ong trinh f(x) = 0 khong c6 nghiém thuoc khoang
(-=1;2).
c) Piéu khing dinh trong b) c6 mau thuin véi dinh 1i vé gid tri trung gian cla
ham s6 lién tuc hay khong ?

o0 4/,
S

CO-SI, NH TOAN HOC LON

Nha toan hoc Phap Cé-si (Cauchy) la mét trong nhitng ng &i sang lap ra Giai tich
hién dai, déng thdi 6ng ciing c6 nhiéu déng gbép sau sac trong cac nganh toan hoc va
khoa hoc khac. Ong da dé lai dau an thién tai clia minh trong nén Toan hoc thé ki XIX.
Sinh & Pa-ri, tir rat s6m 6ng da ham mé toan hoc. Nam
m oi sau tudi 6ng vao hoc Pai hoc Bach khoa Pa-ri va
trG thanh ki s . Sau d6, éng tham gia xay dung quéan
cang Sec-bua (Cherbourg). Hang say lao déng nh ng
stic khoé khéng tét, 6ng danh phai trd vé giang day
Giai tich va Co hoc tai Dai hoc Bach khoa Pa-ri.

Tu thé ki XVIII, nha toan hoc Thuy Si Lé-6-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783) da phat trién phép tinh
vi phan clia nha toan hoc Anh Niu-tan (Newton, 1642 — 1727)
va nha toan hoc Blc Lai-bo-nit (Leibniz, 1646 — 1716).
Tuy nhién, cac khai niém vo cuc, vo cung bé va vé clng
I6n van con t6i nghia, khéng ré rang, lap luan con thiéu
chat ché.

Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857)



Trong giang day, Cé-si quan tdm dac biét dén viéc dinh nghia cac khai niém mot
cach chat ché. Nhiéu dinh li va ph aong phap do 6ng chiing minh va phat minh mang
tén 6ng. Chinh éng la ng &i dau tién da trinh bay khai niém gi6i han cla ham s6
bang ngdn nglt nh  hién nay dang d oc giang day trong céac tr dng dai hoc.

Giao trinh Giai tich ma éng gidng day va cong bé da ngay lap tc bi cac sinh vién va
cac dong nghiép phé phan béi vi ndi dung clia né v ot xa muc tiéu dao tao cac ki s
t ong lai thdi d6. Cudc cach mang nam 1830 da lam gian doan su nghiép cla éng.
Trung thanh vGi Sac-lg X (Charles X), 6ng da tr chdi khong tuyén thé trung thanh véi
vua Lu-i Phi-lip Pooc-18-ang (Louis Philippe d'Orléan), ng &i thay thé Sac-lo.

Ong da bi di day & Tu-rin, sau d6 & Pra-ha. Tai day 6ng da lam gias cho congt 6c
Booc-dé (Bordeaux), chau cla vua Phéap bi phé truét.

Trd vé Pa-ri nam 1838, tinh ¢ chap cla éng vé chinh tri d6i v6i ché dé méi da khién
ong bé 16 nhiéu vi tri cdng tac ma nhiéu ng Giao 6éc.

Cudc Cach mang Cong hoa nam 1848 da gidi Idi thé trung thanh cho cac céng chiic.
Nha toan hoc thién tai d& hét u phién va nhan ghé Giao s Thién van — Toan tai
Dai hoc Sooc-bon (Sorbonne). Ong gidng day va nghién ciu & d6 cho dén cudi ddi.
Ong da c6 nhiéu déng gép vé Gidi tich, Dai s6, Hinh hoc, S8 hoc, Li thuyét ham s6
phirc, Co hoc, Quang hoc, Thién van hoc, ...

Cau hadi va hai tap on tap ch ong IV
A. GIOI HAN CUA DAY SO

55. Tim gi6i han cua cdc day s6 (u,) v6i

20 —n-3 b Jn*—2n+3
. y, = :

Sn-1 "~ —2n% +3

C)Mn:_2n2+3n_7; d)un:3\)n9+8n2_7'

56. Tim gi6i han cta cac day so (,,) v6i

a) u, =

41’! _ 5]’!
2" +3.5"

a)u,=3n—1-2n—1; b) u, =

n

57. Cho mot cap so nhan (u,,), trong d6
2431/{8 = 321/13 VOl Us #0.
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a) Tinh cong boi cua cap s6 nhan da cho.
b) Biét riing téng clia cap s6 nhan da cho bing 3°, tinh u.

58. Tim gi6i han cta day so (u,) xac dinh boi

PN SO SR S
T2 023 7T n(n+ )

1 1

k(k+1) k k+1

H ong dan : V6i mdi s6 nguyén d ong k, ta ¢

B. GIGI HAN CUAH M SO.H M SO LIEN TUC

59. Tim céc giéi han sau :

4 2
VX —x+5
-2\ FPox+2 x>0 2x-1

4
¢ lim 2)‘—”; d) lim —> . /“4;
X3 x* +4x+3 x>2 (x —2)* V4-x
8+ 2x —2
e lim Y=L -°. B tim (V2 +x -4+ 7).
x>(-2)" x4+ 2 X—>—00
60. Ham so
x3+8 .. 5
fx) = drig T
3vGi x =2

¢0 lién tuc trén R khong ?
61. Tim céc gid tri chia tham s6 m dé ham s6
x? —3x+2
fx) = x2 —2x
mx+m+1 v6i x>2

vol x <2

lién tuc trén R.

62. Ching minh rang ph ong trinh
=32 450 -6=0

c6 it nhat mot nghiém thudc khoang (1 ; 2).
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A
- -

Trong moi cdu ciia cdc b i tiv 63 dén 65, hay chon két qud ding trong cdc két

qud dd cho.
63. a) lim 1= 2Ynsin2n |
. - :
A)1; ®) 3 ; ©)-1; (D) 0.
2 3
b) 1im”;_—3”1 :
2+ 5n—2
1 1 3
(A) ok (B) 30 © —5 (D) 0.
o lim— b,
223" 4]
(A)_E ; (B) 5 © 7 (D) -1.
d) im(2n - 3n) 1 :
(A) +0; (B) —o0; ©2; (D) - 3.
3
64. a) lim2 _2;‘1 :
1-3n
A) 1 ; ®) 2 ; () + 0 (D) —oo
3’ 3" ’ :
b) lim(2” —5”) I
(A) + 00 B)1; (C)— o0 e
) lim(\/n+ —\/2)1 :
(A) +o0; (B) —o0; ©O0; (D) 1.
1
d) lim——— ] -
\/I’lz +n—n
(A) +o0; B O0; ©2; (D) 2.
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_ n
65. a) lim1 2 la:
3" +1

2 1
A) -3 B)0; O1; D) 7.

3 2
b) Téng cuia cAp s6 nhan vo han

I 1

1
29 4’ 87---, 2}’! geee

la:
(A) -1 (B) 1 (C) —1; (D)_l.
4 b 2 b b 3
¢) S6 thap phan vo han tuan hoan 0,5111... d oc biéu dién bdi phan s
6 46 43 47
A) —; B) — O —; D) —-
()11 ()90 ()90 ()90
66. a) Trong bon gidi han sau day, giéi han nao la —1 ?
2 3
(A) lim 2123 (B) lim X"~ ;
2-3n 20 +1
2 3
(© lim—>"" . (D) lim—"— -
—2n—n n-+3
b) Trong bon gidi han sau day, gidi han nao 1a + o ?
2 3 B
(A)limn 23n+2; (B)limn +2n31;
n° +n n—2n
2 2
(©) lim 22— (D) lim =" *+1
n” +3n 2n -1
¢) Trong bon gidi han sau day, giéi han nao1a 0 ?
n n
(A) lim——+L . (B) lim2—2
3.2" - 3" 12"
3 a2
(©) lim——"; (D) lim 2D =50
n~ +2n n—2n
67. Hay chon két qua ding trong cac két qua sau day :
2
@) lim 1
x=>=1 x7 +2
3
(A) 25 B 1; © -2; (D)—E'
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2
b) lim |—> |
=3\ P -x-6

1 2
(A) 5 B2; © 3; (D) >
2 —
@1m11§31i1
x—>-4 x“+4x
5 5
2, : -2 D) 1.
() 7 ®)1; ©-3: D
68. Hay chon két qua ding trong cac két qua sau day
2 —
a) lim % 1
X—>+0 x4+ SX
3
(A) 2; B)0; © -3¢ (D) 3.
5 3
b) lim 3)65 +74x 11 1
x—>-o  xT4+x —3x
(A) 0; (B)-3; © 3; (D) —co.
o lim 23X 23
X—>—00 3_x _7
(A) —o0; B)-2; © 0; (D) +oo.
69. Hay chon két qua ding trong cac két qua sau day
@) lim L |
X—>+00 x2 _ 1
(A) 1; B)-1; © 0; (D) + co.
b) lim NI-x -1 1
x—0 X
1 1
(A) 5 (B)_E ; (©) + o} (D) 0.
c)mnzx_gl
=1 (x = 1)
(A) 2; B)-1; (C) + ©; (D) — 0.
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X2+)C

d) lim ———>— ]
*=>=1x" +3x +2
2
(A) 23 (B) 3 © -1, (D) 0.
70. a) Trong bon giGi han sau day, giéi hann ol —1?
2
A) fim 2 Fx1 ”21; (B) lim 22“3 :
x—>+0 3y 4 x x—>—0 x° — 5x
32 2
© lim 3. (D) fim L.
x>0 §5x2 - 3 x>0 X +1

b) Trong bon gidi han sau day, giGi hann ol 0?

x—1 2x+5
A) lim ; B) lim ;
( )x—>1x3_] ()x—>—2x+10
2 —
(©) limzx—l : (D) lim (\/xz +1 —x).
x=>1x“ —=3x +2 X—>+00
¢) Trong bon gidi han sau day, giéi han n o khong ton tai ?
(A) lim 2;‘ 1. (B) lim cosx :
x—>—0 x° + 1 X—>+00
X X
(© lim ; ») lim ——-
x>0 x +1 x—>—1 (x+1)2

71. Tim khéang dinh diing trong c4c khang dinh sau :
H m so

2

X ..
— voix<lLx=#0
X

fx)y=<0 v6i x=0
\/;V(’)’ile

(A) Lién tuc tai moi diém trir cic diém x thudc doan [0 ; 1].
(B) Lién tuc tai moi diém thuoc R.
(C) Lién tuc tai moi diém trir diém x = 0.

(D) Lién tuc tai moi diém trir diém x = 1.
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BpA0 HAM

BAO0 HAM

DPao ham la mét khai niém quan trong cua Giai tich, no
la mot cong cu sac bén dé nghién cuu cac tinh chét clia
ham s va gilp hoan thién viéc vé do thi ham so.

Hoc sinh c&n nam viing dinh nghia va y nghia ctia dao
ham ; nhd cac cong thuc, cac quy tac tinh dao ham va su
dung thanh thao chung.
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KHAI NIEM PAO HAM

1. Vidu mé dau

184

T vi tri O (6 mot do cao nhét dinh nao do6), ta tha mot vién bi cho roi tu do
xuong dit va nghién cttu chuyén dong ctia vién bi. Trong Vdr Ii 10 ta da biét :
Néu chon truc Oy theo ph ong thang ding, chiéu d ong h 6ng xudéng dat,
goc O 1a vi tri ban dau ctia vién bi (tai thoi diém ¢ = 0) va bo qua stic can cua
khong khi thi ph ong trinh chuyén dong clia vién bi la

1

y=£t) = Egt2 (g 1a gia toc roi tw do, g = 9,8 m/sz).

Gia sir tai thoi di€ém #,, vién bi & vi tri M|y c6 toa do y, = f(1,) ; tai thoi diém
t; (t; > ty), vién bi & vi tri M| c6 toa do y; = f(¢;). Khi d6, trong khoang thoi
gian tir f; dén ¢, quang d ong vién bi di d oc la MM, = f(t;) f(ty) (h.5.1).

Vay vdn téc trung binh cla vién bi trong khoang thoi gian do6 1a

£ f(to).

1
P ey

Néut; t,cang nho thi ti s6 (1) cang phan anh
chinh xdc hon su nhanh cham ctia vién bi tai 0
thoi diém 7. T d6, ng 0i ta xem giGi han cua ti N

Cf(t ¢ ] R ) R . FACYAN
sO S 1) khi #; dan dén ¢, 1a vdn toc ticc \

o o)
.. Coge R ” . . . (tai tO)' MO ' !
thoi tai thoi di€m 7 cua vién bi, ki hiéu 1a v(zy). /
No6i cach khac, 7
(tai 1) 477"
. t 1 M,
notg o o
Nhiéu van dé ctia toan hoc, vat 1i, hoa hoc, sinh
hoc, ... dan dén bai toan tim giGi han
. X X y
i £ G0
XX X Xy

trong d6 y = f(x) 1a ham s6 nao d6. Hinh 5.1



Trong todn hoc, ng 0i ta goi gidi han d6, n€u c6 va hitu han, 1a dao h m cua
h ms6'y =f(x) tai diém x,,.

2. Paoh mcuah m so tai mot diém
a) Khai niém dao h m ciia h m sé tai mot diém

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khoang (a ; b) va diém x, thuoc khoang do.

PINH NGHIA
f(x) = f(xg)

X = Xy

Gi6i han hitu han (néu cd) cla ti s6 khi x dan

dén xy d oc goi 1a dao h m cltia ham s6 da cho tai diém x;, ki
hiéu 1a f'(xy) hodc y'(xy), nghia la

= fim TO=f00).

X—>Xg X = Xy

Trong dinh nghia trén, né€u dat Ax = x — x5 va Ay = fixy + Ax) — fix,) thi ta c6

) Ax) — . A
f.(xO)zAlglof(onr A; f(xp) :Aljgoﬂy' 2)

CHUY

1) S6 Ax = x — xo d oc goi 1a s6 gia ciia bién so tai diém x; ; s6
Ay = flxg + Ax) — flxy) d gc goi 1a s6 gia ciia h m s6 ing véi sO gia
Ax tai diém x,,.

2) S6 Ax khong nhat thiét chi mang ddu d ong.

3) Ax va Ay la nhitng ki hiéu, khong nén nham 1an rang : Ax la tich

cua A véi x, Ay la tich ctia A véi y.

El Tinh s6 gia clia h m s6y = x> tng véi s6 gia Ax cia bién s6 tai diém Xo= 2.

b) Quy tac tinh dao h m theo dinh nghia

Ta ¢6 quy tic tinh dao ham ctia ham s6 y = f(x) theo dinh nghia nh sau :
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QUY TAC

Muén tinh dao ham cta ham s6 f tai diém x, theo dinh nghia,
ta thuc hién hai b &c sau :

B dc 1. Tinh Ay theo cong thiic Ay = f(xy + Ax) — f(x,), trong
d6 Ax 1a s6 gia cua bién so tai x;,

B ¢c 2. Tim gi6i han lim L
Ax—0

Trong quy tic trén va d6i véi mdi ham s6 d gc xét sau day, ta luon hiéu Ay la
s6 gia cia ham so tng vdi s6 gia Ax da cho clia bién s6 tai diém dang xét.

Vi du 1. Tinh dao ham ctia ham s6 y = x” tai diém x, = 2.
Giai. bat fix) = xz, ta thuc hién quy tic trén nh sau :
Tinh Ay
Ay = flxg + Ax) — flxg) = (2 + Ax)* — 2% = Ax(4 + Ax).

Tim gi6i han

lim & = lim (4 + Ax) =4.

Ax—0 Ax Ax—0
Vay f'(2) = 4. O
Nhdn xét

Néu ham s6'y = f(x) ¢6 dao ham tai diém xy thi né lién tuc tai diém x,,.
A A .9 9 N e 2 N ] , N . Ay ]
That vay, gia st ham so0 ' c6 dao ham f'(xy), tic 1a lim — =f"(xg).
Ax—0 Ax

Ta co

. . Ay . Ay
Iim Ay = lim —-Ax = lim — - lim Ax =1"'(x;). 0=0.
Ax—0 Y Ax—0 Ax Ar—0 AX  Ax—0 f( 0)

Do d6 lim (f(x) — f(xy)) = Algo Ay =0. biéu nay ching to

x—)xO

lim f(x) = f(x).

X—)XO

Tix d6 suy ra rang ham s6 f lién tuc tai diém x;,.



3.

nghia hinh hoc cia daoh m
Cho ham s6 y = flx) c6 d6 thi (C), y

mot diém M, ¢6 dinh thuoe (C) ¢

hoanh do x,. V6i méi diém M To)
thuoc (C) khac My, ta ki hiéu x,, 1a
ftxo

hoanh d¢ ctia n6 va k; la hé s6 géc

cua cét tuyén MyM. Gia su ton tai

gi6i han hitu han ky, = limk,, .
XMA)XO

Khi do, ta coi d ong thang M, T di Hinh 5.2

qua M, va c6 h¢ so6 géc ky la vi tri gioi han cta céat tuyén MM khi M di
chuyén doc theo (C) dan dén M,,.

D ong thang M, T d gc goi 1a tiép tuyén cha (C) tai diém M, con M, goi la
tiép diém.

Bay gio gia st ham s6 f ¢6 dao ham tai diém x,,.

_ f(xM) - f(xo)

Chu y rang tai mdi vi tri ctia M trén (C), ta ludn c6 k), = P e (h. 5.2).
M~ %o
Vi ham s6 f ¢6 dao ham tai diém x, nén
Fixg) = tim L ZSC0) g g
Xy —>Xo M — %o Xp =X

Tir do ta c6 thé phat bi€u y nghia hinh hoc cia dao ham nh  sau :
Dao ham ciia ham s6'y = f(x) tai diém x, la hé s6” goc ciia

tiép tuyén cuia do thi ham so'do tai diem My(x, ; f(xy)).

GHI NHO

Néu ham 56’y = f(x) c6 dao ham tai diém x, thi tiép tuyén ciia do thi
ham s6 tai diém My(x, ; f(xy)) c6 ph ong trinh la

y =f"(xp)x — x) + flxp).
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Vi du 2. Viét ph ong trinh ti€p tuyén cta d6 thi ham s6 y = S tai diém c6
hoanh do x, = —1.
Gidi
Tr Gc hét ta tinh dao ham ctia ham s6 f{x) = X tai xy=—1.
Tinh Ay
Ay =f(xg + AX) — fixg) = (—1 + Ax)’ = (=1)* = Ax (3 - 3Ax + AX).
Tinh gi6i han
im 2 = tim (3-3Av + A?) =3.
Ax—0 Ax Ax—0
Vay f'(=1) = 3.
Ngoai ra, ta cd f (xy) = (—1)3 =—1 nén ph ong trinh ti€p tuyén can tim la
y=3(x+1)—1,hay y=3x+2. O
@ Dua vao két qua cda vi du 1, hdy viét ph ong trinh tiép tuyén cla doé thi ham
s6'y =x tai diém My(2; 4).

nghia co hoc cia daoh m
Xét su chuyén dong ctia mot chat diém. Gia sir quang d ong s di d oc clia n6
12 mot ham s6 s = s(¢) cua thoi gian 7 (s = s(f) con goi 1a ph ong trinh chuyén
dong cla chat diém).
T ong tunh vi du md dau, khi | A¢ | cang nho (khéac 0) thi ti s6
S(to + At) - S(to)
At
cang phan 4nh chinh xdc do nhanh cham cta chuyén dong tai thoi di€ém ¢,
Ng 0i ta goi gi6i han hitu han

. S(l‘o +At)—S(t0)
v(ty) = lim
(to) At—0 At

(néu c6) 1a vdn toc tifc thoi clhia chuyén dong tai thoi diém .

Tix d6, ta c6 thé phat biéu y nghia co hoc clia dao ham nh  sau :
Vdn toc tiic thoi v(ty) tai thoi diém t, (hay vdn toc tai ty) ciia mot
chuyén dong cé ph ong trinh s = s(t) bang dao ham ciia ham s6
s = s(1) tai diém ty, tiic la

v(ty) = s'(t).



Chang han, trong vi du m& dau, ta c6

fioy-fup= 5[ -]

1
= Eg(t+t0)(t—t0).
Do d6 dao ham ctia ham s6 y = f(¢) 1a

= tim L0 @)

11, =1

.1 _
= tl;ng)ig(t +t0) = gy

Vay van toc cta vién bi tai £, 1a v(tp) =1 '(¢y) = gt .

El M6t chét diém chuyén dong c6 ph ong trinh s = * (¢ tinh bdng gidy, s tinh
bang mét). Van téc cla chét diém tai thoi diém t, = 2 (gidy) bang :
(A)2mis; (B)3m/s; (C)dmls; (D)5 mls.

Chon két qua dung trong cac két qua trén.

Paoh m cua h m s6 trén mot khoang

a) Khai niém

Cho ham s6 f xac dinh trén tap J, trong d6 J la mot khoang hoac 1a hop cua
nhiing khoang nao d6. Ta c6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

1) Ham s6 f'goi 1a ¢6 dao h m trén J néu n6 c6 dao ham f'(x) tai
moi diém x thuoc J.

2) Néu ham s6 f c¢6 dao ham trén J thi ham s6 f ' xdc dinh boi

f':J> R goiladaoh mcaah msof.
x  f')

Pao ham cua ham s6 y = f(x) cling d oc ki hiéu bdi y'.

Vi du 3. Tim dao ham clia ham s6 y = x> trén khoang (—oo ; +00).
Gidi
Vi moi x thudc khoang (—oo ; +00) ta c6 :

Ay = (x + Ax)’ — ¥° = Ax 3x° + 3x.Ax + AP ;
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im 2~ im (3x% + 3x.Ax + Ax?) = 3%
Ax—0 Ax Ax—0

Vayh msdy= X 6 dao h m trén khoang (-0 ; +0) v y' = 3x°, O
a) Chumg minh rang h m s6 hang y = ¢ ¢6 dao h m trén R. Tim dao h m do.
b) Chimg minh rangh m s6y =x c6 dao h m trén R. Tim dao h m do.

b) Pao ham cua mét s6 ham s6 th ong gap

Ta c6 dinh Ii sau :

DINH Li

a)H ms6hingy=cc6daoh mtrén Rv y'=0;

b)H ms6y=xcédaoh mtrén R v y'=1;

c)Hms6y=x"(ne N,n>2)c6daoh mtrén R v y'=nxn_1;

y 1
d)H msoy= Jx c6 daoh m trén khoang (0; +0) v y'= ——-
2/x

Chitng minh
Qua hoat dong , ta da chiing minh cac két luan a) v b). Sau day ta chiing
minh hai két luan con lai.

¢) V6i moéi x thuoc R ta tinh dao h m chia h m s6 tai diém x theo dinh nghia :

Tinh Ay : p dung cong thitc nhi thitc Niu-ton doi véi (x + Ax)", ta c6
Ay=(x+A0)" —x" = CLx" TAx + C2x"2Ax? + .+ C A" 4+ A"

Tim gi6i han (chd y ring C. = n)

. A . - - - - _
Alifoﬂy = A1):§()(C}1x" L Q2 A 4+ O A A
=" L.
Vayh msodichocédaoh mtrén Rv y' = .



d) V6i méi x thudc khoang (0 ; +o0) ta c6 :
(\/x + Ax — \/;)(\/x + Ax + \/;)
Jx+ Ax ++x

Ay=\/x+Ax—\/;=

Ax
- Jx + Ax ++x

lim&—lim ! - !
AM—0AX  Avs0x + Ax +4x 24Ux

y ‘ < 1
Vay ham so y = Jx 6 dao ham trén khoang (0 ; +0) vay' = —— - O

2Vx
CHUY

Ham so y = |x| x4c dinh tai x = 0, tuy nhién ng 0i ta chiing minh

d oc ring n6 khong c6 dao ham tai diém x = 0.
Vidu4
a) Tim dao ham ctia ham s6 y = K,
b) Tim dao ham ctia ham s6 y = V/x tai diém x = 9.
Gidi
a) Véiy = x4, tacoy' = 453 (v6imoix e R).

b) V6iy=x,tacoy =

1
(v61 moi xe(0 ; +00)).
2/x
Dod(’)y'(9)—L—l O
29 6

EI Cho ham s6'y = f(x). Tinh f (1) va f ‘(1) (néu c6) trong mbi tr dng hop sau :

a) flx) = x'%; b) fx) = /x .
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Cauhdiv b itap

Tim s6 gia cia ham s6 y = P tai diém x, = 1 tng véi s6 gia Ax, biét
a)Ax=1; b) Ax=0,1.

Dung dinh nghia, tinh dao ham clia méi ham s6 sau tai diém x,,.
a)y=2x+1,xy=2; b)y:x2+3x,x0:1.

Dung dinh nghia, tinh dao ham clia m6i ham s sau tai diém x;, (a 12 hing s0).

a)y=ax+3; b)y=%ax2.

Cho parabol y = % va hai diém A2 ;4)vaB(2+ Ax; 4 + Ay) trén parabol do.
a) Tinh hé s6 goc clia cat tuyén AB biét Ax 1an1 ot bang 1 ; 0,1 va 0,01.

b) Tinh hé s6 gbc clia ti€p tuyén clia parabol da cho tai diém A.

Viét ph ong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi ham s6 y = X, biét

a) Tiép diém c6 hoanh do bang 1 ;

b) Tiép diém c6 tung do béng 8 ;

c¢) Hé s6 goc cua ti€p tuyén bang 3.

2 1
Mot vat roi tu do c6 ph ong trinh chuyén dong 1a § = > gt2 , trong d6 g =98 m/s2

vatd ogc tinh bang giay (s).

a) Tim van t6c trung binh trong khoang thoi gian tir ¢ dén ¢ + At v6i do
chinh xdc 0,001, biét =5 va At lan1 ot bang 0,1 ; 0,01 ; 0,001.

b) Tim van tdc tai thoi diém t = 5.

Tim dao ham cua ham s6 f (x) =  tréen R 16i suyraf'( 1),f'( 2)vaf'(2).

Tim dao ham ctia mo6i ham s6 sau trén R .

a) y = ax* (a 12 hing s6) ; b)y=2x +2.
Tinh dao hAm cuia mo6i ham s6 sau.
1 ) 1 .
a)y= Voix# — b)y=+3 x véix<3.
2x 1 2



DAOH M MOT BEN

Ta da biét ring dao ham clia ham s f tai diém x, 1a gi6i han sau day

lim f(x)—f(xo)‘

X=X X = Xp

ey

Né&u thay vi xét gi6i han (1), ta xét gi6i han mot bén cla cung biéu thiic d6 thi gidi
han mot bén 8y s& d dc goi la dao h m mot bén clia ham s8 da cho tai diém x;.

1. Khai niém dao h m mét bén tai mét diém
Pinh nghia. Cho ham sé f xac dinh trén nlra khoang [xq ; b). Gidi han bén phai (néu

J() = f(xp)
X

khi x dan dén xy d dc goi la dao h m bén phai clia ham

cb) clia ti s&
s6 d cho tai didm xo, ki hiéu 1a £'(xg ) hodc y'(xp ).
Fatye tim T =FG0)
xoxy X0
Dao h m bén trdi clia ham s6 f xac dinh trén nlta khoang (a ; xq], ki hiéu 1a f'(xg )
hodc y'(xy ), cling d dc dinh nghia t ong tu, nghia la

FO) = F(xp)

f'(xg)= lim
X—XO

X=X
Dao ham bén trai va dao ham bén phai d dc goi chung 1a dao h m mét bén.
> Tu dinh nghia va cac két qua da biét vé giéi han mot bén, ta dé dang suy ra :
1) N&éu ham s6 f xac dinh trén khoang (a ; b) c6 dao ham tai diém x, thudc khoang
d6 thi né cling c6 dao ham bén phai va bén trai tai x,, va f'( xg) =f"(x9) =1"(xp).
2) Ng dc lai, néu ham sé f xac dinh trén khodng (a ; b) c6 dao ham bén phai va dao
ham bén trai tai diém x, sao cho f( xér) =f"(xp ) thi n6 cling c6 dao ham tai x,,.
3) Tuy nhién, mdt ham sé c6 dao ham bén phai va dao ham bén trai tai diém x, van
c6 thé khdng cé dao ham tai diém x, (khi £'(x5) f'(xg))-
> Sau day la mot s6 vi du.

Vi du 1. Xét ham s8 y = x>. D& thdy ham s6 c6 dao ham tai x = 3, do d6 né c6 dao
ham bén phai, dao ham bén trai tai x = 3 va

y(3")=y(37)=y(3) =6.
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Vi dy 2. Xét ham s8 f(x) = x* —2|x].

Tacd : Yy
v =x2—2lxl
i LOFO ot 2x
x—0" x-0 x—0" X ’ 0
) N 7 %

lim S)-1O0) _ lim x_+2x=2.

x—0" X~ =00 A tia ti€p tuyén bén phai
Do d6 tai diém x = 0, ham s& f c6 dao

ham bén phai f'(0" ) = -2 va dao ham
bén trai £ '(0”) = 2, nh ng khong cb
dao ham tai diém dé.

Hinh 5.3

» Cung vGi khai niém dao ham mét bén, ng &i ta con xay dung khai niém tia tiép
tuyén mot bén clia mot d dng cong tai mot diém. Tia ti€p tuyén bén phai clia dé thi
ham s6 y = f(x) tai diém M|, c6 hoanh dd x, c6 hé s6 gbc bang dao ham bén phai

f'(xg). Biéut ong ty ciing xay ra déi véi tia tiép tuyén bén trai (h.5.3).

Néu tai diém x, ham s6 f c6 dao ham bén phai va dao ham bén tréi, nh ng ching

khéng b&ng nhau thi d6 thi ham s6 y = f(x) goi la gay tai diém M, (x,; f(xy))-

2.Paoh mcuah m sé trén mot nira khoang hay mét doan

Pinh nghia. Cho ham s6 f xac dinh trén tap K, trong d6, K 1a mét nlra khoang
hay mét doan.

Ham sé f goi la c6 dao ham trén nlra khodng K = [a ; b) néu n6 c6 dao ham tai
moi diém thudc khoang (a ; b) va c6 dao ham bén phai tai a.

(T ongtunéuK = [a; +on)).

Ham sé f goi la ¢c6 dao ham trén nlra khodng K = (a ; b] néu n6é cé6 dao ham tai
moi diém thudc khoang (a ; b) va c6 dao ham bén trai tai b.

(T ongtunéuK = (- ; b)).

Ham s6 f goi la c6 dao ham trén doan K = [a ; b] néu né c6 dao ham tai moi diém
thudc khoang (a ; b), c6 dao ham bén phai tai « va dao ham bén trai tai b.

Vi du 3. Ham s8 y = | x | ¢6 dao ham bang 1 trén nla khoang [0 ; +o) va cb dao
ham bang —1 trén nlra khoang (—oo ; 0].



Luyén tap

. a) Tinh f'(3) vaf'(—4) néu f (x) = X
b) Tinh £'(1) vaf'(9) néu f (x) =/x.
. Cho ham s6 y = f(x) ¢6 dao ham tai diém x, va d6 thi (G). Ménh dé sau day
ding hay sai ?

a) Néu f '(xp) = 0 thi ti€p tuyén cua (G) tai diém M(x, ; fxy)) song song véi
truc hoanh.

b) Néu tiép tuyén cua (G) tai diém M(x, ; f(x,)) song song véi truc hoanh thi
f '(Xo) =0.

. Hinh 5.4 1a d6 thi cia ham s6 y = f(x)

trén khoang (a ; b). Biét rang tai cdc

diém M,, M, va M;, d6 thi ham s6 c6 A/
ti€p tuyén d oc thé hién trén hinh ve.

y

Dua vao hinh v&, em hay néu nhan xét vé i

dau cua f'(x)), f'(xp) vaf'(x3). :
. Chiing minh ring dé @ ong thang y =ax + b i
la ti€p tuyén ctia d6 thi ham s6 y = f(x) !

=

N

=

w

[N .
=Y

tai di€ém (x; ; f(xp)), diéu kién can va di @0
¢ = 700 \
axg + b= f(xo)- Hinh 54

. Chohams6y=|x|.
a) Chiing minh ring ham s6 da cho lién tuc tai diém x = 0.
b) Tinh dao ham cua ham s6 tai x = 0, néu co.
¢) Ménh dé "Ham s6 lién tuc tai diém x, Ly
thi ¢6 dao ham tai x;;" ding hay sai ?

.Hinh 55 1a d6 thi cia ham so i
y = f(x) xac dinh trén khoang (a ; b). Dua
vao hinh v&, hdy cho biét tai mdi diém x,

Xy, X3 VA Xy

[ T

a) Ham s6 c¢6 lién tuc hay khong ? 0
b) Ham s6 c¢6 dao ham hay khong ? Hay
tinh dao ham néu co.

Hinh 5.5
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Sl
MOT SO CHUYEN BONG
cO VAN TOC LON

*Van toc am thanh : khoang 343m/s.

* Van t6c chuyén doéng cla vé tinh cach
Trai Bat 200km : 22km/s.

* Van téc chuyén dong cla Trai Dat quanh
Mat Troi : 30km/s.

* Van téc anh sang : 300 000km/s.

* Van téc may bay E-bét (Airbus) : 270m/s.
*Van téc tén Ira d ang &ilén v tru : khoang
11km/s.

CAC QUY TAC TINH DAO HAM

No6i chung, viéc tinh dao ham bang dinh nghia th Ong rat phic tap. Bai nay s&
cung c4p cho ching ta nhitng quy tac tinh dao ham, nho dé viéc tinh dao ham
ctia mot ham sd phuc tap s€ d oc quy vé tinh dao ham cuia nhitng ham s6 don
gian hon.

Dé tién cho viéc dién dat, ké tir bai nay, ta sé st dung ki hiéu J dé chi tdp con
cua R gom mot khodng hodc hop ciia nhiéu khodng.

Pao h m cua tong hay hiéu hai h m s¢

DINH L 1

Né€u hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén J thi ham
sOy=u(x) +v(x) vay=u(x) v(x)ciing c6 dao ham trén J, va
a) [u(x) + vl =u'(x) +v'(x) ;

b) [u(x) v)I'=u'(x) v(x).




2.

Ghi chii. Céc cong thic trén c6 thé viét gon la

+v) =u+v' vau-v)=u-v'

Chiing minh
a) Tai m6i diém x € J, ta c6

Ay = [u(x + Ax) + v(x + Ax)] = [u(x) + v(x)]

= [u(x + Ax) — u(x)] + [v(x + Ax) = v(x)] = Au+ Av.

AlxiEO% B Al;go% - Aligo% " Aligo% = w00+,
Vay [u(x) + v(x)]' = u'(x) + v'(x).
b) Két luan nay d ¢gc ching minh t ong tu. O
Nhdn xét
C6 thé m& rong dinh 1i trén cho tong hay hiéu cta nhiéu ham s6 : Néu cdc
h mséu,v,...wcodaoh mtrénlthitrénJ ta cé

(utvx..xtw=uxvE..:w.

Vi du 1. Tim dao ham ctia ham s6 f(x) = = Jx +2 tren khoang (0 ; +o).
Gidi
Trén khoang (0 ; +0) ta ¢

(0 —Vx +2) = () = (o) @) =6 -
24x
1

Vay f'(x) = 6x° ———- O

2x
[H1| &) Tinh £ (1) néu fx) = x° —x* + * — 1.

. -1 2 SR .

b) Cho hai h m s6 f(x) = v gx)= 2x - Biét rang haih m s6 n y c6 dao
¥+l X +1

h mtrén R . Chimg minh rang véi moi x thuéc R, ta ¢é f '(x) = g'(x).

Pao h m cua tich hai h m so

Dinh Ii 1 ¢6 thé n6i gon 1a : Pao ham cua téng (hay hiéu) hai ham s6 béng
téng (hay hiéu) cac dao hAm ctia hai ham s& dé.

Liéu diéu t ong tu c6 xay ra doi véi tich ctia hai ham s6 hay khong ?

Dinh 1i sau s€ tra 16i cau hoi do.
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DINH Li 2

Né&u hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) ¢6 dao ham trén J thi ham
sO0 y = u(x)v(x) cling c6 dao ham trén J, va

[(x) V()] = u'(x) . v(x) + u(x) . V'(x) ;
Dic biét, néu & 1a hang s6 thi [ku(x)]' = ku'(x).

Ghi chui. C4c cong thic trén c6 thé viét gon 12

(wv)' =u'v+uv'va(ku) = ku'.

Chitng minh
Dit f(x) = u(x)-v(x). Ta s& tim dao ham cta f tai mot diém x tuy y thuoc J.
Khi bién s6 nhan s6 gia Ax thi Au = u(x + Ax) — u(x) nén
u(x + Ax) = u(x) + Au.
T ong tu, do Av = v(x + Ax) — v(x) nén
v(x + Ax) = v(x) + Av.
Ta s& sit dung c4c dang thiic trén dé tinh dao ham ctia ham s6 f.
Ay = f(x + Ax) — fix) = u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) - v(x)
= [u(x) + Au] - [ v(x) + Av] — u(x) - v(x)
=Au-v(x)+ulx) - Av+Au- Av.

lim&= im Au-v(x)+u(x)-Av+ Au- Av

A0 AX  Ax—0 Ax
- Jm o0 [ fim w5 i S
Dé y ring
Alxigo[%vm} . [ Alxigo%} V) = 1) V),
Aljgiu(x)g} = u() Jim 2 =uto - v,
i S = iy a Jim im0 0=0,
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ta co két qua
1 : Ay Al \l
f'x) = lim — =u'(x)v(x) + u(x)v'(x).
Ax—0 AX
Khi v(x) = k (hang s6) thi v'(x) = 0 nén ta ¢6 [k - u(x)]' =k - u'(x).
@ Cach tinh dao ham nh  sau dung hay sai, tai sao ?
P02 9] =) - (F —4) = (3% )(2x) = 6:°.

Vi du 2. Tinh dao ham cta ham s6 y = f(x) trong moéi tr ong hgp sau :

8 o) 6
a)f(x):%—%+3x;
b) fx) = (2% + D+/x .

Gidi

8 2x6

a) £'(x) = (XT -5+ 3xj - %(xg)'— %(xé)'+ 3(x) = 2¢ — 4 + 3.
b) f'(x) = [(sz + 1)&] = 2% + )V + 22 + D)
= axdx+ 2 1 )——.

2Jx

BI a) Chimg minh rang néu cac ham sé u, v va w c6 dao ham trén J thi ham s6
f xéc dinh béi f(x) = u(x)v(x)w(x) (v8i moi x € J) ciing c6 dao ham trén J va
(uvw)' = u'vw + uww'w + uvw'.
b) p dung, tinh dao ham clia ham s6'y = x2(1 —x)(x + 2) tai diém x = 2.
Pao ham cua th ong hai ham s6

St dung dinh nghia, ta cling ching minh d oc dinh 1i sau

PINH Li 3

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén J va v(x) # 0

L. . NN ~ ux ~ P N N N
v6i moi xe J thi ham s6 y = ux) cling c6 dao ham trén J, va

v(x)
[M(X)] _ u)v(x) —u(x)pv'(x)
v(x) vz(x)
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Ghi chii. Cong thiic trén c6 thé viét gon 1

u Uy —uw .
v) N

Ching minh hé qué d 6i day

HE QUA

a) Trén (-0 ; 0) U (0 ; +) ta cd (lj =__ .
X X

b) Neuh ms6v=v(x)cédaoh mtrénJ v v(x)# 0 véi moi x

thuoc J thi trén J ta c6 (Lj __Y (x) .
v(x) vz(x)

Ghi chii. Cong thiic thit hai trong hé qua trén c6 thé viét gon 1

o v
v) 2

Vidu 3. Tinh daoh mciah m s6 y =f(x), néu :

1+9x N - .
a) flx) = Py (al hangso);
1
b) f0) = —
x —
Giai

a) pdungdinhli3 (6dayu=1+9xv v=x+2a),tacod
1+9%0)'(x +2a) — 1+ 9x)(x +2a)"  9x+2a)—-(1+9x)

o=

(x + 2a)* (x + 2a)?
_ 18a-1
T (4207
b) pdung hé qua clia dinh 1{ 3 (& day v = x* — 1), ta ¢6
F= —% =
(x> = 1) (x> - 1)



4.

El Chon két quéa dung trong cac két qua cho sau day.

2
Paoh mcuah msé’y=x—3er1 béang
2x—1
2 2
2x-3 2x -3 2x°=2x+1 6x° —14x+5
W ——"; B-—— O (O)——2
2x-1) 2x-1) 2x-1) 2x-1)

Paoh m caah m sé hop
a) Khai niém h m so hop
Vi du 4. Cho hai ham s6 y = f{u) va u = u(x), trong d6
fu) =1 vaux)=x>+3x+ 1.
Néu trong f(u), ta thay thé bién s6 u boi u(x) thid oc
u@)] = (6 + 3x + 1)°
Dat g(x) = flu(x)] = (& + 3x + 1)*. R6 rang y = g(x) 1a mot ham s6 bién so x.
Ta goi gla h m s6 hop ctia ham s6 f qua ham s trung gian u.
Mot cich téng quat, ta c6 khai niém ham s6 hop nh sau (& day ta chi xét cac
ham s6 d gc cho bai biéu thic).
Cho hai ham s6 y = f{ur) va u = u(x). Thay thé bién u trong biéu thiic f{u)
bdi biéu thiic u(x), tad oc biéu thitc fu(x)] véi bién x. Khi d6, ham
s6 y = g(x) v6i g(x) = flu(x)] @ gc goi 1a h m s6 hop cta hai
ham s6 f va u ; ham s6 u goi 1a h m sé trung gian.
Trong dinh nghia trén, tip xac dinh ctia ham s6 hop y = g(x) 1a tap cac gia tri
clia x sao cho biéu thiic flu(x)] c6 nghia.
Cho fiu) = \Ju v u(x)=x —1. Hay timh m s6 hop y = flu(x)] v tap xéc dinh
cua no.
b) Cach tinh dao h m cua h m s6 hop
DINH LI 4
a) Néu ham s6 u = u(x) c¢6 dao ham tai diém x, va ham
s0 y = flu) c6 dao ham tai di€m uy = u(xy) thi ham s6 hgp
g(x) = flu(x)] c6 dao ham tai diém x,, va
8 '(xo) :f'(uo) : M'(X())-
b) Néu gia thiét trong phin a) d oc thod man doi v6i moi diém
x thudc J thi ham s6 hgp y = g(x) ¢6 dao ham trén J, va

g ') =f"Tu()] - u'(x).
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Ghi chi. Cong thic thi hai trong dinh i trén con d ¢c viét gon la

g = Ju U

Vi du 5. D6i v6i ham s6 g(x) = flu(x)] = (&* + 3x + 1)° d gc néu trong vi du 4,
ta tinh dao ham cia né nh sau :

Tacod f'(u)= (u3)' = 3u*. Do u(x) = x>+ 3x+ 1 nén

FTu)] =302 +3x + D? vau'(x) = (% +3x+ 1) = 2x + 3.

Vay g'(0) =fTu@)] - u'(x) = 37 + 3x + 1)*(2x + 3).
Tdng quét ta xét ham s6 y = (u(x)") (v6i n € N va n > 2). C6 thé xem ham s6
nay 12 ham s6 hop ctia ham s6 f(u) = 1" va ham s6 trung gian u = u(x). Do d6,
néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi ta 4p dung dinh 1i 4 dé tinh dao ham
ctia ham s6 hop y = (u(x))" (con viét 1a y = u"(x)) nh sau :

fay=u" == nu"" = flu@l=na"" o)

[”n(X)] = f ()] u' () = n w7 (x) - u'(x).

Vay taco

HE QUA 1

Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi ham s6 y = 1" (x)
(v6in € Nvan2>2)c6daoham trén J, va

[u" (x)]' =" ). u'(x).

Ghi chi. Cong thic néu trong hé qua 1 d oc viét gon la
(u")' =nu" ',
T ong tu, ta xét ham s6 y = y/u(x) .

a) Timh ms6fsaochoh mséy=\u(x) | h ms6hgpciah mséfv
h m s6 trung gian u = u(x).
b) Chimng minh rdng néu h m s6 u = u(x) co daoh mtrén J v u(x) >0 v6i moi

u'(x) .

xeJ thih ms6y= \u(x) ciingcédaoh mtrénJ v («/u(x))'z N
A U(X




HE QUA 2

Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) >0 véi moix € J
thi ham s0 y =+/u(x) c6 dao ham trén J, va

vou'(x) .
(Vuo) s

Ghi chi. Cong thic néu trong hé qua 2 d gc viét gon la

() -

Vi du 6. (\/x4 —3x% 4 7)' -

GHI NHO

(=32 + ) 2% -3

Wxt =322 +7 -3 47

a) Pao ham ciia mot s6 ham sé' th ong gap (6 day u = u(x))

x)'=1

X X

(c)'=0 (cl hdng so)
"= ! (ne N, n>2)
1Y 1 1Y) !

(odorn | -3

. 1 ' u
(o N I

b) Cdc quy tac tinh dao ham (6 day u = u(x), v = v(x))

vy =u=v'

(uv)=uv+u'’

(uj‘ u'v—u'
y V2

¢) Pao ham cua ham sé hop (6 day g(x) = flu(x)])

8y = Ju U,
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

204

~ ?m - ~
Cauhoiv b itap
Tinh dao ham ctia méi ham s6 sau tai diém xy d ¢c cho kém theo
a)y=7+x—x2, xp=1; b)y=x3—2x+1, Xg=2;

c)y:2x5—2x+3, xp=1.

Tim dao ham ctia mdi ham s6 sau (a va b 1a hang s0)

a)y=x5—4x3+2x—3x/;; b)y=%—%x+x2—0,5x4;
4 3 2
T S S o _ax+b,
Oy=g gty oxtas dy="m

Tim dao ham ctia mo6i ham s@ sau

a)y= @ +x)°; b)y=(2+ )5 -3 ;
2x 5x-3
Oy=— ; dy= 5—";
x° =1 X +x+1
2
e)y=Lx+2; f) y=x2x - 1)3x + 2).

x+1

Tim dao ham ctia mo6i ham s6 sau

a)y=(@x—-x)"7; b)y= —— ;

xx
0)y= I+x d)y= X

Cho ham s0 f(x) =vx? - 2x. Hay giai bat ph ong trinh f'(x) < f(x).

(a 12 hang s0).

Luyen tap

Cho ham s6 f(x) = x° — 3x* + 2. Hdy giai bat ph ong trinh :
a)f'(x)>0; b) f'(x) < 3.



22,

23.

24.

25.

26.

Tim cédc nghiém cta ph ong trinh sau (lam tron két qua nghiém gan ding dén
hang phan nghin)

3
a)f'(x):OV()'if(x):%—sz —6x—1;

4 2
b) £(x) = =5 véi fix) = - — X3 = 2 _ 3,
4 2
Tinh dao ham ctia mo6i ham s6 sau
2x+3 1
a)y=———"; b)y=— 5
X =5x+5 (x> =—x+1)
Oy=x+xJx +1; d)y=(c+ Dx+2)°(x+3)°;
&)y = x2+1_
y= X
Viét ph ong trinh ti€p tuyén cua d6 thi ham s6

_1 . a7 A .2
a)y= %,blét hoanh do ti€p diem la xy =0 ;

b)y = x + 2, biét tung do ti€p diém 1a y, = 2.

Viét ph ong trinh ti€p tuyén cua parabol y = %, biét rang ti€p tuyén doé di qua
diém A0 ; -1).

H oéng ddn : Tr Gc hét viét ph ong trinh ti€p tuyén tai diém c6 hoanh do x,
thuoc parabol da cho. Sau d6 tim x, d€ ti€p tuyén di qua diém A (chd y rang
diém A khong thuoc parabol).

Hinh 5.6 thé hién man hinh ctia mot tro
choi dién tir. Mot may bay xuat hién &
bén trdi man hinh roi bay sang phai theo 4

3
mot quy dao (C) 1a dé thi ctia ham s6 o %ﬁ > S @
y =f(x), trong doé fix) = —1 —%,(x>0). -1 1/’ 1// -

Biét rang tén ltta d ¢c ban ra tir may bay |
¥
S

tai mot diém thuoc (C) s& bay theo
ph ong ti€p tuyén cua (C) tai diém do.
Tim hoanh do cic diém thuoc (C) Hinh 5.6
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27.

sao cho tén lira ban ra tir d6 c6 thé ban tring mot trong bén muc tiéu ndm &
trén man hinh c6 toa do (1 ; 0), (2; 0), (3; 0) va (4 ; 0) (lam tron két qua dén
hang phan van).

Mot vién dan d oc ban Ién tir mat dat theo ph ong thang ding véi téc do ban
dau vy = 196 m/s (bo qua stic can clia khong khi). Tim thoi diém tai d6 toc do
cta vién dan bang 0. Khi d6, vién dan cach mat dat bao nhiéu mét ?

DPAO HAM CUA CAC HAM SO LUONG GIAC

Muon xay dung cong thic tinh dao ham clia cac ham s6 1 ong gidc, tr &c hét
chiing ta can nghién cttu giGi han co ban sau day.

1. Giéi han lim 2%
x—>0 X

Pé hinh dung gi4 tri ctia giGi han nay, ta dung mdy tinh bo tii lap bang gid tri
cuia biéu thic s12x khi x nhan céc gid tri d ong va rit gin diém O nh sau :

x . L L L L

(radian) 180 360 720 1800 5400

SIY - 10,999949321 | 0,999987307 | 0999996826 | 0,999999492 | 0,999999943

X

, T T ) | 1 B SN

Qua bang trén ta thay khi x cang nho thi gid tri cua bi€u thic cang gan
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dén 1.
Ta da chiing minh d g¢c dinh 1i sau day (xem bai doc thém trang 154).

PINH Li 1

sin x

= 1.

x—=0 X




2.

CHUY

Ng oi ta ciing ching minh d oc két qua sau day : Néu ham so

u = u(x) thod man cic diéu kién :

limu(x) = 0 thi

u(x) #0 v6i moi x # x;, va

X—)XO
lim sinu(x) _
X=X M(X)
Vi du 1. Tim c4c giéi han
2) lim sin 2x; b) lim 1——cosx _
x>0 X x—0 x2
Gidi
a) Tim S02% _ jim 2 $02X ) g iy S02X 52
x—=>0 X x—0 2x x—0 2X
X X 2 X 2
1 — cos x 2sin® = sin — 1 sin—
b) lim — 2% = | 2 — lim 2| = 2| lim—2
x—0 x2 x—0 x2 x—>02 X 2| x>0 X
2 2
1 1
= — 1 = —
2 2

EI Cho m = lim (xcot3x) . Hay tim két qua dung trong cac két qua sau day.

x—0

Cym=1;
Paoh mcuah msoy = sinx

DINH Li 2

(D) m= %

(sin u(x))' = (cos u(x))

a) Ham s6 y = sinx ¢6 dao ham trén R, va (sinx)' = cosx.
b) Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi trén J ta c6

“u'(x).

Ghi chii. Cong thitc néu trong dinh Ii 2b) c6 thé viét gon la

(sinu)' = (cosu).u' = u'cosu.
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Chitng minh

a) Ta tinh dao ham clia hAm s y = sinx tai diém x bat ki thuoc R béing dinh
nghia.

Ay = sin(x + Ax) — sinx = 2COS£)C + %jsin% .

sin—
Tim giéi han lim &y = lim | 2cos| x + — 2 1
A—0 A Ax—0 2

sinT Ax
Do lim =1 va lim cos| x + — | = cosx (vi ham s6 y = cosx lién

Ax—0 g Ax—0 2
2
o e A NP
tuc) nén lim — = cosx. Vay (sinx)' = cosx. O
Ax—0 Ax

b) Cong thic dao ham cua sin(u(x)) d oc suy ra tir két qua trén va cong thic
lay dao ham ctia ham s6 hop.

Vi du 2. Tinh dao ham ciia ham s6 y = sin(x3 -x+2).
Giai

[sin(’ — x +2)]' = [cos(x’ = x +2)] - (F° —x +2)' = 3x* — Dcos(x® — x +2). O

@ Choh msé y= sin~/x . Hay chon két qué dung trong cac két qua sau :

cosx ; (B) y'= —COS\/; ; (C)y'= cos/x ;(D)y’'= cos
2x

Jx

3. Paoh mcuah mséy = cosx

(A)y'=

1
2x
Tir cong thic tinh dao ham ctia ham s6 y = sinu(x), ta c6

(cosx)' = sin T« - T x| cos| Eox
2 2 2
= —cos[

- xj = — sinx.

o
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Ta suy ra dinh 1i sau

DINH LI 3

a)H ms6y=cosx c6daoh mtrén R v (cosx) =-sinx.
b) Néuh m s6 u = u(x) c6 daoh m trén J thi trén J ta c6

(cosu(x)) = (—sinu (x) u'(x).

Ghi chui. Cong thiic néu trong dinh 1f 3b) ¢6 thé viét gon 1

(cosu)' = (—sinu).u'.

Bl Cho ham sy = cos°x. Hay chon két qué dung trong céc két qua sau :

(A)y' = sin’x ; (B)y' = —sin’x; (C)y =sin2x ; (D) y'= —sin2x.
4. Paoh mcuah mséy = tanx

St dung quy tac tinh dao ham ctia mét th ong hai ham s6, hay tinh dao ham

sin x

ctia ham s6 y = )
COS X

Tur d6 suy ra dinh Ii sau :

DINH Li 4

a) H m s6 y =tanx ¢6 dao h m trén médi khoang

(—E—l—kﬂ;E-FkTCj (V6ike Z),v

2 2
(tanx)' = 5
cos” x
b) Gia sth m s6 u = u(x) c6 daoh mtrénJ v u(x) # g+kn
(k € Z) v6i moi x € J. Khi d6, trén J ta c6
(tanu(x))' = %x) .
cos” u(x)
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Ghi chii. Cong thitc néu trong dinh Ii 4b) c6 thé viét gon 1a

(tanu)' = 5
cos” u

Vi du 3. Tinh dao ham ciua ham s6 y = v/tan x .

Gidi
(\/tanx)' = (tanx)' = ! L !
2+/tan x 2Wtanx cos>x  2cos’ x+/tanx
Do —— =1+ tan” x nén két qua trén con viét 1a
cos” x
. 1+ tan” x
Wtanx)' = ———-
2+/tan x
Paoh mciah msoy=cotx

T ong tu dinh 1i 4, ta cé

DINH Li 5

a) Ham s6 y = cotx c¢6 dao ham trén mdi khoang (kn sk + 1)11:)
(Vvéike Z),va
1

2 x

(cotx) = ——
sin
b) Gia sit ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) # kn
(k € Z ) véi moi x € J. Khi d6 trén J ta c6
UACO N

sin’ u(x)

(cot u(x))' =—

Ghi chii. Cong thitc néu trong dinh Ii 5b) c6 thé viét gon 1a

A\l

u
2

(cotu)' = —— .
sin” u

Vi du 4. Tinh dao ham ctia ham s6 y = cot’2x.




Gidi

sin® 2x

. 2
(cot3 Zx) = 3(cot” 2x)(cot 2x)' = 3(cot22x)(— (22x ) j _ _bcosT2x
sin” 2x

1

Vi — 5
sin“ 2x

=1+ cot? 2x nén két qua trén con viét 1

(Cot3 2x)' = —6(cot2 2x)(1 + cot? 2Xx).

El Hay chon két qué dung trong cac két qué néu sau day déi véi mbi h m sé
da cho.

a) Cho y = tan2x + cot2x.

: 1 1 , 2 2
A= cos? 2x B sinZ 2x ; ®) = sinZ 2.x - cos? 2x ;
(C) y' = 2(tan"2x — cot™2x) ; (D) y' = tan*2x — cot*2x.
b) Cho y = cot(sin5x).
(A) ¥ =—(1 + cot’(sinSx))cos5x ;  (B) y' = —5(I + cot>(sin5x))cos5x ;
C) y=(>1O+ cotz(sin5x))cos5x ; (D) =51+ cotz(sin5x))cos5x.

Cauhdiv b itap

28. Tim cédc gidi han sau :

) 1 - cos’ x . 1l+sinx —cosx
;b)) Iim—FM—; c) lim - .
¥—0 Xsin2x =01 —sinx —cosx

a) lim —
¥—0 sinSx

29. Tim daoh m ctia cac h m s0 sau :

a) y = 5sinx — 3cosx ; b)y= sin(x2 -3x+2);
c)y=cosv2x +1; d) y = 2sin3x cos5x ;
e)y:w; f) y=+cos2x.

SImx — CoSXx

30. Chiing minh rang h m s6 y = sin®x + cos®x + 3sin’x cos®x ¢6 dao h m bang 0.
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31.

32,

33.

34.

3S.

36.

37.

212

Tim dao ham cua cac ham so sau :

1
a)y=tanx+ ; b)y=cot\/x2+1;

2

c)y= tan’x + cot 2x ; d) y = tan3x — cot3x ;

e)y=+1+2tanx; f) y=xcotx.
Ching minh rang :
a) Ham s6 y = tanx thoa man hé thic y' —yz— 1=0;

b) Ham s6 y = cot 2x thod man hé thic y' + 2y* + 2 = 0.

Luyén tap
Tim dao ham cua moi ham sd sau :
) )
sin x X sin” x
2)y X sin x )y 1+ tan2x
¢) y = tan(sinx) ; d)y=x cot(x2 -1);

e)y= cosz,/g - 2x ; f) y= x/sin3x .

. . sinx — Xcos x
Tinh f'(n) néu f(x) = ———.
COSX — xsinx

Giai ph ong trinh y' = 0 trong mdi tr ong hop sau :

a) y =sin2x — 2cos x ; b) y = 3sin 2x + 4cos 2x + 10x ;
c)y:cos2x+sinx; d) y=tanx + cotx.

Cho ham s6 flx) = 20052(4x — 1). Ching minh ring véi moi x ta ¢o
| £'(x)| < 8. Tim céc gi4 tri clia x dé dang thic xay ra.

Cho mach dién nh hinh 5.7. Lic dau

tu dién c6 dién tich Q,. Khi déng +I I_

khod K, tu dién phéng dién qua cudn

day ; dién tich ¢ cua tu dién phu k[(
thudc vao thoi gian 7 theo cong thic

() = Qp sin wt,
4 0 Hinh 5.7



trong d6, @ 1a t6c do goc. Biét ring ¢ dng do I(¢) cha dong dién tai thoi diém ¢
d oc tinh theo cong thiic

10 =4'Q).
Cho biét Oy = 10 ° C va @ = 10°t rad/s. Hiy tinh ¢ dng do ciia dong dién tai
thoi diém ¢ = 6 s (tinh chinh x4c dén 10° mA).
38. Cho ham s6 y = cos>x + msinx (m 1a tham s6) ¢6 d6 thi 1a (C). Tim m trong
moi tr dng hop sau :

a) Tiép tuyén cta (C) tai diém v6i hoanh do x = 1 ¢6 hé s6 goéc bang 1.

o L, e aea . T T
b) Hai ti€p tuyén cua (C) tai cdc diém c6 hoanh do x = o va x = 3 song

song hodc trung nhau.

VI PHAN

1. Viphan ciah m s6 tai mot diém

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai diém x,. Khi d6 ta c6

. Ay
"(x5) = lim —.
F'xo) Ax—0 AX

2 - - , 9 < L9 A A » N / '
Dang thiic trén cho thay : Néu |Ax| khé nho thi ti sO Ey rat gan véi f '(xy), do

d6 ta c6 thé coi rang f'(xy) ~ &y ,
Ax
hay Ay = f'(xp)Ax. (1)

Ta c6 khai niém vi phan ctia ham s6 tai mot diém nh  sau :
Tich f'(xg)Ax d oc goi 12 vi phdn ctia ham s6 y = f(x) tai di€ém x,
(Gng v6i s6 gia Ax) va d oc ki hiéu la df(xy), tic la
dflxg) = f'(xp)Ax.
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Vidul

Vi phan clia ham s6 f{x) = sinx tai diém x, = % la
T (™ B T B 2
df(zj—f(zj-m—cos4 Ax = 2.Ax.

El Tinh vi phén clia ham s6 f(x) = % tai di€m xy = 2, tmg v8i Ax Ian | gt bang
0,2 va 0,02 (lam tron két qua dén hang 107°).

ng dung cta vi phan v o tinh gan ding
Tur (1) va dinh nghia vi phan ctia ham s6 tai mot diém, ta thay :
Khi |Ax| khd nho thi s6 gia ctia ham s6 tai diém x, tng v6i s6 gia Ax xdp xi
bang vi phan cua ham s6 tai x, Gng véi s6 gia Ax do, tic 1a

Jxg + Ax) — flxg) = f'(xp)Ax.
Tu doé ta cod

G + Ax) = fxp) + f'(xp)Ax. 2)

Cong thiic (2) cho phép ta tinh x&p xi gid tri cia ham s6 f tai diém x;, + Ax khi
viéc tinh céc gia tri f(xy) va f'(xy) 1a kha don gian.

Vi du 2. Tinh gia tri ctia sin30°30' (18y 4 chit s6 thap phan trong két qua).

Gidi
L, T T i T L. .
Do 30°30' = — + =—— nén ta s€ xét ham s6 f(x) = sinx tai diém x, = — v6i1 sO
6 360 6
gia Ax = % p dung cong thic (2),tad gc

0 T i [ T i
i) = 1[8)rr(F) st
1 \/g T

2

(= . T T) T
s1n(g + %J ~sine + [cosgj% =5+t 360 ~ 0,5076.

36
: 6 360 ’ )



Nhdn xét
Néu dung may tinh bo tii, ta tinh d gc sin30°30" = 0,5075. So sanh véi két
qua trén, ta thdy viéc ap dung cong thiic (2) cho ta két qua kha chinh xac.
3. Viphanciah mso
Néu ham s6 f c¢6 dao ham f’ thi tich f'(x)Ax goi la vi phan cia ham s6
y = f(x), ki hiéu 1a
df(x) = f () Ax. 3)

Dic biét v6i ham s6 y = x, ta ¢6 dx = (x)'Ax = Ax. Do d6 ta c6 thé viét (3)
d 6idang

df(x) = f'(x)dx hay dy = y'dx.

Vidu 3
) d(® — 287 + 1) = (° — 2% + 1)'dx = (3x% — 4x)dx = x(3x — 4)dx.
b) d(sin’x) = (sin’x)'dx = (2sinx cosx)dx = (sin2x)dx.

@ Hay chon ph ong an trd I6i dung trong cac ph ong an da cho déi véi mébi
tr ong hop sau day :

a) Vi phan cia ham s6y = \Nx*> +3x—1 la :

1 2x+3

(A)dy = ———==dx ; (B)dy = ——=dx ;
\jx2-|—3x—1 x2+3x—1
(C)dy= —— 1 dy D)dy= —23t3 4

W2 +3r-1 W% +3x—1

b) Vi phén clia ham s6'y = sin3x la :
(A) dy =3cos3x dx; (B) dy = 3sin3x dx ;
(C) dy = —3cos3xdx ; (D) dy = —3sin3x dx.

Cauhoiv b itap
39. Tinh vi phan ctia ham s6 f(x) = sin2x tai diém x = g ung v6i Ax = 0,01 ;

Ax =0,001.
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40. Tinh vi phan cua cac ham s6 sau :

a)y= a\{l-;b (a va b 1a cac hang s0) ; b) y = x sinx;

c)y= ¥ + sin’x ; d)y= tan°x.
41. p dung cong thiic (2), tim gia tri gan ding cla cac s6 sau (lam tron két qua

dén hang phan nghin).

1 o
a) 0.9995 ° b) /0,996 ; ¢) cos45°30'.

PAO HAM CAP CAO

1. Paoh m cap hai

Xét ham s6 f(x) =" — x* + 1. Ham s6 nay c6 dao ham f'(x) = 3x* — 2x. Hién
nhién, y' = f'(x) cling 1a mot ham s6 c6 dao ham va dao ham cua n6 la

[£'(0)] = 3x" = 2x) = 6x - 2.

Ta goi d6 1a dao h m cdp hai cia ham s6 ban dau.

Mot cdch téng quét, ta c6 dinh nghia sau day

DINH NGHIA

Cho ham s6 f c6 dao ham f'. Néu f' cling c6 dao ham thi dao
ham cua n6é d oc goi la dao h m cdp hai cia ham f va ki hiéu la
[, tiac la

fu — (fv)v )
f'con goi 1a dao h m cdp mét cua ham s6 f. Pao ham cap hai cua ham s6
y = f(x) cond gc ki hiéu la y".
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Vi du 1. Tim dao ham cap hai ctia m6i ham s6 sau
a)y=x3—2x2+1; b) y = tanx.

Giai

a)y =3x" —4x;y" = 3x° — 4x) = 6x — 4.

by =1+ tan’x V' =1+ tanzx)' = 2tanx (1+ tanzx).

[H1] 7im dao h m cap haicéa cach ms6:a)y=~x ; b)y=sinx.

nghia co hoc cia dao h m cap hai
Ta da biét : Néu mot chat diém chuyén dong c6 ph ong trinh s = s(7) thi van
toc tai thoi diém 7, clia chat diém do6 1a v(ty) = s'(t).
Bay gio néu 7, nhan mot so gia At thi v(#;) nhan mot so gia 1a Av = v(t, + Af) — v(1y).
Khi |A7| cang nho (khdc 0) thi Av cang phéan 4nh chinh xdc sy bién thién van

toc cua chat diém tai thoi diém 1.
. ~ PN A\ . o e
Trong co hoc, gi6i han hitu han (n€u cd) cua ti s6 A khi At dan dén 0 d oc

goi 1a gia roc tic thoi tai thoi diém t, (hay gia toc tai thoi di€ém #,) cla chat
diém d6, va d oc ki hieu 12 a(z,) . Vay

Do do, ta c6 thé phat bi€u y nghia co hoc ctia dao ham cap hai nh sau :

Gia toc (tic thoi) a(ty) tai thoi diém ty ciia mot chdt diém chuyén
dong cho bdi ph ong trinh s = s(t) bang dao ham cdp hai cuia ham
s0's = s(t) tai diém t,, tic 12
a(ty) = s"(ty).
Gia toc tai thoi diém #, dédc tr ng cho sy bién d6i van toc cua chuyén dong tai
thoi diém do.
Vi du 2. Mot chét diém chuyén dong c¢6 ph ong trinh S(r) = Asin (ot + @).

(Ph ong trinh nay goi l1a ph ong trinh dao dong diéu hoa). Khi d6, van toc tiic
thoi clia chuyén dong tai thoi diém 7 1a

v(t)=S'(t)=Awcos(ot+ @).
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Gia t6c tuc thoi tai thoi diém ¢ 1a
a(t) = S'(f) = V() = A’ sin(ar + ).
@ Ph ong trinh chuyén dong cta mot chat diém Ia S(t) = 5t — 37 (S tinh bing mét
(m), t tinh bang gidy (s)). Tinh gia té¢ cla chuyén dong tai thdi diém t = 4s.
3. aoh m cap cao
Pao ham cidp mot ' va dao ham cap hai " ctia ham s6 fcon d ¢c ki hiéu lan
1 otla £V var®. Néur® 1a mot ham s6 c6 dao ham thi dao ham ctia né goi
l1a dao ham cép ba ctia ham s6 f, ki hiéu 1a f(3). T ong tu, dao ham cédp n cla
mot ham s6 d ¢c dinh nghia bang quy nap nh sau :
Cho ham s6 fc6 dao ham cdpn— 1 (véin eN,n>2)laf V.
Néu A"V 1a ham s6 ¢6 dao ham thi dao ham ctia né d oc goi la

dao h m cip n clia ham s6 f va ki hiéu 1a . Néi cach khac,

Jag. [f(”‘“], (neN,n>2).

Pao ham cdp n clhia ham s6 y = f(x) cond gc ki hieu 1a y™.
Vidu 3. 2) D6i véi ham s6 y = x° + 7x% — 4x, ta ¢6 :
y':3x2+ 14x—4; y"=6x+14; y(3):6 va y(n):OVGiinnZ4.
b) D6i v6i ham s6 y = sinx, ta cé :
y'=cosx ;y"'=(cosx) =—sinx ; y(3) =y" =(-sinx) = —cosx ;
y(4) =(—cosx) =sinx ; y(S) =(sinx) =cosx ;...

BI Quan sét vi du 3b) va cho biét khdng dinh sau ding hay sai : Néu'y = sinx thi

(n) —_— 3
+—.
y Sin (X j

Cauhoiv b itap
42. Tim dao ham ctia mo6i ham s6 sau dén cap d oc cho kém theo.
a) fix) = o cos2x, f<4) x);
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

b) f(x) = cos™x, f7x) ;
¢) fx) = (x + 10)°, /().

Ching minh rang v6i moin > 1, ta c6 :

a) Néu f{x) = % thi A"(x) = D' -nt

x}’H—l

b) Néu f(x) = cosx thi A*’(x) = cosx.

¢) Néu f(x) = sinax (a 12 hiang s6) thi f<4n) x)= a*" sinax.

Van téc cia mot chiat diém chuyén dong d oc biéu thi bdi cong thiic
V() = 8t + 3£, trong d6 ¢t > 0, ¢ tinh bing gidy (s) va v(?) tinh bing mét/giay
(m/s). Tim gia t6c clia chat diém

a) Tai thoi diém t =4 ;

b) Tai thoi diém ma van téc ctia chuyén dong bang 11.

Luyén tap
Tim vi phan cia mo6i ham so sau :
a)y= tan>3x — cot3x’ ;
b)y= Veos? 2x +1.
Dung vi phan dé tinh gan ding (lam tron két qua dén hang phan nghin) :
1 . s ; | 2
a) . H ongdan : Xétham s0 y= — tai diém x, =20,25 =4,5" v6i Ax=0,05.
J20.3 Jx 0
T T

b) tan29°30'. H ¢éng ddn : Xét ham s6 y = tanx tai diém x, = 3 V61 Ax = ~360

a) Cho ham s6 f(x) = tanx. Tinh £"(x) véi n =1, 2, 3.

dn—1
"7 cos2u.

b) Chitng minh ring néu f(x) = sin’x thi £*”(x) = -2
Ching minh rang :
a) Néu y = Asin(wt + @) + Beos(wr + @), trong d6 A, B, @ va ¢ 1a nhitng hiang

56, thi y" + &’y = 0.

b) Néuy = v2x — X2 thiy3y" +1=0.
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S

V INET VE SU RA DOI CUA KHAINIEMPAOH M

Phép tinh dao ham hay con d dc goi la phép tinh vi phdn da & dc manh nha ti nta
dau thé ki XVII.

Sau khi Dé-cac (Descartes 1596 — 1650) phat minh ra ph ong phéap xac dinh toa do
mot diém trong hé truc toa d6 vudng goc (ngay nay goi la hé toa do Dé-cac vuodng
géc) va cach biéu dién ham s6 bang dé thi thi 6ng va nha toan hoc Phéc-ma (Fermat
1601 — 1665) da dat ra cac bai toan : Tim ti€p tuyén clia d dng cong, tim cuc dai va
cuc tiéu cla ham s6. Dé giai quyét cac bai toan nay, cac 6ng da tiép can d dc diéu
"cot 161" clia khai niém dao ham.

C6 thé xem Phéc-ma 1a ng di di tién phong trong linh vuc xay dung "phép tinh vi
phan". Ong la ng i dau tién da gidi quyét mot s bai toan lién quan dén van dé cuc
tri va van dé tiép tuyén trén co sG cac "vé cung bé". Diéu nay khéng xa vGi khdi thuy
clia khai niém dao ham.

Tuy nhién phai dén nlra cudi thé ki XVII, cac nha toan hoc méi dat d oc nén méng
viing ch&c cho phép tinh vi phan. Cac nha toan hoc ¢6 cong I6n trong linh vuc nay
phai ké dén Niu-ton (Newton 1642 —1727) va Lai-bo-nit (Leibniz 1646 —1716).
Trong 18i néi dau ctia mot tac phadm ctia minh in ndm 1684, Lai-bo-nit d viét :

"V6i su hiéu biét v& phép tinh ma t6i goi 1a vi phan, ng oi ta c6 thé gidi quyét d dc
céac bai toan tim cuc dai, cuc tiéu va tim tiép tuyén”.

Dén cudi thé ki XVIII va dau thé ki XIX, phép tinh vi phan va ban déng hanh véi né 1a
phép tinh tich phan da d dc xay dung hoan chinh bdi cac nha toan hoc Gau-xo
(Gauss 1777 — 1855), A-ben (Abel 1802 — 1829), Co-si (Cauchy 1789 — 1857) va
Vai-o-xtrat (Weierstrass 1815 — 1897).

Cau hadi va bai tap on tap ch ong V

49. Tim daoh m cua cich m s sau :
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4 3 2 2
5 + 3x — . .
a)y:x—+i—\/2x+l; b)yzu(al hang s0) ;
2 3 x—1
2 . 2 2
c)y=(2—-x")cosx +2xsinx ; d)y=tan"x +tanx".



50.

S1.

52,

53.

54.

5S.

56.

a) Chiing minh ring (inj = —% ,trongdén e N*.
X X

y 5 T D (s .
b) V6ix=0van e N*, tadat x" = — Tu do6 hay so sanh dang thuc trong
X
cau a) v6i cong thic (") = nx ' va néu nhan xét.

Tim dao ham dén cap d oc néu kém theo ctia cac ham s6 sau (n € N¥).
).

a) y =sinx, y"'; b) y =sinx sinSx, y' " ;

5 () 1 (n)

= 4 - s 5 d = > 5
Qy=@-x7y )y=S5o
1
e)y= TR y(n) : f)y = COSZX, y(Zn).
; s . . 1 s T, .. T
Tinh vi phan cua ham s6 y = — tai diém x = — Ung v6i Ax = ——
(1 + tan x) 6 360

(tinh chinh x4c dén hang phan van).

Goi (C) 1a do6 thi ctia ham s6 flx) = K+ 2% - 1. Viet ph ong trinh ti€p tuyén
cta (C) trong moi tr dng hogp sau :

a) Biét tung do clia ti€p diém bang 2 ;

b) Biét ring ti€p tuyén song song vdi truc hoanh ;

c) Biét rang ti€p tuyén vuong goc véi d ong thang y = —%x +3;

d) Biét rang tiép tuyén di qua diém A(0 ; 6).

Tim mot diém trén d6 thi clia ham s6 y =

[ sa0 cho tiép tuyén tai d6 cung

VvGi céc truc toa do tao thanh mot tam gidc ¢6 dién tich bang 2.
D6 thi (P) cia mot ham s6 bac hai
y=P(x) da bi xoa di, chi con lai truc

dei xing A, diém A thuoc (P) va tiép

tuyén tai A cta (9 (h. 5.8). Hay tim

P(x) va vé lai do thi (9P).

Cho parabol () : y = x*. Goi M, va M, 0
12 hai diém thuoc (), 1an 1 ot c6 hoanh

y A

o
i&

—
[9)
=

dolax; =-2vax,=1. Hinh5.8
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Hay tim trén () mot diém C sao cho tiép tuyén tai C song song véi cét tuyén
M M,. Viét ph ong trinh cua ti€p tuyén do.

57. Mot chét diém chuyén dong 6 ph ong trinh S = £ — 37 — 9t + 2, & d6, t > 0,
t tinh bang gidy (s) va S tinh bang mét (m).
a) Tinh van toc tai thoi diém ¢ = 2.
b) Tinh gia t6c tai thoi diém ¢ = 3.
¢) Tinh gia toc tai thoi diém van téc bang 0.

d) Tinh van toc tai thoi diém gia toc bang 0.

A
- -

58. Méi khang dinh sau day ding hay sai ?
a) Ham s6 y = cotx c6 dao ham tai moi diém ma né xéc dinh.
b) Haim s6 y = v/x ¢6 dao ham tai moi diém ma né xéc dinh.
c)Himso y = |x | c6 dao ham tai moi diém ma né xac dinh.

Véimoi b i 59 dén b i 62, hdy chon két qud diing trong cdc két qud dda cho.

.- a7 - 9 N . N 3 4 . - 2 P N Z
59. Tiép tuyén cua do thi ham so y = ~-1 tai diem v6i hoanh do x = —1 ¢6
ph ong trinh la
(A)y=—x-3; B)y=—x+2; O y=x-1; D)y=x+2.
’ y o y 1  gen . 1
60. Tiép tuyén cua do thi ham s6 y = — tai diém véi hoanh do x = = ¢6
V2x 2

ph ong trinh la
(A)2x—-2y=-1; B)2x-2y =1; (O 2x+2y=3; (D)2x+2y=-3.

61. Ham s6 c¢6 dao ham bang 2x + Lz 1a

3 3
x +1 x +5x -1
(A)y="—": B)y=
3(x2+x) 222 +x—1
©y==""5" D)y= "2
X
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62. Dao ham cap 2010 cua ham s6 y = cosx la

63.

(A)sinx ; (B) —sinx ; (C) cosx ; (D) —cos x.

Dién noi dung thich hop vao chd trong.

a) Ham s6 hop ctia ham s6 y = cotu va ham s6 trung gian u = Jx 1a

¢) Ham s6 y = tan 3x 1a ham s6 hgp cua ham s6 y = ............ va ham so trung
glan u = ..............
d) Ham s6 y = +/cosx la ham s6 hop cia ham s6 y = ............ va ham s6 trung
glan u = ..............

cn h')- h -tn An tn n'm nv
aunoiv 1 tap on tap cuol nam

Ly T i
a) Tinh sm§ va cosg.

b) Chitng minh rang c6 hiang s6 C > 0 dé c6 dang thiic

. 3m) L. .
sinx + (\/5 —1cosx = Ccos(x — ?j vGi moi x.
Giai ph ong trinh
tan x =cot 2.x.
Biéu dién céc nghiém trén d Ong tron 1 gng gidc.
a) Tim gi4 tri nhd nhat clia bidu thitc P(x) = (sinx + cosx ).
1

sin” xcos” x

b) Tim gi4 tri nho nhat cha biéu thic Q(x) =

¢) Tim gi4 tri nho nhat cta biéu thic R(x) = P(x) + O(x).

Giai cac ph ong trinh :

. 4 4 3 .2 .2 LT
a)smx+cosx:Z; b) sin 2x—s1nx:smzz;
C) cosx cos2x =cos3x; d) tan2x — sin2x + cos2x — 1 = 0.
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10.

224

Giai cac ph ong trinh sau :

a) 2sin(x + 10°) =12 cos(x + 10°) = 3 ;
b) \/§ €0oS 5x + sin 5x = 2cos 3x ;

c) sin’x — 3sinx cosx + 2cosx = 0.

Giai cac ph ong trinh sau :

1+ cosx
a) Dtan’x + 3 = ; b) tan’x = —_—;
COS X 1+ sinx
sin3x
C) tanx + tan2x = .
cos X

Mot doan tau nho c6 3 toa khach d6 & san ga. C6 3 hanh khach b Gc 1én tau.
Hoi :

a) C6 bao nhiéu kha nang trong dé 3 hanh khach 1én 3 toa khac nhau ?

b) C6 bao nhiéu kha nang trong d6 2 hanh khach cung 1én mot toa, con hanh
khéch thu ba thi 1én toa khac ?

Chotaphop A=1{1,2,3,...,n}véin e N, n> 1. Hbi c6 bao nhiéu cap (x; y)

véixe A,ye Avax>y?
Mot tdi chita 16 vién bi, trong d6 ¢6 7 vién bi trang, 6 vién bi den va 3 vién
bi do.
a) Lay ngau nhién 2 vién bi trong tui.
— Tinh x4c suat dé d oc 2 vién bi den.
— Tinh x4c suat dé d oc 1 vién bi den va 1 vién bi tring.
b) L4y ngau nhién 3 vién bi trong tui.
— Tinh x4c suat dé d oc 3 vién bi do.
— Tinh x4c suat dé d oc 3 vién bi v6i 3 mau khéc nhau.
Goi X la bién ngiu nhién chi s6 diém ma mot van dong vién ban cung nhan
d ¢c khi ban mot 1an. Gia str X ¢6 bang phan bo xdc sudt nh  sau :

X 9 7 5 3 1

P 0,2 | 0,36 | 0,23 | 0,14 | 0,07




a) Tinh diém trung binh khi van dong vién d6 ban mot lan.

b) Tinh diém trung binh khi van dong vién do ban 48 lan.

11. Ta da bist cos—~ = %\/5 Chiing minh rang :

22
a)cos£=l 2+\/§;
2?2
b)cos— \/2+\/2+ 2 vGi moi s6 nguyén n > 2.

n —1daucan
12. Cho day s6 (u,,) xac dinh boi

uy=3v u,=4u, ;—1 véimoin =2.
Chiing minh rang :
22}’l+1

3

+1

a)u, = vGi moi s6 nguyénn > 1 ;

b) ()1 mot day so tang.

13. Cho day s0 (u,,) xac dinh boi
=5V u,=u, | —2véimoinz=2.

a) Hay tim s6 hang tong quét cta day so (u,,).

b) Hay tinh tong 100 s6 hang ddu tién cua day so6 (u,,).
14. Cho day so (u,,) x4c dinh boi

uy=2v u,=3u,  véimoin 2.
a) Hay tim s6 hang t6ng quét cla day so (u,,).
b) Hay tinh téng 10 s6 hang dau tién cha day so (u,,).

15. Cic s6 x — y, x + y v 3x — 3y theo thi tu d6 1ap th nh mot cap s6 cong, dong
thoi cac s6 x — 2,y + 2 v 2x + 3y theo thit tu d6 1ap th nh mot cap s6 nhan.
Hay timxv y.
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16. Tinh gidi han cua cac day so6 sau :

. ont =40’ +15n -7 . 2nd #3507 —10n +3

a) lim 7 ; b) lim = ;
n +n+100 S5n” —n’ +2n
4 n _ n

o) lim véon" +n+1 : d) lim 3.2 8.7 .
2n+1 43" +5.7"

17. Tinh céc gi6i han sau :
a) lim\/3n4 —10n +12 ; b) lim (2.3" - 5.4") ;

¢) lim (\/n4+n2+1—n2); d)lim;~
\/n2+2n—n

18. Tim s6 hang dau va cong boi clia mot cip s6 nhan lui vo han, biét rang s6

12 . 2 e <o1s
hang tht hai 1a 5 va tong cua cap sO nhan nay la 15.

19. Tinh gidi han cua cac ham sé sau :

2 2
2) limx +3x+10; b) limx +11X-2|-3O;
x—>-1  x° +6 x—=>-5  25—x
6 2 _ 2 _
0 limx +4x +)2c 2; d) lim x5+x440 :
X—>—0 (x3 + 2) x—>+0 2 x” + Tx™ + 21
[~ 4 2
e) lim Y2X tAr 43 H lim (2x+1), <L
X—>—00 2X + 1 X—>+00 2X3 + X

o) 1im V9% + 11x - 100 ; h) lim (\/5x2 +1—x\/§) ;

X—>+00 X—>+00

i) lim !

oo b x4l —x

20. Ching minh rang ph ong trinh X+ ax® + bx + ¢ = 0 ludn c6 it nhat
mot nghiém.

21. Tim dao ham cutia cac ham s0 sau :

3 2
ax” + bx” +c . .
2 7 T 14 céc ha A\ -
a)y @t b (a, b, c 1a cac hang s0) ;
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4
b)y=(x3—%+3] ; c)yzxscoszx;
X

d)y=sin\/4+x2 ; e)y=\/1+tan(x+lj.

X

22. Choham s6y = mx> + x> +x— 5. Timm dé :
a) y'bang binh ph ong ciia mot nhi thitc bac nhat ;
b) y'co6 hai nghiém trai dau ;
c) y'>0véi moi x.

23. Giai cac ph ong trinh sau :
a) y'=0,v6iy= %sin2x+sinx -3
b) y'=0, v6i y = sin3x — 2cos 3x — 3x + 4.

. . . 1
24. Cho hyperbol (') xac dinh bdi ph ong trinh y = <
a) Tim ph ong trinh ti€p tuyén (T) ctia (H{) tai ti€p diém A c6 hoanh do a (véi
a#0).
b) Gia str (T) cit truc Ox tai diém 7 va cit truc Oy tai diém J. Ching minh
rang A 1a trung diém ctia doan thang IJ. Tix d6 suy ra cdch vé ti€p tuyén (7).
¢) Ching minh riang dién tich tam gidc OIJ khong phu thudc vao vi tri cla
diém A.
25. Mot diém M chuyén dong trén parabol y = — x* + 17x — 66 theo h 6ng tang
ctia x. Mot ng 0i quan sat ding & vi tri P(2 ; 0).

Hay x4c dinh cdc gi4 tri ctia hoanh do diém M dé ng oi quan sit c6 thé nhin
thdy d gc diém M.
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H GNG DAN GIAI, DPAP SO CAC BAI TAP

CH ONGI
L AR:b)R\(knlk € Z} ;
ORN{Qk+ Drlk e Z};

s s

ke Z}. 2. a) Lé ; b) Khong
1é, khong chin ; c¢) Khong 1€, khong chian ;

d)Lé.3.a)5va1;b) V2 —1va—1;
c) 4 va —4. 5. a) Sai. HD : Xét khoang

( ; gj b) Bung. HD : St dung cong thic

cos’x = 1 — sin’x. 6. b)

T Y Y T
x |2 X o I I
2 4 4 2

Y T

o |« -2 o I
X T 3 5 Y

2
2sin2x|  0—_ _2/0/ =0

7. a) Khong 1é, khong chan ; b) Chéan ; c) Lé.
10. HD : Chi y dén cdc giao diém cla d ong

thing y = % v6i cdc d ong thang y = +1.

13.b)
X 27 -7 0 T 27
X T T
ad _ _t 0 i
2 T 2 2 T
X > 1\
cos— __~0 00—
21 -1 -1
T T T
14.3)%+k2,§+k5s
b) —& + k10m, Z +k10m

) 222 +k4n;d)ia—%+k2n,

7TE In

216.2) 15 17

Véicosa— —
5°

228

lén 5 —1% 17. a) C6 12 gid anh sang

vao ngay tht 80 va ngay tht 262 trong nam ;
b) t gio ¢6 dnh sdng nhét (9 gid) vao ngay tha
353 trong nam ; ¢) Nhiéu gio c6 dnh sdng nhat
(15 gi0) vao ngay thit 171 trong nam.

b)5 -

18. a) % +k§ - b) a +15° + k180°, v6i tana = 5

A A ~ O q11A4M . E l E
(c6 thé chon a = 78°4124") ; ¢) ¢t 2+k2 :

&) =14k E s e)2200° +4720° ;
6 "2
T 7T
Ly
D 30+43
4
20. a) —150°, —60°, 30° ; b) ——, - X

9’ 9°

21. Ca hai ban déu giai ding. 22. B=45°,

C ~ 35°15'52", A ~ 99°44'8" hodc B = 135°,
C ~35°15'52", A ~9°44'8".

23.2) D=R\{ —’”T“ +kon| ke Z,m=1;3};

b) R\{k—lkeZ}

C)R\({—Zﬂcnlkez} U {g+ km, k e }j :
T
d) R\[{—g+k |keZ}) {kE e Z}.

24. a) h ~ 3064,178(km) ; b) 25 phiit. HD : Xét

. T
ph ong trinh 4000cos |:4—5(t—10)} = 2000

va tim nghiém d ong nho nhét ctia n6 ;
¢) 37 phit. HD : T ong tu phan a).
25. a) 0 phut, 1 phdt, 2 phit, 3 phiit, ...

b)05ph1’1t; 1,5 phl’lt;2,5 phut ; 3,5 phit ; ...
e 2n
hut. 26. a) —— + k2 +k— ;
c) p u a) + k2w, 0 5

b) 210 + k360° ,70 +k120°;
T

7. + T . _:E_,_ il
27. a) k21 ; b) k3 ;



T T
_= P
c) 2+k27£ ,_8+k1t.

28. a) k2, +§ o b)——+k27t .

) Z +kr, g + k.

29.a)~— 0,34 ; b) ~1,21 ; ¢) ~ 0,20
d) ~0,34.

T b
HD.xe(—g,EJQBXG( 5 2]

30. a) a+ (2k + 1)x, v6i cosa. = % va sina = % ;

3~ 2,68 ;

Sm 131
b) ﬁ +kTE, ﬂ
c¢) Vo nghiém.
31.a)t~ 0,11 (s) var= 0,64 (s).

HD : 5sin6t — 4cos 6¢

+ km

= \/_ (rs1n6t—%cos6t]
41 51n(6t - a) véi
cosa= S va sina = i
a1 Jat
Chon a = 0,675 va tim nghiém cua ph ong

trinh sin(6¢— ) =0 thoaman 0 <¢ < 1.
b) t = 0,37 (s) va ¢t~ 0,90 (s). HD : Tim
nghiém cua ph ong trinh sin(6t - a) =+ 1

< 1. 32 a) Va® +b* va
—a* + b? ;b)§+2vé—§+2

33. a) Vo nghiém ;
b) —g + km, arctan(—% + «/5} +km;

thod man 0 < ¢

c) E + km , arctan(=5) + km. 34. a) km, k% ;

T T
nim trong ho kﬁ) d) n + k2, + kz?ﬁ

35. )k— k . (Chiiy : ho 5 + kn nam trong

hok=);b) —+k—, —+k—, = .
ka),b)10+k5,4+k2,2+kn

36.a) k2m ;b) 80° + k180° ;

¢) kr, -% + kn. HD : Dit t = tanx.

d) k% - (Chii y : ho kr nam trong ho k%) ;

e) kg v6i k nguyén va khong chia hét cho 3.
37.a) %s va 2s. HD : Tim t thoa man

cos [g(%—l)}:i 1va 0<¢<2.
b)t~0,10s ; t~0,90s va t~ 1,60s. HD : Tim ¢

thod man 3cos {3(2t—1)} 2va0<r<2.

38.a)i% +k7c;b)%+k7t
HD : Daty =tanx + cotx véi |y |>2;

c) arctan% + km. 39. a) VO nghiém, HD : D a

vé dang sin(x — @) =m vé6i | m|>1;
b) HD : Pat t = sinx + cosx. 40. a) 90°, 270° ;

b) 225° =~ 243°26'5,8". 41. a) + km,

a~ N
m:\

arctan (—%) + km ; b) %arctan( -2) +

%arctan3 L gy —g + k.

4

42.a)%+k5,i—

b b1s
. - k_
3 + k21 ; b) 16+

2 9
g + kg; ¢) Vo nghiem. HD : Chii y DKXD la

sindx = 0 ; d) k2, —% + km, —g + k2.
43. a) bing ; b) Sai ; ¢) Ding ; d) Sai ; e) Sai ;

1 [ ch
sin| x +—= | ;
T 7

COS—

7

1. 5m I 2n
nsm(x+ﬁj. 46. a) §+k?,

f) bung ; g) Sai. 45. a)

b)

COS—

—7% + k2m. HD :Dé y ring

cos2x = sin[g - 2x) :b) 30° + k120° ;
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c) i%arccos% + km ;d) %+ km,

2 1 1 i
arctan[—gj + km.47. a) Earctanz + kE ;
b) —% + kmva arctan(—%) + k7 ;

c)g+2kn ;

ne 1 (.
phaid 6idang E(smz % + cos’ %J

48.b) %* k2, %”Jr k2.

49. %+ K2 %’H k2.

1
50.b) % + km, —% + km va arctanz + km

(HD : Néu x # g + km, dat ¢ = tan x).

51. (B). 52. (C). 53. (D). 54. (A). 55. (C).
56. (D). 57. (B). 58. (A). 59. (C). 60. (A).
61. (D). 62. (B). 63. (D).

CH ONGII
1.9.2.20. 3. a) 605 ; b) 91 000. 4. a) 256 ;

b) 24.5.120.6.336.7.a) "2 =D .

b) n(n—1).8.a)35;b)210. 9. 1 048 576.
10. 180 000. 11. 252. 12. 15.13. a) 1365 ;
b) 2730. 14. a) 94 109 400 ; b) 941 094 ;
c) 3 764 376. 15. 196. 16. 126.

17. —Cy02''3% . 18. 1287. 19. 330

20. -94 595 072. 21. 1 + 30x + 405x> + 3240x".

22. —C[s3%27. 23. 3003. 24. 32. 25. ¢) 0,3 ;
d) 0,06.

1 29 11
26.a) 0,5 ; b) 0,25. 27. a) — ,b) 3 :¢) R
11 5
28.b) PA)= — ;¢c)PB)= — ;P(C)= — 5
5 5
29, i) ~ 0,016 . 30. a) —=- Co ~ 0,029 ;
C2() C199

230

2arctan (=5) + k2n. HD : Viét v€

05 97 30 2
b ~ 0,0009 .31. —.32. = .33. =
) o S 105 49 9

1 7 3
34.a)§,b)§,c)§.
35.a) 0,384 ; b) 0,488. 36. a)l ; b) L

37. 0,8)'° ~ 0,1074. 38. m 39. a) Khong
xung khic ; b) Khong doc lap. 40. n = 6.

5 25

4L oo 42, oo 43.C6. 44,
X 0 1 2 3
P | 0,125 | 0,375 | 0,375 | 0,125

45.a) 0,35;b) 0,85.46. 0,35.47. E(X ) =15 ;
VX)=0,75;0X)=0,87.48. E(X)=2,05;

V0 ~ 185 o(X)~ 136 :49. E(X) = 1.85 :
V(X)~2.83: 6(X) ~ 1.68. 50.
X 0 ] 2 3
P 1 05 | 03 | L
6 30

51. 2)0,8;b)0,2;¢)22.52.2)0,72 ; b) 0,27.
53.E(X) = 1875; V(X ) ~ 0,609 ; 6(X ) ~ 0,781.
54.E(X) = 18,375 ; V(X ) ~ 5484 ; 6(X ) ~ 2,342.
55. 168. 56. 24. 57. a) 512 ; b) 315. 58. 126.
59.a) 12 650 ; b) 13 800. 60. C},3%2° .

61. a) 0,334 ; b) 0,2. 62. Ls .

Cs,
C5
63.1-—2 ~0,341. 64. 0,96.
65. a) 0,9922 ; b) 0,08. 66. 2) 0,9 ; b) 0,9.
67. a)
X |5 6 7 8 9 |10 | 11
p | L | Ly L1
126 | 4 6 6 |12 |12
b) EX) =7,75.
68. a)
X |0 1 2 3
plams] 1
35 135 | 35| 35
b)E(X)—9 ; VIX) = 0,49.

69. C). 70. A). 71. B). 72. B). 73. B).



CH ONG III

1. u,,, = J,-D>+1. 12. Goi y :

Ching minh bang ph ong phdp quy nap.

13. a) Tang ; b) Giam ; ¢) Giam. 14. Goi y :

Viét lai cong thic xdc dinh u, d 6i dang :
2 5

u =

» 3-1-3(3 . 20. Goi y : Tim cong

n + 2)

thic cta s6 hang tng quat u, . Pdp s6: Cong

sal d = 22.11;14;17;20;23. 25. Cong

iy
4"
said=-3vau, =5-3n. 27.690. 28. 30°;

8 11
°:90% 3Ly, = ——. 32.2;1;= ;- ;
60° ; 90°. 31.u, 33 S
—3.35.~2,22.10 1 gam
2731

1048576
192°.39. x=-6,y=-2.40.q=—-2.41.q=-2.
16 64 148 148 148
379 27 27 27
St dung ph ong phap quy nap. 45. Goi y : St

ool»—

34.u,=-5.(3)"

36.2) 59 040 ; b) 37.24°;48°;96°;

42. 4, . 44. Goi ¥

dung ph ong phdp quy nap. 51. a) u, = 8500,
u3 = 9000, v, = 6420, vz = 68694 ;

b) u, = 7500 + 5001 , v, = 6000 . (1,07)" " ";

c) Cosd B ; d) CosoA. 52. a) Sai ; b) Sai ;
¢) bing. 53. (B) ; 54. (B). 55. (A). 56. (C). 57. (D).

CH ONGI1V

( 1)’1

1. a) HD.
3) n+5

< —VO'l m01 n.
n

1
2.HD. |v,| < — v6imoin.5.2)2;b)-1;0) 1;
n

d) 1. 6. ) %,b)O;c)O;d) 1. HD : Chia ca tir

va mau cta phan thic cho 4" .
1
v,v6imoin; b) IS.S.a)OVQO; b)
5

12

7. 2) HD.

i+l = g

p+py+..=3a; 5 +8, +

La)—; |

9a)9, ) )900 0.2) p, = nR;
R> 1

Sn:%;;b)limpnan;limSn=0.

11.a) —0; b) +0 . 12.a) —0; b)+w.

13. a) 40 ; b) +0 . 15.a) +0; b)—©.

V2

2
16.2)0; ;o) Sid) =
6.2)0; b)+w0; ¢) > ;d) 3

17. a) +o ; b) 40 ; ¢) —o ; d) +o0. 18. a) %,
1

os 35 (1)

Clz\/g \/g 2
4 5

b)+oo;c)+oo;d)0;e)—%;f) 19.u4, =1;

q=%.20.a)+oo;

véi S =

; im S, =

21. a) -5 ;
b) % 22.a) 0,0, 1va0;Db)khong ton tai.
te) 159 3.

24.a)0;b)2;c) d)—— 25. )
26.2a)0;b) 10;c)+oo,d)

23.a)37;b)0;¢c) -1 d)—

;b) 0.
.27.a)1, b)-1;

Jo

¢) Khong ton tai. 28.a) -2 ;b)0;¢) 0 ; d) <

ND

29.3;3va3.30.a)5;Db) %;C)T;d)Z;e)ES;

32

)3.31. )—— b)9;c)-16;d)1.32.a)1;b)2;

0) %; d)0.33.5; 3 ; Khong ton tai. 34. a) —o0 ;

b) +o0. 35. a) +0 ; b) —0 ; ¢) —0 ; d) —oo.
36. a) + ; b) +o0. 37. a) —0 ; b) —0. 38.a) 3 ;

A

b)—oo;c)+oo;d)0.39.a)0;b)T. 40.2)0;

b) 1. 41. a) 0 : b) 0. 42. a) +o ;

N

b)lZ;c)é; )1 ; €) +o0 ; ) —o0. 43. )—

b) o 50w d) ¢ 4 a) 25 b) 2

1
16

231



c) —oo ; d) +o0. 45. a) +x ; b) %;c)O;d) +oo.
55. a) +o0 ; b) —%; ¢) —oo ; d) +o0. 56. a) +o ;

1 2
b) —3. 57.2) 3:b)8L.

1 3 1
1LHD. u =1———.59.2) 2 :b) — :
58 ty =1--——=.59.2) 5 3b) =53

c)+o;d)+0;e)0; 1) —%. 60. flién tuc trén

.61. m = —é. 63.a) (B);b) (C);¢c) (A);

d) (B). 64. a) (D) ; b) (O ; ¢) (O) ; d) (O.
65.a) (B) ; b) (D) ; ¢) (B). 66. a) (C) ; b) (D) ;
c) (A). 67. a) (C); b) (D) ; c) (A). 68. a) (B) ;
b) (B) ; ¢) (D). 69. a) (A) ; b) (B) ; ¢) (O ;
d) (C).70. a) (C) ; b) (D) ; ¢) (B). 71. (B).

CH ONGYV

1.a)3;b)-0,19. 2.a)2;b)5. 3.a)a;
b) ax,. 4.2)5;4,1v 4,01.b)4.
5.2)y=3x+2;b)y=43x—-4);c)y=3xt2.
6. a) 49,49 m/s ; 49,049 m/s v =~ 49,005 m/s ;
b) 49 m/s.

7.1 (=1)=5:f'(=2)=80;1'(2)=80.

8. 2) 2ax ; b) 3¢ (Vx € R).

9. a) 2 1

— V6i
(2x = 1)? 23— x

x<3.10.2)f'(3) =27, f'(-4)=48;

1 1
[ 1 - _ - - _.
b)f" (1) 2,]‘(9) G
11. a) Ménh dé sai ; b) Ménh dé ding. 12.
F'x) <05 f () =05 f"(x3) > 0.
14. b) Khong ton tai £'(0) ; ¢) Ménh dé sai.

15. H m s0 gidn doan tai x; v x3, lién tuc tai x,

1
véi x#— ; b)
2

v xg4;codaoh mtaixg v f'(xy) =0.
16.a) -1 ;b) 10;¢c) 8.

17.0)5¢ — 122 42 - 'b)—2x3+2x—% :

2wx

a

3 2
-x"+x-1;d .
o)X —Xx +x )a+b

232

18. a) 2x(% + (728 + 1) b) dx(=3x7 + 1) ;

] 27 +1) 5% +6x+8

@ -1 P axt)
&) XD 20 4 k1),

(x+1)

2,31 3
19. a) 32(x — x°) (1—2x);b)—2x2\/;;
3—x a

c) ;d) :

Na-» @ -2y

3+45

20. x < 0 hoac x > . 21. a) x < 0 hoac

x>2:b)1—+2 <x<1+42.

22.a) x; #5162; x, ~-1,162 ; b)x, =1 ;
x, ©3,449; x,~ —1,449.

2x% —6x+25 -5(2x - 1)
(2 —5x+5?% 2 —x+1°

) 2x+%\/; ) 2(c+2) (x+ 32 G + 11x+9);

23. a)

-1
e) ——= (hay

252 ﬂ
X

24.a)y =2x—1;b)y=

-1
— )
2\/x3(x2 +1)

X+6

. 25.y=+2x— 1.

26.x9= 04142 ;x;, = 0,7321 ; x, =1
x3=1,2361. 27. t=20s ; y(20) = 1960m.

28. a)% ;b) %; c)—1.
29. a) Scosx + 3sinx ; b) (2x — 3)cos(x2 -3x+2);
9) —sz—erl ;d) 2(4cos 8x — cos2x) ;
V2x +1
e) - 2 A sin2x
(sin x — cos x)2 ' Jcos2x '
31.a) ;-4—1 ;
2 cos? s
b) ———(1+cot® (x> +1));
Va2 +1
3sin*x 2 12
O—F S5 dD—F—:
cos"x sin“2x sin” 6.x



1

cos’ xv1+ 2tan x |

f) cotx —

©)

sin” x

33. a) (xcosx — sinx) (% - 12 j :
X

sin” x
sin2x 2sin® x(1 + tan® 2x)
1+tan2x (1 + tan2x)?
g Sin 2(x* —1) —4x*

2sin?(x? = 1)

b)

COS X

c)

2, ’
cos”(sin x)

2sin/7 — 8x
€) ; 1)

T —8x
34, %,

2sin3x + 3xcos3x )

2+/sin3x

35. a) g+k2n ko 76—“ +ion

6

b) %(a + g+ k2m) trong d6 cosa = % %

sino = é
=5

T

5
c)g+k1t;£+k2rt;—7T 5

T
2 .
6 6+k TC,d)—4+k

36.x = %(n +4+k2m). 37. = 3141593 mA.

—3-2
V2 -1

dx ; b) (sinx + xcosx)dx ;

38.aym=—1;bym= .39.-001;—0001.

1

40.2) —
» 2(a + b)Wx

3sin’ x

COS4 X

dx.

¢) (2x + sin2x)dx ; d)

41. a) ~ 1,0005 ; b) ~ 0,998 ; ¢) ~ 0,7009.

42. a) 24 — 16cos 2x ; b) —16sin2x.

o) f ') =6(x + 10 ; £ "(¥) = 30(x + 10)* ;
£ = 1200 + 10)* 5 FP ) = 360(x + 10)° ;
FO0) =7200x + 10) ; £ O ) =720 F ™) = 0
(Vn2=T7).

44. 2) a(4) =32 m/s> ; b) a (1) = 14 m/s°.

6(2cos* 3x +1—2cos*3
(2cos™ 3x + cos x)dx.

45.a)dy =
sin® 3xcos® 3x
sindx
b)dy= ——————dx.
Veos? 2x +1

46. a) ~ 0,222 ; b) = 0,566.

47.2) £'(0) = 1 + tan’x ; £ "(¥) = 2tanx (1 + tan’y) ;
f<3)(x) =21+ tanzx)2 + 4tan’x (1+ tanzx).

Vax

X -2x+a* -3

b) —_— c) xzsinx ;
(x-1

Sin x X
d) 2[COS3 X " COS2 X2 J ’
51. a) —cosx ; b) 128cos4x — 648cos 6x ;
)y =-5(4-x"1y" =204 -1’1 y" =604
—07y®P =120 - x) ; YV =-120;y" =0
1! 1" n12"
Q+x) T e+t
f) (=1)".2%"7' cos2x.
52. ~ — 0,0059. 53.a) y=24x-3)v y
=-2@x+3);b)y=-1;¢c) y=2{4x-3);
d)y=2(4x-3)v y=—2(4x+3).
13

3 1,
42,455 P()= ~x® ——x—2.
5 (4, jSS (x) 4x 2x 7

49. 2) 2x° + 5x° —

(Vn =2 6) ; d)

56.y=—x—% .57.2)-9m/s; b) 12m/s>;

) 12m/s>; d) —12 m/s.
58. a) diing ; b) sai ; ¢) sai. 59. (A). 60. (C).
61. (B). 62. (D).

63. a) cot\/; ; b) (cosx + sinx)" ;C) y=tanu
\ u=3x;d)y=\/; V U= COSX.

ON TAP CUOI NAM

i 1
1. in— = —42-+2 ;
a)sm8 > \/_,
2
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b) C = {4 — 242

2. x +

| a

+km
3.2) 2«/_ b)4;c)d4—242.
T T
4.a)x—§+kz,

T e T
= — — =+ — .
b) x 4+k2,x te + km;

c)x=kg.HD :cos3x=cos(x+ 2x);

b T
d)x—§+k5 ;o x =km.

5.a) x =+ a—40° + k360° véi cosa:—%

Y
b)x—ﬁ+kn , X = E"'kz

b
c)x=Z + kmt, x = arctan 2 + k7t .

6.2) x=k2n. HD : Daty = .
cos x

b) x =1+ k2m, x = % + km

2
HD : tan’x = 10#.
1 —sin” x
km
C)X—?.
7.a)3! =6tr ong hop. b) 18 tr ong hop.
2
8.}’1(}12 1) . 9. ) 2 =%;6'—27=%.
Cis Cis

b C_3 _ 1 ,673_9
560 ° 560 40°

10. a) 5,96 ; b) 48.5,96 =286,08.
11. b) HD : Ching minh bang quy nap.
12. a) Chitng minh béing quy nap ;
b) HD - 22(;7+1)+1 > 22n+1 :
13.2) u, =7 — 213 b) S;00 = ~9400.
14.2)u,=23"":b)S;0=3"-1.
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1505 0) =G 1), (x5 y) = ( = %j

16.a)1;b)O;c)+oo;d)—§.17.a)+oo;

b) —0 ; c)%; d)1.18. u; =12 ; g = é hoac

u1=3;q=%. 19.a)2;b)%;0)1;d)0;

e) =05 N2 5 )+ h) 0;) 2.
20. HD : Do t1’nh lién tuc cta ham s6
fx) = Crald+bx+ e
va lim f(x) =+oo, lim fix) = —oo.
2ax® +bx* —c¢
(a+b)x? '

3
b) 12(x3—i3+3j (x2+i4);
X X

xcos\/4+x2

21. a)

c) +? (3cos2 x—xsin2x); d)

4+x
2_
e) v -l .
2 .2 1 1
2x° cos (x+—j\/l+tan(x+—j
X X
22.a) m= l ;bym<0;c)m>=
. =3 ; 3

23.a)x=n+k2n;x=ig + k21 ;

b)xzszTE X = 2Ta+ k? vii tana = 2.

1 2
24.a)y=——2x+—;
a a

b) HD : 1 (2a; 0), J(O;%j.c) Soy = 2 (don
vi dién tich). 25. -4 <x < 8.



BANG TRA CUU THUAT NGU

THUAT NGU TRANG
Bang phan b6 xac suat 87
Bién co 70
Bién c¢o chac chéan 71
Bién c6 doc lap 81
Bién c6 o 79 |
Bién c6 khong thé 71
Bién c6 xung khic 78
Bién ngau nhién roi rac 86
Cip s6 cong 110
Cip s0 nhan 116
Chinh hop 58 |
Cong boi 116
Cong sai 110
Cong thic nhi thic Niu-ton 64
Dang v6 dinh 163 |
Day s6 101
Day s06 bi chan 104
Day s6 bichand 6i 104
Day s0 bi chan trén 104
Day s6 c6 gidi han hitu han 131
Day s0 c6 gidi han 0 129
Day s6 c6 gidi han +co 139
Day s6 c6 gigi han 139
Day s6 c6 gidi han vo cuc 139
Day s6 giam 104
Day s6 hitu han 102
Day 56 khong déi 109 |
Day s6 tang 104
Day s6 vo han 101
Pao ham cép cao 218
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THUAT NGU TRANG
Pao ham cép hai 216
Pao ham cap mot 216
Pao ham ctia ham s6 hop 201
Pao ham ctia ham s6 tai mot diém 185
Dao ham cua ham s6 trén mot khoang 189
Do léch chuén 89
b ong hinh sin 7
D ong tiém can (cta d6 thi ham s6 y = tanx, y = cotx) 12
Gia tdc tdc thoi 217
Gia thiét quy nap 98
Giao cua hai bién c6 81
Giao cua k bién co 81
Giéi han vé cuc ctia ham s6 tai mot diém 147
Gi6i han clia ham s6 tai mot diém 145
Gi6i han clia ham s6 tai vo cuc 147
Gidihan lim Si‘; al 153, 206
Gi6i han mot bén 155
Gié6i han bén phai 155
Gié6i han bén trdi 156
Ham s6 c6 dao ham trén mot khoang 189
Ham s6 hop 201
Ham s6 lién tuc 168
Ham s6 lién tuc tai mot diém 168
Ham s6 lién tuc trén mot doan 169
Ham s6 lién tuc trén mot khoang 169
Ham s6 lién tuc trén mot nira khoang 170
Ham s6 tudn hoan 13
Ham s6 tudn hoan véi chu ki T’ 13
Ham s6 trung gian 201
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THUAT NGU TRANG
He thiic truy hoi 103
Hoan vi 56
Hop cta hai bién co 78
Hop clia k bién co 78
K&t qua thuan 1gi cho bién c6 A 71
Khong gian mau 70
Ki vong 88
Phép thir ngéu nhién 70
Ph ong phap quy nap todn hoc 97
Ph ong sai 89
Ph ong trinh bac nhat d6i v6i sinx va cosx 35
Ph ong trinh 1 ong gidc co ban 19
Ph ong trinh thuin nhét bac hai d6i v6i sinx va cosx 37
Ph ong trinh ti€p tuyén 187
Quy tic cong 52
Quy tic cong x4c sudt 78
Quy téc nhan 53
Quy tic nhan xdc suat 81
S6 gia cta bién s 185
S6 gia cua ham s6 185
S6 hang cua day s6 101
S6 hang téng quat ctia ddy s6 103
Tam gidc Pa-xcan 66
Tiép diém 187
Tiép tuyén 187
T4 hop 59
Van toc tic thoi 188
Vi phan 213,215
Xdéc sudt cua bién co 71
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MUC LUC

Ch ongl. HAMSOL ONG GIAC VAPH ONG TRINHL ONG GIAC
1. Cac ham s6 1 gng giac
2. Ph ong trinh 1 ¢gng gidc co ban
3. Mot s6 dang ph ong trinh | ¢ng gidc don gian

Cau hoi va bai tap on tap ch ong I

Ch ong . TO HOP VA XAC SUAT
A.Té hop

1. Hai quy tac d€m co ban

2. Hodn vi, chinh hop va t6 hop

3. Nhi thic Niu-ton

B. Xac suat

4. Bién c6 va xac suat cua bié€n co
5. C4c quy téc tinh xac suat
6. Bién ngau nhién roi rac

Cau hoi va bai tap on tap ch ong II

Ch ongIll. DAY SO. CAP SO CONG VA CAP SO NHAN

1. Ph ong phédp quy nap todn hoc
2. Day so
3. Cép s6 cong
4. Cap s6 nhan
Cau hoi va bai tap on tap ch ong III
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Trang

19
33
47

51
56
64

69
78
86
93

97
101
109
115
122



Ch ongIV. GIGI HAN

A. Gi6i han cua day so

§1. Day so6 c6 gi6i han 0 127
§2. Day s6 c6 gidi han hitu han 130
§3. Day s0 c¢6 gidi han vo cuc 138

B. Gié6i han cia ham s6. Ham so lién tuc

§4. Dinh nghia va mot s6 dinh 1i vé€ gidi han cia ham s6 145
§5. Gi6i han mot bén 155
§6. Mot vai quy tac tim gidi han vo cuc 160
§7. Cac dang vo dinh 163
§8. Ham s0 lién tuc 168
Cau hoi va bai tap on tap ch ong IV 177
Ch ongV. DAOH M

§1. Khéi niém dao ham 184
§2. Céc quy tac tinh dao ham 196
§3. Dao ham ctia cac ham s6 1 ong giac 206
§4. Vi phan 213
§5. Dao ham cap cao 216
Cau hoi va bai tap on tap ch ong V 223
Cau hoi va bai tap o6n tap cudi nam 223
H 6ng dan giai, dap so cac bai tap 228
Bang tra cttu thuat ngit 235
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Chiu trdch nhiém xudt bdn :

Bién tdp ldn ddu :

Bién tdp tdi ban :

Bién tdp ki, mi thudt :

Trinh bay bia va minh hoa :
Sita bdn in :

Ché'ban :

Chil tich Hoi dong Thanh vien kiem Téng Gidm déc NGUT NGO TRAN AT
Ph6 Téng Gidm d6c kiem Téng bién tap GS.TS VU VAN HUNG

TRAN HUU NAM — HOANG XUAN VINH
HOANG VIET

PINH THI XUAN DUNG

NGUYEN BICH LA

HOANG VIET

CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI
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[N cubn (@D ....... ), khd 17 x 24 cm.

In tai Céng ty ¢6 phaniin .......

In xong va ndp | u chiéu thang ........... nam 2014.
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