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PHEP DOI HINH
VA PHEP DONG DANG
TRONG MAT PHANG

“ Phép tinh tién, phép déi ximg truc, phép ddi ximg
tam va phép quay

“* Khai niém vé phép ddi hinh va hai hinh bing nhau

“* Phép vi tu, tam vi tu cGia hai dudng tron

“* Khai niém vé phép dong dang va hai hinh déng dang

Nhin nhitng tdm ban dé Viét Nam trén day ta thay dé la
nhiing hinh giéng nhau cing ndm trén mét mat phang.
Hai hinh .o/ va & giéng nhau ca vé& hinh dang va kich
thudc, chuang chi khac nhau vé vi tri trén mat phang. Hai
hinh & va € gidng nhau vé hinh dang nhung khac nhau

vé kich thudc va vi tri. Ta goi .o/ va & 1a hai hinh bang

nhau, con & va € la hai hinh ddng dang véi nhau. Vay

thé& nao 1a hai hinh bang nhau hay déng dang véi nhau ?
Trong chuang nay ta sé nghién cu vé nhiing van dé dé.




1. PHEP BIEN HINH

A1 Trong mat phang cho d ong thang ¢ va diém M. Dung hinh chiéu vuéng goc M’
cla diém M lén d ong thang d.

M
Ta da biét ring v6i mdi diém M c6 mot
di€ém M’ duy nhéit 12 hinh chi€u vuong goc
ctia diém M trén d ong thang d cho tr 6c
(h.1.1).
d
Ta c6 dinh nghia sau. M

. } Hinh 1.1

Dinh nghia
Quy tdc ddt t ong tmg moi diém M cia mdt phdang véi mot
diém xdc dinh duy nhdt M’ ciia mdt phdng dé d oc goi la
phép bién hinh trong mdit phdng.

Néu ki hiéu phép bién hinh 1a F thi ta viét F(M) = M’ hay M’ = F(M) va goi

diém M’ 1a anh cha diém M qua phép bién hinh F.

Néu < 13 mot hinh ndo d6 trong mit phang thi ta ki hiéu A = F(H) 1a tap

cic diém M’ = F(M), véi moi diém M thuoc . Khi d6 ta néi F bién hinh H

thanh hinh JE , hay hinh S la dnh ciia hinh J€ qua phép bién hinh F.

Phép bién hinh bién méi diém M thanh chinh né d oc goi 12 phép dong nhdt.
Az Cho tr 6c s6 a d ong, v&i méi diém M trong mat phang, goi M’ 1a diém sao cho

MM’ = a. Quy tic dat t ong (ng diém M vdi diém M’ néu trén co phai la mot phép
bién hinh khong ?

2. PHEP TINH TIEN

Khi ddy mot canh cira tr ¢t sao cho chét clia
dich chuyén tir vi tri A dén vi tri B ta thay timg
diém cha cénh clra cling d oc dich chuyén
mot doan bang AB va theo h 6ng tir A dén B
(h.1.2). Khi d6 ta néi canh ctra d gc tinh tién

theo vecto AB.

Hinh 1.2



I. PINH NGHIA
Dinh nghia

Trong mdt phdng cho vecto v. Phép bién hinh bién moi diém
M thanh diém M’ sao cho MM' =v d oc goi la phép tinh tién
theo vecto v (h.1.3).

Phép tinh tién theo vecto v th ong d oc ki / Y

hieula T, v d oc goi la vecto tinh tién. /
M

Nh vay

T,(M)=M"< MM'=yv. Hinh 1.3

Phép tinh tién theo vecto - khong chinh 1a phép dong nhat.

Vidu
a) Phép tinh tién T, bién cic diém A, B, C't ong ting thanh cdc di€m A’, B', C’
(h.1.4a).

b) Phép tinh ti€n 7, bién hinh  thanh hinh ' (h.1.4b).

A

\F1

Hinh 1.4

A1 Cho hai tam giac déu ABE v BCD bang nhau D
trén hinh 1.5. Tim phép tinh tién bién ba diém A, B,
E theo thtt tu th nh ba diém B, C, D. A

Hinh 1.5



V& nhitng hinh giéng nhau c6 thé 14t kin mit phang 14 hing thi clia nhiéu hoa
s1. Mot trong nhiing ng 0i ndi tiéng theo khuynh h 6ng d6 1a Mo-rit Cooc-ne-li
Et-se (Maurits Cornelis Escher), hoa si ng ¢0i Ha Lan (1898 — 1972). Nhiing
biic tranh ctia 6ng d oc hang triéu ng oi trén thé giéi a chudng vi chang
nhiing rat dep ma con chita dung nhitng noi dung toan hoc sau sac. Sau day 1a
mot sO tranh clia Ong.

II. TINH CHAT

Tinh chét 1
Néu T,(M)=M’, T,(N)=N’thi M'N'=MN va tir d6 suy ra
M'N’=MN.

That vy, dé ¥ ring MM’ =NN'=v :
va M'M =—v (h.1.6), ta cé M v M’
M'N'=M'M +MN +NN' >
=—v+MN+v=MN. N N’
Hinh 1.6

Tur dé suy ra M'N'= MN.
Noi cdch khac, phép tinh tién bao toan khoang cdch giita hai diém bat Ki.
Tur tinh chat 1 ta chiing minh d gc tinh chat sau.

Tinh chét 2

Phép tinh tién bién d ong thdng thanh d ong thdng song song
hodc tring véi né, bién doan thdng thanh doan thdng bdng
né, bién tam gidc thanh tam gidc bang né, bién d ong tron
thanh d ong tron cé6 cung ban kinh (h.1.7).




Hinh 1.7
Az Néu cach xac dinh anh clia d &ng thang d qua phép tinh tién theo vecto v .

2 . ~ y
II1. BIEU THUC TOA PO

Trong mat phing toa do Oxy cho
vecto v= (a ; b) (h.1.8). V6i mdi
diém M(x ; y) ta c6 M'(x" ; y)
la anh ctia M qua phép tinh tién theo

vecto v. Khi d6 MM'=v <

X'-x=a __ ., xX'=x+a 0 x
, T dosuyra § | .
y—y=b. y' =y+b. Hinh 1.8

Biéu thiic trén d oc goi 1a biéu thiic toa dj cia phép tinh tién T, .

As Trong mat phang toa do Oxy cho vecto v = (1 ; 2). Tim toa do clia diém M’ 1a anh
clia diém M(3 ; —1) qua phép tinh tién T, .

B ITAP

1. Ching minhrang: M'=T (M) M =T_ (M.

2. Cho tam giac ABC c6 G la trong tam. Xac dinh anh cta tam giac ABC qua
phép tinh tién theo vecto AG. Xic dinh diém D sao cho phép tinh tién theo
vecto AG bién D thanh A.

3. Trong mat phang toa do Oxy cho vecto v = (~1 ; 2), hai diém A(3 ; 5), B(-1; 1)
vad ong thang d c6 ph ong trinh x — 2y + 3 = 0.

a) Tim toa do clia cdc diém A’, B’ theo thit tu 12 anh clia A, B qua phép tinh tién
theo v.

b) Tim toa do ctia diém C sao cho A 1a dnh ctia C qua phép tinh tién theo v.
¢) Tim ph ong trinh clia d ong thang d’ 13 4nh clia d qua phép tinh tién theo v.



4. Cho hai d ong thing a va b song song v6i nhau. Hay chi ra mot phép tinh tién
bién a thanh b. C6 bao nhiéu phép tinh tién nh thé ?

3. PHEP DOI XUNG TRUC

3 S
—F S
Chua Déu & Béc Ninh Bancdt 6ng

Hinh 1.9

Trong thuc t€ ta th ong gap rat nhiéu hinh c6 truc d6i xing nh hinh con
b 6m, anh mat tr 6¢c ciia mot s6 ngoi nha, mat ban co t 6ng... . Viéc nghién
ctu phép d6i xing truc trong muc nay cho ta mot cdach hiéu chinh xédc khai
niém do.

I. PINH NGHIA

Dinh nghia

Cho d ong thang d. Phép bién
hinh bién méi diém M thujc d 1

thanh chinh né, bién moi diém M M,

khong thudc d thanh M’ sao cho d
la d ong trung truc cua doan
thang MM’ d oc goi la phép doi
ximg qua d ong thdang d hay phép M’
. doi xiing truc d (h.1.10). Hinh 1.10

D ongthang d d oc goi 1a truc ciia phép doi xiing hoac don gian 1a truc doi xiing.

Phép doi xting truc d th ong d gc ki hiéula D,



Néu hinh 12 4nh ctia hinh A qua phép
doi xting truc d thi ta con néi A doi xiing
v6i H qua d, hay S va A d6i xing véi
nhau qua d.
Vi du 1. Trén hinh 1.11 ta c6 cic diém A’,
B’, C't ong ting 1a anh cia cdc diém A, B,
C qua phép doi xung truc d vang oc lai.
A1 Cho hinh thoi ABCD (h.1.12). Tim 4nh clia céc
diém A, B, C, D qua phép d6i xing truc AC.
Nhdn xét
1) Cho d ong thang d. V6i méi diém M,
goi M, 12 hinh chi€u vuong goc cua M trén
d ong thang d. Khi dé

M'=D (M) < MyM'=-M,M
2) M'=D,(M) & M=D,(M").

Az Chitng minh nhén xét 2.

IL. BIEU THUC TOA PO

1) Chon hé toa do Oxy sao cho truc Ox trung
v6i d ong thiang d. V6i moi diém M = (x ; y),
goi M'=D (M) =(x";y") (h.1.13) thi

{x' =x
y'=-y.
Biéu thic trén d oc goi 1a biéu thiic toa do

cua phép doi xiimg qua truc Ox.

As Tim &nh clia cac diém A(1 ; 2), B(0 ; —5) qua
phép doi xing truc Ox.

d
C C
Hinh 1.11
D
/C
B
Hinh 1.12
y
M(x; y)
---------- *
|
|
|
Moh d
0] i X
|
|
|
—————————— -
M:(Xl;y/)
Hinh 1.13

2) Chon hé toa do Oxy sao cho truc Oy triing v6i d ong thang d. V6i mdi
diém M = (x; y), goi M’ :Dd(M) =(x";y) (h.1.14) thi:



{x' =—x Y
y'=y. d
Biéu thic trén d gc goi 12 biéu thiic tog M y) M, M(x: y)
do ciia phép doi xiing qua truc Oy. $ommmmmoo i 1
A4 Tim &nh cla cac diém A(1 ; 2), B(5 ; 0) i i
qua phép doi xtng truc Oy. ! :
0] X
III. TINH CHAT L 114

Ng 0i ta chiing minh d g¢c céc tinh chat sau.

Tinh chét 1

Phép doi xiing truc bdo toan khodng cdch giita hai diém bat ki.

As Chon hé toa do Oxy sao cho truc Ox trung véi truc d6i xting, réi dung biéu thic toa
d6 clia phép d6i ximg qua truc Ox dé ching minh tinh chat 1.

Tinh chét 2

Phép doi xig truc bién d ong thang thanh d ong thdng, bién
doan thdng thanh doan thang bdng né, bién tam gidc thanh
tam gidc bdng né, bién d ong tron thanh d ong tron cé ciung
ban kinh (h.1.15).

IV. TRUC POI XUNG CUA MOT HINH

& Dinh nghia

D ong thang d d oc goi la truc doi ximg cuia hinh S néu
phép doi xiing qua d bién J thanh chinh né.

Khi d6 ta néi # 14 hinh c6 truc doi ximg.

10



Vidu 2
a) M6i hinh trong hinh 1.16 1a hinh c6 truc d6i xtng.

Hinh 1.16

b) Moéi hinh trong hinh 1.17 1a hinh khong ¢6 truc doi xdng.

/>~ /. / NF

Hinh 1.17

Ae a) Trong nhitng ch(r cai d i day, chit nao la hinh c6 truc déi ximg ?

HALONG

b) Tim mét s6 hinh t(r giac cé truc déi xtng.

B ITAP

1. Trong mat phang Oxy cho hai diém A(1 ; —2) va B(3 ; 1). Tim 4nh cta A, B va
d ong thang AB qua phép doi xiing truc Ox.

2. Trong mat phiang Oxy cho d ong thang d c¢6 ph ong trinh 3x —y + 2 = 0. Viét
ph ong trinh clia d ong thang d’ 12 4nh clia d qua phép ddi xiing truc Oy.

3. Trong céc chit cdi sau, chit nao la hinh c6 truc doi xing ?

W
VI ETNAM
O

11



I. PINH NGHIA

12

4. PHEP POl XUNG TAM

Quan sat hinh 1.18 ta thay hai hinh
den va tring d6i xing vGi nhau qua
tam cta hinh chit nhat. D€ hiéu ro loai
doi xing nay ching ta xét phép bién
hinh d 6i day.

Hinh 1.18

¢ Dinh nghia

Cho diém I. Phép bién hinh bién diém I thanh chinh né, bién
moi diém M khdc I thanh M’ sao cho I la trung diém ciia

. doan thang MM’ d oc goi la phép doi ximg tam .

biém I d oc goi 1a tdm doi ximg (h.1.19).

Phép d6i xting tam I th dng d ¢c ki hi¢u la D, .

Néu hinh 12 4nh cta hinh # qua I
D, thi ta con néi S doi xing véi H
qua tam /, hay S va S d6i xting véi Hinh 1.19
nhau qua /.

Tur dinh nghia trén ta suy ra

M'=D,(M) < IM' =-IM.

Vidul

a) Tren hinh 1.20 cic diém X, Y, Z
t ong tng la 4anh cla cdc diém D, E, C
qua phép doi xung tam / vang oc lai.

b) Trong hinh 1.21 c4c hinh.«Z va A 1a
anh cta nhau qua phép doi xing tam /,
cdc hinh # va A 1a anh clia nhau
qua phép doi xing tam /.

Hinh 1.20



Hinh 1.21
A1 Chimg minh rang
M =D;(M)< M=D;(M).
Az Cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 1 giao diém ciia hai d dng chéo. B dng thang

ké qua O vubng goc vGi AB, cit AB & E va cdt CD G F. Hay chi ra cac cap diém
trén hinh vé doi xing véi nhau qua tam O.

IL. BIEU THUC TOA PO CUA PHEP POI XUNG QUA GOC TOA PO
Trong hé toa do Oxy cho M = (x; y),

M'=D,(M) = (x'; y), khi d6 y
{x, RO R e M)
y'=-y |
|
Biéu thiic trén d gc goi 12 bidu thiic , 0 l -
toa do ciia phép doi ximg qua goc i
toa do. ]
A < 2 . 2 M'(x";y")
3 Trong mat phang toa d6 Oxy cho diém

A(—4 ; 3). Tim anh cla A qua phép Hinh 1.22

doi xing tam O.

III. TINH CHAT
Tinh chét 1

Néu B,(M)y=M' v D,(N)=N' thi M'N'=-MN , tir dé
suyra M'N'=MN.

13



That vay, vi IM' =—IM ~__

v IN'=-IN (h.1.23) nén W\\\\l\\l\\\

T x\\ | \”\\\\M'
=~IN —(~IM)=~(IN - IM) = -MN. Hinh 1.23N

Do d6 M'N’= MN.

No6i cdch khic, phép doi xiing tdm bdo toan khodng cdch giita hai diém bat ki.
A4 Chon hé toa d6 Oxy, réi dung biéu thirc toa do clia phép ddi xting tam O chimng

minh lai tinh chat 1.

Tir tinh chat 1 suy ra
Tinh chdt 2
Phép doi xiing tam bién d omg thang thanh d ong thdng song
song hodc trung voi né, bién doan thdng thanh doan thding

bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc bdang né, bién d ong
. tronthanh d ong tron c6 cung ban kinh (h.1.24).

B
; A
A 4 \
= 7 C \
~~_ / B << [ N
~~_ / S~ s N\
~<Z1 \\X \
I/~~~ 1 A~< AN
/ \\\\\ L0\ \\\\ , \\ \\
// - , L \ B \
/ A C \
/ \
A
B
A’
a) b) c)

Hinh 1.24

IV. TAM POI XUNG CUA MOT HINH

. Dinh nghia

Diém I d oc goi la tam doi xiing ciia hinh H néu phép doi
. xung tam I bién S thanh chinh né.

Khi d6 tanéi # 1 hinh c6 tam doi xing.

14



Vi duy 2. Trén hinh 1.25 la nhitng hinh c6 tam d6i xting.

Hinh 1.25

As Trong céc chit sau, chtrn ol hinh c6 tam d6i xtng ?

HANOI

Ae Tim moét s6 hinh t(r giac co tam déi xdng.

B ITAP

1. Trong mat phang toa do Oxy cho diém A(-1 ; 3) va d ong thang d c6 ph ong
trinh x — 2y + 3 = 0. Tim anh cua A va d qua phép déi xtng tam O.

2. Trong cic hinh tam gidc déu, hinh binh hanh, ngii gidc déu, luc gidc déu, hinh
nao c6 tam doi xung ?

3. Tim mot hinh c6 vo s6 tam doi xing.

5. PHEP QUAY

Hinh 1.26

Su dich chuyén ctia nhitng chi€c kim déng hd, ctia nhitng banh xe rang ¢ a
hay dong tdc xo& mot chi€c quat gidy cho ta nhitng hinh anh vé phép quay ma
ta s€ nghién cttu trong muc nay.

15



I. PINH NGHIA
Dinh nghia

Cho diém O va géc | ong gidc a . Phép bién hinh bién O
thanh chinh né, bién moi diém M khdc O thanh diém M’ sao
cho OM' = OM va géc | ong gidgc (OM; OM’) bang o d oc
. goi la phép quay tam O géc o (h.1.27).

biém O d oc goi la tdm quay con a d oc goi
la goc quay cua phép quay do.

Phép quay tam O géc ath ong d oc ki hiéu

Y o
l1a Q(O,a)' o v
Vi du 1. Trén hinh 1.28 ta c6 cic diém A’, B’, Hinh 1.27
Ot ong ting la 4nh cha c4c diém A, B, O qua
phép quay tam O, goc quay —§~ 5 <<
A1 Trong hinh 1.29 tim mét goc quay thich hop dé al/ L N
phép quay tam O SIERT \
— Bién diém A th nh diém B ; N l
— Bién diém C th nh diém D. Ol | F-\yp
Hinh 1.28

o Hinh 1.29
Nhdn xét

1) Chiéu d ong ctia phép quay la chiéu d ong clia d dng tron 1 gng gidc
nghia 1a chiéu ng oc véi chiéu quay ctia kim dong ho.

M
0 M

0 M M’

Chiéu quay d ong Chiéu quay 4m
Hinh 1.30

16



B A
Hinh 1.31

Az Trong hinh 1.31 khi banh xe A quay theo chiéu d ong thi banh xe B quay theo

chiéu nao ?
2) V6i k 1a s6 nguyén ta ludn c6 /‘\
Phép quay Q) 51,y 12 phép dong nhat. M M
’ 0
Phép quay Q(O,(2k+1)7'c) la phép doi Hinh 1.32

xtng tam O (h.1.32).

As Trén moét chi€c dong ho tir ltuc 12 gio dén 15 gid kim gi¢ va kim phat da quay mét
géc bao nhiéu d6 ?

Hinh 1.33

II. TINH CHAT

Quan sat chiéc tay lai (vo-lang) trén tay ng oi lai ®
xe ta thay khi ng oi lai xe quay tay lai mot géc

ndo d6 thi hai diém A va B trén tay l4i cling quay

theo (h.1.34). Tuy vi tri A va B thay déi nh ng \¢
khoang cich giita ching khong thay déi. Piéu d6

d oc thé hién trong tinh chat sau ctia phép quay. Hinh 1.34

17



Tinh chét 1 B

Phép quay bdo toan khodng :
cdch giita hai diém bt ki.

1

Hinh 1.35

Phép quay tam O, goc (OA ; OA’) bién diém A th nh A’,
Bth nh B'. Khi do ta co A'B'= AB.

Tinh chdt 2

Phép quay bién d ong thang thanh d ong thdng, bién doan thing
thanh doan thdng bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc bdng no,
biénd ong tron thanh d ong tron cé cing ban kinh (h.1.36).

\
—

Hinh 1.36
Nhdn xét

Phép quay goc avéi 0<a <m, bién
d ong thiang d thanh d ong thang d’
sao cho goc gilta d va d' bang «

(néu 0<a£g), hoic bang n—«a

(néu gs a <7) (h.1.37).

Hinh 1.37

A4 Cho tam giac ABC v diém O. Xac dinh &nh clia tam giac d6 qua phép quay tam O
goc 60°.

18



B ITAP

1. Cho hinh vuong ABCD tam O (h.1.38).

a) Tim 4nh cha diém C qua phép 0
quay tam A géc 90°.

b) Tim anh cta d ong thang BC qua | P
phép quay tam O goc 90°. Hinh 1.38

2. Trong mat phang toa d6 Oxy cho diém A(2 ; 0) va d ong thang d c6 ph ong
trinh x + y — 2 = 0. Tim 4nh ctia A va d qua phép quay tam O géc 90°.

6. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH
V HAI HINH BANG NHAU

I. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH

Céc phép tinh tién, doi xting truc, d6i xting tam va phép quay déu cé mot tinh
chat chung 12 bo toan khoang céch giita hai diém bat ki. Ng oi ta diing tinh
chat d6 dé dinh nghia phép bién hinh sau day.

. Dinh nghia

Phép doi hinh | phép bién hinh bdo to n khodng cdch giita
hai diém bat ki.

Néu phép doi hinh F bién cdc diém M, N lan 1 ot thanh cdc diém M’, N’ thi

MN =M'N".

Nhdn xét

1) Céc phép dong nhat, tinh ti€n, d6i xdng truc, doi xting tam va phép quay
déu 1a nhitng phép doi hinh.

2) Phép bién hinh c¢6 d ¢c bang cédch thuc hién lién ti€p hai phép doi hinh
cling 1a mot phép doi hinh.

Vidul

a) Tam gidc A’B”C" 1a anh cua tam giac ABC qua phép doi hinh (h.1.39a).

b) Ngii gidc MNPQR la anh cta ngii gidc M'N'P'Q'R’ qua phép doi hinh
(h.1.39b).

19



¢) Hinh 4 12 4nh clia hinh # qua phép doi hinh (h.1.40).

N N’

Hinh1.40 B

A1 Cho hinh vuéng ABCD, goi O la giao
diém clia AC va BD. Tim &nh cla céc
diém A, B, O qua phép dai hinh c6 d dc
bang cach thyc hién lién ti€p phép quay
tam O goc 90° va phép d6i ximg qua
d ang théng BD (h141) Hinh 1.41

Vi du 2. Trong hinh 1.42 tam giic N
DEF 1a anh cua tam giac ABC qua
phép doi hinh ¢6 d ¢c bang cach thuc
hién lién ti€p phép quay tam B goc

90° va phép tinh tién theo vecto
v=CF =2 ;-4).

0 D E

Hinh 1.42
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IL. TINH CHAT

Phép doi hinh :

1) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thdng hang va bdo
toan thit tu giita cdc diém ;

2) Bién d ong thang thanh d ong thdng, bién tia thanh tia,
bién doan thang thanh doan thdng bdng né ;

3) Bién tam gidc thanh tam gidc bang né, bién géc thanh goc
bang né ;

4) Bién d ong tron thanh d ong tron cé cung bdn kinh.

A, Hay chaing minh tinh chat 1. 4 ; B , ¢
Goi y. St dung tinh chat diém B nam B
gitta hai diém A va C khi va chi khi
AB + BC = AC (h.1.43).

"
Hinh 1.43
A3 Goi A’, B’lan | ot la anh clia A, B qua phép ddi hinh F. Ching minh rang néu M 1a
trung diém clia AB thi M’ = F(M) |a trung diém clia A'B’.

Chi y. a) Néu mot phép doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C’
thi né ciing bién trong tdm, truc tam, tam cdc d ong tron noi tiép, ngoai tiép
cua tam gidc ABC t ong uing thanh trong tdm, truc tam, tdim cdc d ong tron
noi tiép, ngoai tiép cua tam gidc A'B'C’ (h.1.44).

A C

Hinh 1.44

b) Phép doi hinh bién da gidc n canh thanh da
gidc n canh, bién dinh thanh dinh, bién canh
thanh canh.

Vi du 3. Cho luc gidc déu ABCDEF, O 1a tam B E
d ong tron ngoai ti€p cta nd (h.1.45). Tim anh
ctia tam giac OAB qua phép doi hinh ¢6 d oc
bang céch thuc hién lién ti€p phép quay tam O,

C D

e (o) N . . .« a7
g6c 60° va phép tinh tién theo vecto OF. Hinh 1.45
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Gidi
Goi phép doi hinh da cho la F. Chi can xac dinh anh cta cdc dinh cua tam
gidc OAB qua phép doi hinh F. Ta c6 phép quay tam O, géc 60° bién O, A va
Blan1 ¢t thanh O, B va C. Phép tinh tién theo vecto OF bién O, B va C lan
1 ot thanh E, O va D. Tu d6 suy ra F(O) = E, F(A) = O, F(B) = D. Vay anh
cta tam gidc OAB qua phép doi hinh F 1a tam giac EOD.

A D
A4 Cho hinh chr nhat ABCD. Goi E, F, H, I theo
thr ty | trung diém clia cac canh AB, CD, BC,
EF. Hay tim mot phép ddi hinh bién tam giac AET
th nh tam giac FCH (h.1.46).
E F
I
III. KHAI NIEM HAI HINH BANG NHAU
B H c
Hinh 1.46

22

%)

Hinh 1.47
Quan sit hinh hai con ga trong tranh dan gian (h.1.47), vi sao c6 thé néi hai
hinh # va ¢’ bing nhau ?

Chidng ta da biét phép doi hinh bién mot tam gidc thanh tam gidc bang no.
Ng 0i ta cling chiing minh d ¢c rang véi hai tam gidc bang nhau luon c6 mot
phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia. Vay hai tam gidc bang
nhau khi va chi khi ¢c6 mot phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam giac
kia. Ng oi ta dung tiéu chuén d6 dé dinh nghia hai hinh bang nhau.

Dinh nghia

Hai hinh d oc goi la bang nhau néu c6 mot phép doi hinh
bién hinh nay thanh hinh kia.




Vidu4
a) Trén hinh 1.48, hai hinh thang ABCD va A”B”C”D" bang nhau vi ¢6 mot
phép doi hinh bién hinh thang ABCD thanh hinh thang A”"B"C"D".

L—1B" C”
DII
A”

C

D

Hinh 1.48

b) Phép tinh tién theo vecto v bién / £
hinh .«Z thanh hinh &8, phép quay B o |
tam O géc 90° bién hinh & thanh %
hinh €. Do d6 phép doi hinh c6 @ /&
d ¢c bang cdch thuc hién lién ti€p 2 -
phép tinh tién theo vecto v va phép y
quay tam O géc 90° bién hinh .o/
thanh hinh €. Tir d6 suy ra hai hinh
o/ va €bang nhau (h.1.49).

]

€

i

L

Hinh 1.49

As Cho hinh chif nhat ABCD. Goi I'| giao diém clla AC v BD. Goi E, F theo th( ty |
trung diém clia AD v BC. Chiing minh rang céc hinh thang AEIBv CFID bng nhau.

B ITAP
1. Trong mat phiang Oxy cho cic diém A( 3;2),B( 4;5)vaC( 1;3).
a) Chitng minh ring cic diém A’(2 ; 3), B'(5 ; 4) va C'(3 ; 1) theo thit tu 12 4nh
ctia A, B va C qua phép quay tam O géc  90°.
b) Goi tam gidc A;B,C; la anh cua tam gidc ABC qua phép doi hinh c¢6 d oc

bang cach thuc hién lién tiép phép quay tam O géc  90° va phép doi xing
qua truc Ox. Tim toa do cdc dinh cta tam gidc A, B,C;.
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2. Cho hinh chit nhat ABCD. Goi E, F, H, K, O, 1, J lan 1 ot la trung diém ctia cdc
canh AB, BC, CD, DA, KF, HC, KO. Chitng minh hai hinh thang AEJK va
FOIC béang nhau.

3. Ching minh ring : Néu mot phép doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A’B'C’ thi n6 ciing bién trong tam cua tam giac ABC t ong tng thanh trong tam
cta tam giac A'B'C".

7. PHEP VI TU

I. PINH NGHIA

Dinh nghia

Cho diém O va s6 k#0. Phép bién hinh bién méi diéem M
thanh diém M’ sao cho OM'=k.OM d oc goi la phép vi tu
. tdm O, 11 56’k (h.1.50).

Hinh 1.50

Phép vi tir tam O, ti s6 k th ong d oc ki hiéu Ia V) ;. o

A’ 0
Hinh 1.51
Vidul

a) Trén hinh 1.51a cdc diém A’, B’, O lan 1 ¢t 1a anh cta cic diém A, B, O qua
phép vi tu tam O ti s6 —2.

b) Trong hinh 1.51b phép vi tu tam O, ti s6 2 bién hinh ¢ thanh hinh 4.
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A1 Cho tam gidc ABC. Goi E va F t ong (ng la trung diém cla AB va AC. Tim mot
phép vi tu bién Bva C't ong Ung thanh E va F.

Nhdn xét

1) Phép vi tu bién tam vi tu th nh chinh né.

2) Khi k=1, phép vi tul phép dong nhat.

3) Khi k=—1, phép vi tul phép doi xiing qua tam vi tu.
4H M = Ok)(M)QM V( 1)(M)

Az Chitng minh nhan xét 4.

II. TINH CHAT
© Tinh chét 1

Néu phép vi tu ti 56 k bién hai diem M, N tuy y theo thir tw
th nhM', N'thi M'N'=k.MN v M'N’=I1kl.MN.

Chitng minh
Goi O'1 tam cuta phép vi tu ti s6 k. Theo dinh M’
nghla cua phep Vit ta 6 : OM'=kOM v Y
ON' = kON (h.1.52). Do d6 :
M'N'=0ON'-O0M' = kON - kOM 0
- — N N’
= k(ON —OM)=kMN. L 152

Tur d6 suy ra M'N’" =kl MN.
Vidu 2. Goi A’, B’, C' theo thtt tu 1 anh cta A, B, C qua phép vi tu ti s0 k.
Ching minh rang AB=1AC,te R < AB' =1A'C'.

Gidi

Goi O'1 tam cua phép vi tu ti s0 k, ta co A'B'=kAB, A'C' = kAC. Do dé :

AB=1AC & NB'=1- AC' & AB =tAC'.
A; pg y réng : diém B ndm gitta hai diém A va C khi va chi khi AB=tAC, 0<t<1.
St dung vi du trén chig minh rang néu diém B ndm gitra hai diém A va C thi
diém B’ nam gitta hai diémA’v C".
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Tinh chdt 2

Phép vi tuw ti s6'k :

a) Bién ba diém thdng hang thanh ba diém thdng hang va bdo
toan thit tu giita cdc diém dy (h.1.53).

b) Bién d ong thdng thanh d omg thdng song song hodc triung
VGi né, bién tia thanh tia, bién doan thing thanh doan thdng.

¢) Bién tam gidc thanh tam gidc dong dang voi né, bién goc
thanh géc bang né (h.1.54).

d) Bién d ong tron bdn kinh R thanh d ong tron bdn kinh |kIR
(h.1.55).

B B’

Hinh 1.53 Hinh 1.54

Hinh 1.55

A4 Cho tam gidc ABC c6 A’, B’, C’ theo th(r tu
| trung diém cla cac canh BC, CA, AB. Tim
mot phép vi tu bién tam giac ABC th nh tam
giac A'B'C” (n.1.56).

Hinh 1.56

Vi du 3. Cho diém O va d ong tron (I ; R). Tim anh cta d dng tron d6 qua
phép vi tu tam O ti s6 2.
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Gidi
Ta chi can tim I’ = V(O 2)(I ) bang céch 14y trén tia doi cha tia OI diém I’ sao
cho OI' =20I. Khi d6 anh cua (/ ; R) 1a (I"; 2R) (h.1.57).
o

2R

Hinh 1.57

III. TAM VI TU CUA HAIP ONG TRON

Ta da biét phép vi tu bién d ong tron thanh d ong tron. Ng oc lai, ta ¢6 dinh
Ii sau

. Dinh Ii

Voi hai d ong tron bdt ki luon cé mot phép vi tu bién d ong
tron nay thanh d ong tron kia.

Tam cua phép vi tu d6 d oc goi 1a tdm vi tu cua hai d ong tron.
Cach tim tam vi tu cna hai d ong tron M’

Cho haid ongtron (I; R)va(l'; R).
Cé batr ong hop xay ra:

o Tr ong hop I trung voi I’

. . 2 ’ R N 7z .
Khi d6 phép vi tu tam [ ti sO = va phép vi

!

, ~ R .. N N
tu tam / t1 sO = bién d ong tron (I ; R)
thanh d ong tron (/; R") (h.1.58).
o Tr ong hop I khacl'vaR # R’ Hinh 1.58

Ldy diém M bat ki thuoc d ong tron (I ; R), d ong thang qua I’ song song vdi
IM cat d ong tron (I'; R’) tai M’ va M". Gia st M, M’ nam cung phia d6i véi
d ong thang /I' con M, M” nam khéc phia d6i v6i d ong thang /1. Gia st
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d ong thing MM’ cat @ ong thang I1' tai diém O nim ngoai doan thang I1',
con d ong thang MM” cit d ong thang /' tai diém O, nam trong doan
thang 11" (h.1.59).

Hinh 1.59

! !

e R . . , ~
Khi d6 phép vi tu tam O t1 sf)k:; va phép vi ty tam O, t1 s6 k1=—E sé

bién d ong tron (I ; R) thanh d@ ong tron (I”; R’). Ta goi O la tdm vi tu ngoai
con Oy la tam vi ty trong ctia hai d ong tron ndi trén.

o Tr ong hop I khacl’va R=R'. M M

Khi d6 MM’ // II' nén chi c6
phép vi ty tam O, ti so

. r
k = ‘% = —1 bién d ong tron U OKJ
(/ ; R) thanh @ ong tron (I”; R"). Ve

N6 chinh la phép doi xting tam Hinh 1.60
0, (h.1.60).

Vidu4

Cho hai d@ ong tron (O ; 2R) va (O'; R) nam ngoai nhau. Tim phép vi tu bién
(O ; 2R) thanh (O'; R).

Giai

Hinh 1.61



LAy diém L bat ki tréen d ong tron (O ; 2R), d ong thang qua O’, song song
v6i OL cat (O’ ; R) tai M va N (h.1.61). Hai d ong thang LM va LN citd ong
thing 0O’ 1an 1 ot tai I va J. Khi d6 cdc phép vi tw V, |\ va V, |\ s&
I —
IR
bién (O ; 2R) thanh (O’ ; R).

B ITAP

1. Cho tam gidc ABC c6 ba géc nhon va H la tryc tam. Tim anh cta tam giac

. |
ABC qua phép vi tu tam H, ti sO 5

2. Tim tam vi tu cta hai d ong tron trong cac tr ong hop sau (h.1.62) :

00 O ©

Hinh 1.62

3. Chiing minh rang khi thuc hién lién ti€p hai phép vi tu tam O s& d gc mot phép
vi tu tam O.

8. PHEP DONG DANG

Nha to4n hoc cé Hi Lap néi tiéng Py-ta-go
(Pythagore) ting c6 mot cau ndéi d gc
ng 0i doi nhé mai : "Dung thiy bong cla
minh & trén t Ong rat to ma t ong minh vi
dai". That vay, bang cach diéu chinh den
chiéu va vi tri diing thich hop ta c6 thé tao
d oc nhiing cai béng ciia minh trén t ong
giong hét nhau nh ng c6 kich th &c to nho
khac nhau. Nhiing hinh c6 tinh chat nh  thé
goi 1a nhitng hinh doéng dang (h.1.63). Vay
the¢ nao 12 hai hinh déng dang vé6i nhau ? Dé
hiéu mot cach chinh xac kh4i niém d6 ta can dén phép bién hinh sau day.

Hinh 1.63
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I. PINH NGHIA
Dinh nghia

Phép bién hinh F d oc goi la phép dong dang ti s6'k (k > 0),
néu voi hai diém M, N bdt ki va dnh M’, N’ t ong ung ciia
chung ta luon c6 M'N'= kMN (h.1.64).

;
A
C’ N’ A’

Hinh 1.64
Nhdadn xét
1) Phép doi hinh la phép dong dang ti s6 1.
2) Phép vi tu ti s6 k 1a phép dong dang ti s6 I&l.
A1 Ching minh nhan xét 2.
3) Néu thuc hién lién ti€p phép dong dang ti s6 k va phép dong dang ti s6 p ta
d oc phép dong dang ti so pk.
Az Chttng minh nhén xét 3.

Vi du 1. Trong hinh 1.65 phép vi tu tam O ti s6 2 bién hinh .«Z thanh hinh 3.
Phép d6i xiing tam 7 bién hinh &3 thanh hinh €. Tir d6 suy ra phép déng
dang ¢6 d gc bang céach thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh trén s& bién
hinh.«Z thanh hinh €.

Hinh 1.65
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II. TINH CHAT

Tinh chét

Phép dong dang ti s6'k :

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thdng hang va
bdo toan thit tu gifta cdc diém dy.

b) Bién d ong thdng thanh d ong thdng, bién tia thanh tia,
bién doan thdang thanh doan thdng.

¢) Bién tam gidc thanh tam gidc dong dang vdi né, bién goc
thanh géc bang né.

d) Bién d ong tron bdn kinh R thanh d ong tron bdn kinh kR.

A3 Chung minh tinh chat a.

A4 Goi A’, B’1an | otla anh clia A, B qua phép dong dang F, ti s6 k. Chiing minh rang
néu M la trung diém clia AB thi M’ = F(M) |a trung diém clia A'B’.

Chii y. a) Néu mot phép dong dang bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C’
thi né ciing bién trong tdm, truc tam, tam cdc d ong tron noi tiép, ngoai tiép
cua tam gidc ABC t ong iing thanh trong tdm, truc tam, tdm cdc d ong tron
noi tiép, ngoai tiép cua tam gidc A'B'C’ (h.1.66).

o
A
<
G
H u
C\—,—/B %A
5

Hinh 1.66

b) Phép dong dang bién da gidc n canh thanh da gidc n canh, bién dinh thanh
dinh, bién canh thanh canh.

I11. HINH PONG DANG

Chiing ta da biét phép dong dang bi€n mot tam gidc thanh tam gidc dong
dang v6i n6. Ng 0i ta cling chiing minh d gc rang cho hai tam gidc dong
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dang vé6i nhau thi luon ¢6 mot phép déng dang bién tam gidc nay thanh tam
gidc kia. Vay hai tam gidc dong dang v6i nhau khi va chi khi ¢c6 mot phép
dong dang bién tam gidc nay thanh tam giac kia. iéu d6 goi cho ta cdch dinh
nghia cdc hinh dong dang.

Dinh nghia

Hai hinh d oc goi la dong dang véi nhau néu cé6 mot phép
. dong dang bién hinh nay thanh hinh kia.

Vidu2

a) Tam gidc A’B'C’ 1a hinh dong dang cua tam gidc ABC (h.1.67a).

b) Phép vi tu tam / ti s6 2 bién hinh .«Z thanh hinh &3, phép quay tam O goc
90° bién hinh & thanh hinh @. Do d6 phép dong dang c6 d oc bang cich
thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh trén sé& bién hinh .«Z thanh hinh €. Tir
d6 suy ra hai hinh.«Z vi @ dong dang vé6i nhau (h.1.67b).

XL
=
X
0]
1
Y
%‘
r
ﬁ
a) b)
Hinh 1.67

Vi du 3. Cho hinh chit nhat ABCD, AC va BD cit nhau tai I. Goi H, K, L va J
lan 1 ot 1a trung di€ém cua AD, BC, KC va IC. Ching minh hai hinh thang
JLKI va IHAB d6ng dang vé6i nhau.

Gidi
Goi M 1a trung di€ém cua AB (h.1.68). Phép vi tu tam C, ti s6 2 bién hinh

thang JLKI thanh hinh thang IKBA. Phép d6i xtng qua d ong thing IM bién
hinh thang /KBA thanh hinh thang ITHAB. Do d6 phép dong dang c6 d oc



bang cdch thuc hién lién ti€p hai A H D
phép bién hinh trén bién hinh thang
JLKI thanh hinh thang /HAB. Tt d6
suy ra hai hinh thang JLKI va IHAB 1

dong dang véi nhau. M
J
As Hai d dng tron (hai hinh vudng, hai
hinh chir nhat) bat ki c6 déng dang véi
nhau khéng ? B K L ¢
Hinh 1.68
BAI TAP

1. Cho tam gidc ABC. Xac dinh anh cta né qua phép dong dang c¢6 d oc béng
cach thuc hién lién ti€p phép vi tu tam B ti sO 5 va phép doi xing qua d ong
trung truc cua BC.

2. Cho hinh chit nhat ABCD, AC va BD céitnhau tai I. Goi H, K, L vaJlan1 ot la
trung di€ém cta AD, BC, KC va IC. Chiing minh hai hinh thang JLKI va IHDC
dong dang véi nhau.

3. Trong mat phang Oxy cho diém I(1 ; 1) va d ong tron tam / béan kinh 2. Viét
ph ong trinh ciia d ong tron 1a anh cua d ong tron trén qua phép dong dang c6

d oc bang cach thuc hién lién tiép phép quay tam O, géc 45° va phép vi tu
tam O, ti sO \/E .

4. Cho tam gidc ABC vuong tai A, AH 1a @ ong cao ké tir A. Tim mot phép dong
dang bién tam gidc HBA thanh tam gidc ABC.

CAU HOI ON TAP CH ONG I
1. Thé nao 1a mot phép bién hinh, phép doi hinh, phép dong dang ? Néu mai lién
hé gilra phép doi hinh va phép dong dang.

2. a) Hay ké tén céc phép doi hinh da hoc.
b) Phép dong dang c6 phai 1a phép vi tu khong ?

3. Hay néu mot s6 tinh chat ding do6i v6i phép doi hinh ma khong ding do6i véi
phép dong dang.
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Thé nao 1a hai hinh bang nhau, hai hinh déng dang vé6i nhau ? Cho vi du.

Cho hai diém phan biét A, B va d ong thang d. Hay tim mot phép tinh tién,
phép do6i xing truc, phép doi xing tam, phép quay, phép vi tu thod man mot
trong céc tinh chat sau :

a) Bién A thanh chinh no ;
b) Bién A thanh B ;
¢) Bién d thanh chinh né.

Neéu cach tim tam vi tu cua hai d ong tron.

BAI TAP ON TAP CH ONG I

Cho luc gidc déu ABCDEF tam O. Tim anh cua tam gidc AOF
a) Qua phép tinh tién theo vecto AB ;

b) Qua phép doi xiing qua d ong thing BE ;

¢) Qua phép quay tam O géc 120°.

Trong mat phang toa do Oxy cho diém A( 1 ; 2) vd d ong thang d c6 ph ong
trinh 3x + y+ 1 =0. Tim anh ctia A va d

a) Qua phép tinh tién theo vecto v =(2; 1) ;

b) Qua phép doi xting qua truc Oy ;

¢) Qua phép doi xtng qua goc toa do ;

d) Qua phép quay tam O géc 90°.

Trong mat phang toa do Oxy, cho d ong tron tam /(3 ; 2), ban kinh 3.

a) Vi€t ph ong trinh ctia d ong tron do.

b) Viét ph ong trinh anh ctia @ ong tron (/ ; 3) qua phép tinh tién theo vecto
v=_(2;1).

¢) Viét ph ong trinh anh cua d ong tron (I ; 3) qua phép d6i xing qua truc Ox.

d) Viét ph ong trinh anh cua d ong tron (7 ; 3) qua phép doi xting qua goc toa do.

Cho vecto v, d Ong thang d vuong goéc vé6i gid ctia v. Goi d’' 1a anh cua d qua

phép tinh ti€n theo vecto %v. Chiing minh rang phép tinh tién theo vecto v 1a

két qua ctha viéc thuc hién lién ti€p phép déi xiing qua cac d ong thang d va d'.



. Cho hinh chit nhat ABCD. Goi O la tam do6i xing ctua né. Goi I, F, J, E lan 1 ot
1a trung diém ctlia cdc canh AB, BC, CD, DA. Tim anh cla tam gidc AEO qua
phép dong dang c¢6 d oc tir viéc thuc hién lién ti€p phép doi xiing qua d ong
thang 1J va phép vi tu tam B, ti s6 2.

. Trong mat phang toa do Oxy, cho d ong tron tam /(1 ; 3), ban kinh 2. Viét
ph ong trinh anh ciua d ong tron (7 ; 2) qua phép dong dang c¢6 d oc tir viéc
thuc hién lién ti€p phép vi tu tam O ti s6 3 va phép ddi xiing qua truc Ox.

. Cho hai diém A, B va d Ong tron tam O khong c6 diém chung véi d Ong thang
AB. Qua mdi diém M chay trén d ong tron (O) dung hinh binh hanh MABN.
Chiing minh rang di€ém N thuoc mot d ong tron xéc dinh.

CAU HOI TRAC NGHIEM CH ONG I

. Trong cac phép bién hinh sau, phép nao khong phai la phép doi hinh ?
(A) Phép chiéu vuong géc 1én mot d ong thang ;

(B) Phép dong nhat ;

(C)Phépvitutiso 1;

(D) Phép doi xung truc.

. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Phép tinh tién bién d ong thang thanh d ong thing song song hoac triing
voi nod ;

(B) Phép dai xiing truc bién d ong thang thanh d ong thang song song hoic
trung v6i no ;

(C) Phép doi xtng tam bién d Ong thang thanh d Ong thang song song hoic
trung v6i no ;

(D) Phép vi tr bién d ong thang thanh d ong thang song song hoac triing véi nd.

. Trong mat phang Oxy cho d ong thang d c6 ph ong trinh 2x y + 1 =0. Dé

phép tinh tién theo vecto v bién d thanh chinh né thi v phai la vecto nao trong
cac vecto sau ?

A)v=02;1); B v=02; D;
O v=(:2); D) v=(1;2).
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4. Trong mat phang toa do Oxy, cho v = (2 ; —1) va diém M(-3 ; 2). nh cla
diém M qua phép tinh tién theo vecto v 1a diém c6 toa do nao trong cic toa do

sau ?
(A)(553); B d;1;
O 15D, (D) (1;-1).

5. Trong mat phang toa dd Oxy cho d ong thang d c6 ph ong trinh : 3x — 2y + 1 = 0.
nh clia d ong thang d qua phép ddi xiing truc Ox c6 ph ong trinh 12 :
(A)3x+2y+1=0; B)-3x+2y+1=0;
O)3x+2y—-1=0; (D)3x—-2y+1=0.

6. Trong mat phang toa do Oxy cho d ong thing d c6 ph ong trinh :
3x—2y—-1=0. nhcuad Ong thang d qua phép d6i xting tam O c6 ph ong
trinh 1a :

(A)3x+2y+1=0; B)-3x+2y-1=0;
O)3x+2y-1=0; D)3x-2y-1=0.

7. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) C6 mot phép tinh tién bién moi diém thanh chinh né ;
(B) C6 mot phép doi xiing truc bién moi diém thanh chinh n6 ;
(C) C6 mot phép quay bién moi diém thanh chinh n6 ;
(D) C6 mot phép vi tu bién moi diém thanh chinh né.

8. Hinh vuong c6 may truc doi xing ?

(A) 15 (B)2;
© 4; (D) vo s0.
9. Trong céc hinh sau, hinh nao c6 vo s6 tam doi xing ?
(A) Hai d ong thang cét nhau ; (B)D ongelip;
(C) Hai d ong thang song song ; (D) Hinh luc gidc déu.

10. Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) Hai d ong thang bat ki luon dong dang ;
(B) Hai d@ ong tron bat ki luon dong dang ;
(C) Hai hinh vuong bat ki luon dong dang ;
(D) Hai hinh chit nhat bat ki lu6n dong dang.
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p dung phép bién hinh
d¢ giai toan

Bdi todn 1

Hai thanh phé M va N nam ¢ hai phia clia mot con song rong ¢6 hai bd a va b
song song vGi nhau. M nam phia bo @, N nam phia bo b. Hay tim vi tri A nam
trén bd a, B nim trén bd b dé xay mot chiéc cdu AB n6i hai bd song do
sao cho AB vuong goc véi hai bd song va téng cdc khoang cach MA + BN
ngan nhat.

Gidi

Gia str da tim d oc céac diém A, B thoa
man diéu kién cta bai toan (h.1.69).
Lay céac diém C va D t ong dng thuoc M’
a va b sao cho CD vudng goc véi a.
Phép tinh tién theo vecto CD bién A Y b
thanh B va bién M thanh diém M’. Khi D B

d6 MA =M'B. Do dé :

MA + BN ngan nhat ~ M'B + BN ngén nhat N
M’, B, N thang hang. Hinh 1.69

Bdi todn 2

Trén mot ving déng bang c6 hai khu do thi A va B nam cing vé mot phia
doi v6i con d ong sat d (gia st con d ong dé thang). Hay tim mot vi tri C
trén d dé xay dung mot nha ga sao cho tong cdc khoang cach tir C dén trung
tam hai khu do thi d6 1a ngan nhat.

Tir bai todn thuc tién trén ta c6 bai toian hinh hoc sau :

Cho hai diém A va B nam vé cung mot
phia doi véi d omg thang d. Tim trén d

A
diém C sao cho AC + CB ngdn nht. d C\/J[\]L
A

Gidi
Gia str da tim d oc diém C. Goi A’ 1a
anh cua A qua phép doi xing truc d. B Hinh 1.70
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Khi d6 AC =A’C. Do dé :

AC + CB ngan nhat < A'C + CB ngéan nhat
& B, C, A’ thing hang (h.1.70).

(Bdi todn 3

Cho tam gidc ABC. Goi H I1a tryc tam cla tam gidc, M 1a trung diém canh
BC. Phép do6i xing tam M bién H thanh H'. Ching minh rang H’ thudc
d ong tron ngoai ti€p tam giac ABC.

Goiy
C6 nhan xét gi vé t gidc BHCH', goc ABH' va goc ACH’ (h.1.71) ?
Chung minh tr gidc ABH'C 1a tir giac noi A
tiép. Tur d6 suy ra di€u phai ching minh.
Nhdn xét. Goi (O) la d ong tron ngoai
ti€p tam gidc ABC. C6 dinh B va C thi M %
cling c6 dinh. Khi A chay trén (O) thi theo d ‘
bai todn 3, H’ cling chay trén (O). Vi truc
tam H la anh ctia H' qua phép doi xing

tam M nén khi d6 H s€ chay trén d ong B M ¢
tron (O’) la anh cta (O) qua phép doi
xtng tam M. H’
Hinh 1.71
Bdi todn 4

38

Cho tam gidc ABC nh hinh 1.72. Dung v€ phia ngoai ctia tam gidc do6 cédc
tam gidc BAE va CAF vuong can tai A. Goi I, M va J theo thi tu 12 trung diém
cua EB, BC va CF. Ching minh rang tam gidc IMJ 1a tam gidc vuong can.

Gidi F
Xét phép quay tam A, goc 90° (h.1.72). ©
Phép quay nay bién E va C lan 1 ot thanh B
va F. Tix d6 suy ra EC = BF va EC L BF. 4
Vi IM la d@ ong trung binh cla tam giac !

BEC nén IM /| EC vaIM = %EC. T ong

B M C
Hinh 1.72



1
tu, MJ /| BF va MJ = EBF. T dé suy ra IM = MJ va IM L MJ. Do d6 tam
gidc IMJ vuong can tai M.
Bai todn 5

Cho tam gidc ABC nh hinh 1.73. Dung vé phia ngoai cta tam gidc d6 cic
hinh vuong ABEF va ACIK. Goi M 1a trung diém cta BC. Ching minh rang

: 1
AM vuong géc v6i FK va AM = EFK.

Gidi
Goi D 1a anh cua B qua phép doi xing b
tam A (h.1.73). Khi d6 AD = AB = AF va F / ok

AD | AF. Phép quay tam A géc 90°
bién doan thang DC thanh doan thang
FK. Do d6 DC =FK vaDC 1 FK. Vi
AM 1a d ong trung binh clia tam gidc © I

BCD nén AM [/ CD vaAM = 1 CD.
2 B M C

1
Twrdé suyraAM L FK vaAM = EFK. Hinh 1.73
Bdi todn 6
Cho tam gidc ABC noi ti€p d ong tron tam O ban kinh R. Céc dinh B, C c6

dinh con A chay trén d dng tron d6. Chiing minh rang trong tam G cua tam
gidc ABC chay trén mot d ong tron.

Gidi
Goi [ 1a trung diém ctia BC. Do B va C c6 dinh
nén / c6 dinh (h.1.74). Ta ¢6 G luon thuoe /A

sao cho IG = %34 Vay ¢6 thé xem G 12 anh cua

A qua phép vi tu tam I, ti sO 3 Goi O’ la anh

cta O qua phép vi tu d6, khi A chay trén (O ; R)

thi tap hop cdc diém G 1a d ong tron (0' ; %RJ

la anh cta (O ; R) qua phép vi tu trén. Hinh 1.74
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Bdi todn 7
Cho diém A nam trén ntta d Ong tron tam O, d dng kinh BC nh hinh 1.75.
Dung vé phia ngoai ctia tam gidc ABC hinh vuong ABEF. Goi I 1a tam doi
xting cta hinh vuong. Ching minh ring khi A chay trén nira d ong tron da
cho thi I chay trén mot nira d ong tron.

Gidi F
Trén doan BF lay diém A’ sao cho
BA’ = BA (h.1.75). Do géc | ong
gidc (BA ; BA’) luon bang 45° va g ‘
Bl Bl 1BF ..
BA' BA 2BA 2 5 c
nén c6 thé xem A’ 12 4nh clia A qua Hinh 1.75

V2

phép quay tam B, géc 45° ; I1a anh clia A’ qua phép vi tu tam B ti s6 5
Do d6 I 1a anh cta A qua phép déng dang F ¢6 d ¢c bang cach thuc hién
lien tiép phép quay tam B, géc 45° va phép vi tu tam B, ti s6 % T do6

suy ra khi A chay trén nltra & ong tron (O) thi / ciing chay trén nua d Ong
tron (O’) 1a anh ctia nita d Ong tron (O) qua phép dong dang F.

Gigi thicu
ve hinh hoc frac-tan (fractal)

Bo-noa Man-den-bd-ré (Benoit Mandelbrot — sinh ndm 1924)
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Quan sat canh d ong xi hay
hinh v& bén ta thdy moi nhanh

nho cua n6 déu dong dang véi
hinh toan thé. Trong hinh hoc
ng Oi ta cling gap rdt nhiéu -
hinh c¢6 tinh chat nh vay.
Nhitng hinh nh thé goi Ia
nhiing hinh ty dong dang. Ta sé

xét thém mot so6 hinh sau day.

Cho doan thang AB. Chia doan thiang d6 thanh ba doan bing nhau AC = CD = DB.
Dung tam gidc déu CED r6i bd di khoang CD. Ta s& d gc d ong gép khic
ACEDB ki hiéu 12 K. Viéc thay doan AB bang d ong gip khic ACEDB goi la
mot quy tac sinh. Lap lai quy tac sinh d6 cho cdc doan thang AC, CE, ED, DB
tad oc d ong gdp khic K,. Lap lai quy tac sinh d6 cho cdc doan thiang cla

d ong gap khic K, tad ¢gc d ong gap khic Kj... . Lap lai mai qud trinh d6 ta
d oc mot d ong goi la d dng Von Koc (dé ghi nhan ng oi ddu tién da tim ra
n6 vao nam 1904 Nha to4n hoc Thuy Dién Helge Von Koch).

E
KJ\_ M
A C D B
Km Km.ﬁ\f"{,\

D dng Vén Kéc

Ciing lap lai quy tac sinh nh trén cho cdc canh clia mot tam giadc déu ta
d oc mot hinh goi 1a bong tuyét Von Koc.

/N T RES

Béng tuyét Vén Kéc
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Bay gid ta xudt phdt tr mot hinh vuong. Chia N0 [l
T .I. R . L .-. L

thanh chin hinh vuéng con bang nhau r6i xo0d di
phan trong cta hinh vudéng con & chinh giita ta d gc
hinh X;. Ta lap lai quaé trinh trén cho méi hinh vuong
con cua X, ta s€ d oc hinh X,. Ti€p tuc mai qua trinh
d6 ta s&€ d gc mot hinh goi 1a tham Xéc-pin-xki
(Sierpinski).

Cé4c hinh néu & trén la nhiing hinh tu dong dang hoac mot bo phan cla
ching 1a hinh tu déng dang. Chiing d oc tao ra bang ph ong phép lap, c6
quy tac sinh don gian nh ng sau mot s6 b Gc trd thanh nhitng hinh rat phic
tap. Nhitng hinh nh thé goi la cdc fractal (tir fractal c6 nghia la gay, vo).
Khong phai hinh tu dong dang nao cling la mot fractal. Mot khoang cua
d ong thang ciing c6 thé xem l1a mot hinh tu déng dang nh ng khong phai 1a
mot fractal.

D 6i day la mot s fractal khac.

r

e

A
fo ey
< 'L i

o
s

Mic du céc fractal da d oc biét dén tir dau thé ki XX, nh ng mai dén thap
nién 80 cha th€ ki XX nha toin hoc Phap goc Ba Lan Bo-noa
Man-den-bo-ro (Benoit Mandelbrot) méi d a ra mot 1f thuyét c¢6 hé thong dé

nghién cttu ching. Ong goi d6 1a Hinh hoc fractal.

Ngay nay vdéi su hd trg cia cong nghé thong tin, Hinh hoc fractal dang phét
trién manh mé. Li thuyét ndy c6 nhiéu ting dung trong viéc mo ta va nghién
cltu cdc cdu tric gap gdy, 16i 16m, hoén don... cla th€ gidi tu nhién, di€éu ma
hinh hoc O-clit thong th ong ch a lam d oc. N6 ciing 1a mot cong cu méi,
c6 hiéu luc dé gép phan nghién
cttu nhiéu mon khoa hoc khic nh
Vat 1i, Thién van, Dia Ii, Sinh hoc,
Xay dung, Am nhac, Hoi hoa,...

Sau day la s6 hinh fractal trong
tu nhién.




DUONG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG

< Paic ongvéd &ng thing va mit phing

“* Hai d &ng thang chéo nhau va hai d &ng thing
song song

< P &ng thang va mit phing song song

“* Hai mat phiang song song

“* Phép chiéu song song
Hinh biéu dién cla mot hinh khong gian

r

Hinh 2.1

Tr 6c day ching ta da nghién ciu cac tinh chat cla
nhiing hinh ndm trong mat phdng. Mén hoc nghién
clu cac tinh chat cla hinh ndm trong mat phang
d oc goi 1& Hinh hoc phéng. Trong thuc té&, ta
th dng gap cac vat nh : hop phén, ké sach, ban
hoc ... la cac hinh trong khéng gian. Mén hoc nghién
clu cac tinh chat cla cac hinh trong khong gian
d dc goi la Hinh hoc khéng gian (h.2.1).
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1. DAIC ONG VE D ONG THANG
VA MAT PHANG

I. KHAI NIEM MO PAU

44

1. Mat phding

Mait bang, mat ban, mat n ¢ ho yén lang cho ta hinh anh mot phan cua mat
phang. Mat phang khong c6 bé day va khong c6 gidi han (h.2.2).

a) b) c)
Hinh 2.2

e Dé biéu dién mat phang ta th dng dung hinh binh hanh hay mot mién géc
va ghi tén clia mat phang vio mot géc ciia hinh biéu dién (h.2.3).

A/ 4

Hinh 2.3

e D¢ ki hiéu mat phang, ta th dng dung chit cdi in hoa hodc chit cdi Hi Lap
dat trong d4u ngoac ( ). Vi du : mat phang (P), mat phang (Q), mat phang ( ),
mat phang (f) hogc viét tit la mp(P), mp(Q), mp( ), mp(f) hoac (P), (Q),
) (D...

2. Piém thuéc mdt phdng
Cho diém A va mat phang ( ).

Khi diém A thudc mdt phang () ta néi A ndm trén () hay ( ) chita A, hay
( )diquaAvakihiéulaA e ().



Khi diém A khong thuéc mdt phdng () B
ta néi diém A ndm ngo i (@) hay («)

khong chita A vaki hiéula A ¢ (o). \
A
Hinh 2.4 cho ta hinh biéu dién cta diém .
\
o \

A thudc mat phang (), con diém B khong
thudc ().

Hinh 2.4
3. Hinh biéu dién ciia mét hinh khong gian

Dé nghién citu hinh hoc khong gian ng di tath ong vé cdc hinh khong gian 1én
bang, Ién gidy. Ta goi hinh v& d6 1a hinh biéu dién clia mot hinh khong gian.

— Ta c6 mot vai hinh biéu dién ctia hinh lap ph ong nh trong hinh 2.5.

- ‘
///
-
|
|
|
t
|
|

Hinh 2.5

\

Hinh 2.6 12 mot vai hinh biéu dién ctia hinh chép tam gidc.

Hinh 2.6
A1 Hay vé thém mot v i hinh biéu dién cla hinh chop tam giac.

Dé vé& hinh biéu dién clia mot hinh trong khong gian ng 0i ta dua vao nhitng

quy tac sau day.

— Hinh biéu dién cliad ongthanglad ong thang, clia doan thang 13 doan thang.

— Hinh biéu dién ctia hai d ong thang song song 12 hai & dng thang song song,
clia hai d ong thang cét nhau la hai d ong thang cat nhau.

— Hinh biéu dién phai giit nguyén quan hé thuoc giita diém va d ong thang.

— Dung nét vé lién dé biéu dién cho d ong nhin thdy va nét dit doan biéu
dién cho d ong bi che khuat.

Ciac quy tac khac s& d oc hoc & phan sau.
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II. CAC TINH CHAT THUA NHAN

Dé nghién cttu hinh hoc khong gian, tir quan sat thuc tién va kinh nghiém
ng Oi ta thira nhan mat so tinh chat sau.

Tinh chét 1

. Comotva chi mot d ong thang di qua hai diém phdn biét.

Hinh 2.7 cho thay qua hai
diém A, B c6 duy nhat mot
d ong thang.

Hinh 2.7
Tinh chdt 2

. C6 mot va chi mot mdt phdng di qua ba diém khong thang hang.

Nh vay mot mat phang hoan toan xdc dinh

néu biét n6 di qua ba diém khong thing I ¢
hang. Ta ki hiéu mat phing qua ba diém B
khong thang hang A, B, C 1a mdt phdng

(ABC) hoac mp (ABC) hoac (ABC) (h.2.8). Hinh 2.8

Hinh 2.9. Clu Dinh & Ho ng Th nh, Hué Hinh 2.10

Quan sat mot may chup hinh dat trén mot gid cé ba chan. Khi dat n6 1én bat
ki dia hinh nao né6 ciing khong bi gap ghénh vi ba diém A, B, C (h.2.10) luon
nam trén mot mat phang.
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Tinh chét 3

Néu mot d ong thdng cé hai diém phdn biét thuéc mot mdt
phdng thi moi diém ciia d ong thang déu thuéc mdt phdng dé.

A, Tai sao ng di thg moc kiém tra d6 phang
mat ban bang cach ré th dc thang trén
mét ban ? (h.2.11).

Néu moi diém ctia d ong thang d déu
thuoc mat phang ( ) thi ta néi d ong
thang d nim trong ( ) hay ( ) chita d
vakihiéuladc ( )hay ( )>od.

As Cho tam giac ABC, M la diém thuoc phan A Hinh 2.11
kéo dai cla doan BC (h.2.12). Hay cho
biét M co thudc mat phang (ABC) khong
va d ong thdng AM c6 nam trong mat
phang (ABC) khong ?

Tinh chdt 4 Hinh 2.12

Ton tai bon diém khong cing thudc mot mdt phdng.

Néu c6 nhiéu diém cung thuoc mot mat phang thi ta néi nhitng diém dé
dong phdng, con néu khong c6 mat phang ndo chita ciac diém dé thi ta néi
rang chiing khong dong phdng.

Tinh chét 5

Néu hai mdt phdng phdn biét c6 mot diém chung thi chiing
con ¢6 mot diém chung khdc nita.

Tix d6 suy ra : Néu hai mdt phdng phdn biét c6 mot diém chung thi chiing sé
cé motd ong thang chung di qua diém chung dy.

Hinh 2.13. M3t n dc va thanh dap giao nhau theo d dng thang.
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A, Trong mat phang (P), cho hinh binh

cia ( )va(f)vakihitulad=( ) n (H
(h.2.14).

D ong thing chung d clia hai mat phang
B phan biét ( ) va (f) d gc goi la giao tuyén
d

Hinh 2.14

h nh ABCD. Lay diém S ndm ngo i
mat phang (P). Hay chi ra mot diém
chung clia hai mat phang (SAC) v

A Hinh 2.15
(SBD) khac diém S (h.2.15).
A
B
C
A\5 Hinh 2.16 diing hay sai ? Tai sa0 ? -
g / \ KA
/I L\
P /
/I’ \\\
/ Hinh 2.16

Tinh chét 6

Trén moi mdt phdng, cdc két qud d  biét trong hinh hoc phdng
déu diing.

III. CACH XAC PINH MOT MAT PHANG

48

1. Ba cdch xdc dinh mdt phdng

Dua vao cac tinh chat d oc thira nhan trén, ta c6 ba cach xac dinh mot mat
phang sau day.

a) Mat phiang d oc hoan toan xdc dinh khi biét n6 di qua ba diém khong
théng hang.



Ba diém A, B, C khong thang hang x4c dinh mot mat phang (h.2.17).

b) Mat phang d oc hoan toan xdc dinh khi biét n6 di qua mot diém va chita
mot d ong thang khong di qua diém dé.

Cho d ong thing d va diém A khong thudc d. Khi d6 diém A va d ong thang
d x4c dinh mot mat phang, ki hiéu 12 mp (A, d) hay (A, d), hoac mp (d, A) hay
(d,A) (h.2.18).

A A

Hinh 2.17 Hinh 2.18

Hinh 2.19
¢) Mat phang d oc hoan toan x4c dinh khi biét n6 chita hai d dng thang cat nhau.

Cho hai d ong thang cat nhau @ va b. Khi d6 hai d ong thang a va b xdc dinh
mot mit phang va ki hiéu 1a mp (a, b) hay (a, b), hoac mp (b, a) hay (b, a)
(h.2.19).

A

2. Mot s6'vi du

Vi du 1. Cho bon diém khong dong phang
A, B, C, D. Trén hai doan AB va AC lay hai

diém M va N sao cho AM =1va AN =2.
BM NC

Hay xdc dinh giao tuyén clia mat phang
(DMN) véi cic mat phing (ABD), (ACD), B
(ABC), (BCD) (h.2.20).

5. Hinh 2.20
Gidi E

DPiém D va diém M cung thuoc hai mat phang (DMN) va (ABD) nén giao
tuyén cta hai mat phang d6 1a d ong thang DM.
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T ong tu taco (DMN) N (ACD) =DN, (DMN) N (ABC) =MN.

) AM A ) }
Trong mat phang (ABC), vi VB # N_](\,’] nén d ong thang MN va BC cat nhau

tai mot diém, goi diém d6 1a E. Vi D, E cung thuoc hai mat phang (DMN) va
(BCD) nén (DMN) ~ (BCD) = DE.

Vi du 2. Cho hai d ong thang cat nhau Ox, Oy va hai diém A, B khong nam
trong mat phang (Ox, Oy). Biét ring d ong thang AB va mat phang (Ox, Oy)
c6 diém chung. Mot mat phang ( ) thay d6i luon luon chita AB va cat Ox, Oy
lan 1 ot tai M, N. Chiing minh rang d ong thang MN lu6n luon di qua mot
diém c6 dinh khi () thay déi.

Gidi

Goi I 1a giao diém cua d ong
thing AB va mat phang (Ox, Oy)
(h.2.21). Vi AB va mat phang
(Ox, Oy) c6 dinh nén [ ¢6 dinh. Vi
M, N, I 1a cic diém chung cua hai
mat phang ( ) va (Ox, Oy) nén
chiing luon luon thang hang. Vay
d ong thang MN luén luon di qua
1 ¢6 dinh khi () thay déi.

Hinh 2.21

Nhdn xét. Dé ching minh ba diém thang hang ta c6 thé chiing minh chiing
cling thuoc hai mat phang phan biét.

Vi du 3. Cho bon diém khong dong phéng A, B, C, D. Trén ba canh AB, AC
va AD lan | ot 14y c4c diém M, N va K sao cho d ong thang MN cat d ong
thang BC tai H, d ong thang NK cat d ong thang CD tai I, d ong thang KM
catd ong thang BD tai J. Chitng minh ba diém H, 1, J thang hang.
Giai
Ta c6 J 1a diém chung ctia hai mat phang (MNK) va (BCD) (h.2.22).
J e MK

That vay, ta co =J e (MN
S {MKC(MNK) (MNE)

J eBD
va = J e (BCD).
BD < (BCD)



Liluant ong tutacé I, H ciing la
diém chung cha hai mat phing
(MNK) va (BCD).

Vay I, J, H nam trén giao tuyén
cia hai mat phing (MNK) va
(BCD) nén 1, J, H thang hang.

Vi du 4. Cho tam gidac BCD va
diém A khong thuoc mat phing
(BCD). Goi K 1a trung diém cta L 2.2 ‘
doan AD va G la trong tam cua ' H
tam gidc ABC. Tim giao diém

cia d ong thang GK va mat

phang (BCD).

Gidi
Goi J 1a giao diém clia AG va BC.
Trong mat phang  (AJD),
Ezg; A—K=l nén GK va JD
Al 3 AD 2
cat nhau (h.2.23). Goi L 1a giao
diém cua GK va JD.

LeJD
Ta ¢ = L e (BCD).
JD = (BCD)

C

Hinh 2.23
Vay L 1a giao diém cta GK va (BCD).

Nhdn xét. Dé tim giao diém clia mot d ong thang v mot mat phang ta ¢ thé
d a vé viéc tim giao diém ciia d ong thang d6 véi mot d ong thang nim
trong mat phing da cho.

IV. HINH CHOP V HINH TU DIEN

1. Trong mat phang (&) cho da gidc 16i AjA, ... A . Liy diém S nim ngoai (a).
Lan1 ot n6i S véi cac dinh AL, Ay, .., A, tad gcntam gidc SAA,, SAA;, ...,
SAnAl' Hinh gom da giac A1A2... An va n tam giic SAIA , SAQA s ey
SAnA1 goi 1a hinh chdp, ki hiéu 1a S. A1A2 An. Ta goi S la dinh va da giac
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AlA, ... A, 1a mdt day. Cac tam gidc SAjA,, SA,A;, ..., SA A d gc goi la
cac mdt bén ; cac doan SAI, SA2, - SAn la cac canh bén ; cac canh clia da

giac day goi la cac canh ddy cua hinh chép. Ta goi hinh chop c6 ddy la tam
gidc, tit giac, ngl gidc, ... 1an 1 ot 1a hinh chdp tam gidc, hinh chép tir gidc,
hinh chdp ngii gidc, ... (h.2.24).

Dlnh\s

Mdt bén

Canh bén ——

M ar day
Canh da}

Hinh 2.24

2. Cho bon diém A, B, C, D khong dong phang. Hinh gom bon tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi la hinh tir dién (hay ngan gon 12 a7 dién) va d ¢c ki hiéu
12 ABCD. Cic diém A, B, C, D goi 1 c4c dinh cha tit dién. Cic doan thang AB,
BC, CD, DA, CA, BD goi la cac canh cua ti dién. Hai canh khong di qua mot
dinh goi 1a hai canh doi dién. Cac tam giac ABC, ACD, ABD, BCD goi la cac
mdit cla ti dién. Dinh khong ndm trén mot mat goi 1a dinh doi dién v6i mat do.

Hinh t dién c6 bon mat 1a céc tam gidc déu goi 1a hinh nir dién déu.
Cha y. Khi n6i dén tam gidc ta c6 thé hiéu 1a tap hgp cac diém thuodc cac canh

hoic ciing c6 thé hiéu 1a tap hop céc di€ém thuoc céc canh va cdc diém trong
clia tam giac d6. T ong tu c¢6 thé hiéu nh vay d6i véi da gidc.

AE} K& tén cac mat bén, canh bén, canh day cda hinh chop & hinh 2.24.
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Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD day 1a hinh binh hanh ABCD. Goi M, N, P
lan1 ot Ia trung diém cta AB, AD, SC. Tim giao diém clia mat phang (MNP)
Vv6i céc canh clia hinh chép va giao tuyén clia mat phang (MNP) véi cdc mat
cua hinh chop.

Gidi
D ong thang MN cat d ong thang BC, CD lan1 ot tai K, L.
Goi E 12 giao diém cta PK va SB, F 1a giao diém cta PL va SD (h.2.25).
Ta c6 giao diém ctia (MNP) v6i céc canh SB, SC, SD lan1 ot1aE, P, F.



Tu do6 suy ra
(MNP) N (ABCD) = MN,
(MNP) N (SAB) =EM,
(MNP) N (SBC) =EP,
(MNP) N (SCD) = PF

va (MNP) n (SDA) =FN.

Hinh 2.25

Chii y. Pa gidc MEPFN c6 canh nam trén giao tuyén ctia mat phang (MNP)
v6i cdc mat cua hinh chép S.ABCD. Ta goi da gidc MEPFN la thiét dién (hay
mqt cdt) cta hinh chép S.ABCD khi cit bsi mat phiang (M NP).

N6i mot cdch don gian : Thiét dién (hay mdt cdt) ctia hinh A khi cit bdi mat

phéang () 1a phan chung ctia A va ().

B ITAP

. Cho diém A khong nam trén mat phang ( ) chia tam gidc BCD. Lay E, F 1a
céc diém lan 1 ot ndm trén cdc canh AB, AC.

a) Chitng minh d ong thang EF nam trong mat phang (ABC).

b) Khi EF va BC cat nhau tai /, chiing minh / 12 diém chung ctia hai mat phiang
(BCD) va (DEF).

. Goi M la giao diém cta d ong thang d va mat phang ( ). Ching minh M 1a

diém chung ctia ( ) v6i mot mat phang bat ki chita d.

. Cho ba d ong thang d,, d,, d; khong cing nim trong mot mat phang va cat
nhau ting d6i mot. Chitng minh ba d ong thang trén déng quy.

. Cho bon diém A, B, C va D khong dong phang. Goi G4, Gy, G, Gp lan 1 ot 1a
trong tam cla cdc tam gidc BCD, CDA, ABD, ABC. Chimg minh rang AG,,
BGy, CG, DG/, dong quy.

. Cho tit gidc ABCD nim trong mit phang ( ) c¢6 hai canh AB va CD khong song
song. Goi S 12 diém nam ngoai mat phang ( ) va M la trung diém doan SC.
a) Tim giao diém N clia d ong thang SD va mat phang (MAB).
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54

b) Goi O 1a giao diém ctia AC va BD. Chiing minh ring ba d ong thang SO,
AM, BN déng quy.

Cho bon diém A, B, C va D khong dong phang. Goi M, N lan 1 ot 1a trung

diém ctia AC va BC. Trén doan BD ldy diém P sao cho BP = 2PD.

a) Tim giao diém ctia d ong thang CD va mat phiang (MNP).

b) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (M NP) va (ACD).

Cho bon diém A, B, C va D khong déng phiang. Goi 1, K 1an 1 ot 1a trung diém

ctia hai doan thang AD va BC.

a) Tim giao tuyén clia hai mat phang (IBC) va (KAD).

b) Goi M va N 1a hai diém lan 1 ot Iy trén hai doan thang AB va AC. Tim giao
tuyén clia hai mat phang (IBC) va (DMN).

Cho t dién ABCD. Goi M va N lan 1 ¢t la trung diém clia céc canh AB va CD,

trén canh AD 14y diém P khong tring véi trung diém ctia AD.

a) Goi E 1a giao diém ctia d ong thing MP va d ong thang BD. Tim giao
tuyén ctia hai mat phang (PMN) va (BCD).

b) Tim giao diém ctia mat phiang (PMN) va BC.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh ABCD. Trong mat phang ddy
vé d ong thing d di qua A va khong song song véi céc canh clia hinh binh hanh,
d cat doan BC tai E. Goi C'la mot diém nam trén canh SC.

a) Tim giao diém M clia CD va mat phang (C'AE).

b) Tim thiét dién clia hinh chép cat béi mat phang (C’AE).

Cho hinh chép S.ABCD c6 AB va CD khong song song. Goi M la mot diém
thudc mién trong cua tam giac SCD.

a) Tim giao diém N ctia d ong thang CD va mat phang (SBM).

b) Tim giao tuyén clia hai mat phang (SBM) va (SAC).

c¢) Tim giao diém / cia d ong thang BM va mat phang (SAC).

d) Tim giao diém P clia SC va mat phang (ABM), tir d6 suy ra giao tuyén clia
hai mat phfing (SCD) va (ABM).



2. HAID ONG THANG CHEO NHAU
VA HAI D ONG THANG SONG SONG

Hinh 2.26 cho ta thdy hinh anh cua
nhitng d ong thang song song, d ong
thang chéo nhau. Cic khdi niém nay sé&
d oc trinh bay sau day.

A1 Quan sét c&c canh t dng trong I6p hoc va
xem canh t dng 1a hinh anh cla d dng
thang. Hay chi ra mot s6 cap d dng thang
khong thé ciing thudc mot mat phang.

Hinh 2.26

LVITRIT ONG POI CUA HAIP ONG THANG TRONG KHONG GIAN

Cho hai d ong thang a va b trong khong gian. Khi d6 c6 thé x4y ra mot trong
hai tr ong hop sau.

Tr ong hop 1. C6 mot mat phang chita a va b.

Khi d6 ta néi a va b déng phdng. Theo két qua ctia hinh hoc phang c6 ba kha
nang sau day xay ra (h.2.27).

LS5/

anb= { allb a=b
i) a vd b c6 diém chung duy nhat M. Ta néi a va b cdat nhau tai M va
ki hieulaa N b= {M}. Taconcé thé vieta N b =M.

Hinh 2.27

ii) @ va b khong c6 diém chung. Ta néi a va b song song véi nhau va ki hiéu
laa//b.

iii) a trung b, ki hiéu la a = b.
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Nh vay, hai d ong thang song song la hai d omg thang cung ndm trong mot
mdt phdng va khong cé diém chung.

Tr ong hop 2. Khong c6 mat phing nao chita a va b.
Khi dé ta n6i a va b chéo nhau hay a chéo voi b (h.2.28).
A

a

)

\ b
/“/
|
|
\ c
Hinh 2.28 Hinh 2.29

Az Cho tir dién ABCD, chimg minh hai d ong thang AB va CD chéo nhau. Chi ra cip

d dng thang chéo nhau khac cla tir dién nay (h.2.29).

II. TEINH CHAT
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Dua vao tién dé O-clit vé d ong thang song song trong mat phang ta c6 cic
tinh chit sau day.

Pinh Ii 1

Trong khong gian, qua mot diém khong ndam trén d ong thdng
cho tr éc, c6 mot va chi mot d ong thang song song voi
d ong thdng da cho.

Chitng minh

Gia st ta c6 diém M va d ong thang d
khong di qua M. Khi d6 diém M va d ong
thaing d xdc dinh mot mat phang () d
(h.2.30). Trong mat phang ( ), theo tién
dé O-clit vé d ong thang song song chi c6
mot d ong thang d’ qua M va song song Hinh 2.30

v6i d. Trong khong gian néu cdé mot

d ong thang d” di qua M song song Véi d thi d” cling nam trong mat phang
( ). Nh vay trong mat phang ( ) c¢6 d’, d” 1a hai d ong thang ciing di qua M
va song song v6i d nén d’, d” trung nhau.




Nhdn xét. Hai d ong théng song song a va b
xéc dinh mot mat phéng, ki hiéu 1a mp (a, b) /
hay (a, b) (h.2.31). =

—

Hinh 2.31

A3 cho hai mat phang ( ) va (f). Mot mat phang  /#
(7) cat( )va(p) lan| ot theo cac giao tuyén a
va b. Ching minh rang khi a va b cét nhau tai /
thi 7 1a diém chung clia ( ) va (A) (h.2.32).

Dinh Ii 2 (vé giao tuyén ctia ba mat phang)

Néu ba mdt phdng doi moét cdt nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hodc doi mot song
song voi nhau (h.2.32 va h.2.33).

Hinh 2.32 Hinh 2.33

Hé qua

Néu hai mdt phdng phdn biét lan [ ot chita hai d ong thdng
song song thi giao tuyén cia chiing (néu cé) ciing song song
voi hai d ong thdng dé hodc triung véi mot trong hai d ong

thang dé (h.2.34a, b, c).
\@ \@
dl
dz dz
\ \
b) c)

d\@ f
51| |, ,

Hinh 2.34

d
a
d,
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Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la
hinh binh hanh ABCD. Xic dinh giao
tuyén clia cdc mat phang (SAD) va (SBC).

Gidi
Ciac mat phang (SAD) va (SBC) c6 diém
chung S va lan 1 ot chia hai d ong thang
song song la AD, BC nén giao tuyén cua
chiing 1a d ong thing d di qua S va song
song v6i AD, BC (h.2.35).

Hinh 2.35

Vi du 2. Cho ttt dien ABCD. Goi I va J lan 1 ot 1a trung diém ctia BC va BD.
(P) 1a mat phang qua IJ va cat AC, AD lan 1 ot tai M, N. Chiing minh ring t&
gidc IJNM la hinh thang. Néu M la trung diém ctia AC thi t¢ gidc IJNM 1a
hinh gi ?

Gidi

Ba mat phellng (ACD), (BCD), (P) doi mot
cat nhau theo céc giao tuyén CD, IJ, MN.
VilJ///CD (IJ1ad ong trung binh ciia tam
gidc BCD) nén theo dinh i 2 ta co
IJ /| MN. Vay tit gidc I/JNM la hinh thang
(h.2.36).

Néu M Ia trung diém ctia AC thi N 1a trung
diém ctia AD. Khi do6 td gidc I/NM c6 mot
cdp canh doi vira song song vira bang nhau
nén la hinh binh hanh.

Trong hinh hoc phang néu hai d ong thing phan biét cling song song véi
d ong thang thit ba thi ching song song véi nhau. Piéu nay van diing trong
hinh hoc khong gian.

Dinh If 3

|
Hai d ong thdng phdn biét i
cung song song voi d ong a b

thdang thit ba thi song song
voi nhau (h.2.37).

|
|
._ |
!
Khi hai d ong thiang a va b cling song song > h,/*\\ /B
v6i d ong thang ¢ ta ki hieu a // b // ¢ va
goi la ba d ong thdng song song. Hinh 2.37




Vi du 3. Cho tit dién ABCD. Goi M, N, P, Q,RvaSlan|1 ot la trung diém cla
cdc doan thang AC, BD, AB, CD, AD va BC. Chiing minh ring céc doan thang
MN, PQ, RS déng quy tai trung diém ctia méi doan.

Giai
(Xem hinh 2.38)

Trong tam gidc ACD ta c6 MR la
d ong trung binh nén
MR/ CD

1
MR:%CD. M

T ong tu trong tam gidc BCD, ta c6

SN //CD

2
SN:%CD. @

Hinh 2.38

MR [/ SN

Tu (1) va (2) ta suy ra
(1) va (2) ta suy {szmv

Do d6 it gidc MRNS 1a hinh binh hanh. Nh vay MN, RS cat nhau tai trung
diém G clia moi doan.

Li luan t ong tu, ta ¢4 t& gidc PROS ciling 12 hinh binh hanh nén PQ, RS cat
nhau tai trung diém G clia mdi doan. Vay PQ, RS, MN déng quy tai trung
diém ctia méi doan.

B ITAP

1. Cho tt dién ABCD. Goi P, Q, R va S 1a bon di€ém lan 1 ot 14y trén bon canh AB,
BC, CD va DA. Chiing minh rang néu bon diém P, Q, R va S dong phang thi

a) Bad ong thang PQ, SR va AC hoic song song hoac dong quy ;
b) Bad ong thang PS, RQ va BD hoac song song hoic dong quy.
2. Cho tit dién ABCD va ba di€ém P, Q, R 1an | ot ldy trén ba canh AB, CD, BC.
Tim giao diém S ctia AD va mat phang (PQOR) trong hai tr ong hop sau day.
a) PR song song v6i AC ;
b) PR cat AC.

59



3. Cho tit dién ABCD. Goi M, N lan 1 ot la trung diém ctia céc canh AB, CD va G
1a trung diém ctia doan MN.

a) Tim giao diém A’ cha d Ong thang AG va mat phang (BCD).

b) Qua M ké d ong thing Mx song song v6i AA’ va Mx cat (BCD) tai M’
Chiing minh B, M’, A’ thang hang va BM’=M'A" = A’N.
¢) Ching minh GA =3GA".

3.D ONG THANG
VA MAT PHANG SONG SONG

LVITRIT ONGPOICUADP ONG THANG VA MAT PHANG

Cho d ong thang d va mat phang (). Tuy theo s6 diém chung clia d va (), ta
co ba tr ong hop sau (h.2.39).

[T T

dll (o) dn (o) = (M) dc(a)

Hinh 2.39

edv (a)khong cé diém chung. Khi do ta noi d song song vé6i (a) hay («)
song song v6i d vaki hiéu lad // (o) hay (@) // d.

oedv (a)cémotdiém chung duy nhdt M. Khi do ta n6i d va (a) cdt nhau tai
diém M va ki hieulad N (a)= {M| hayd N () =M.

edv (a)cé tir hai diém chung trd lén. Khi do, theo tinh chat 3 1, d ndm
trong (@) hay (&) chia d va ki hiéu d — (@) hay () o d.

A1 Trong phong hoc hay quan sat hinh dnh clia d ong thang song song véi mat phang.
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II. TINH CHAT

Dé nhan biét d ong thang d song song v6i mat phing () ta c6 thé can cit vio
s6 giao diém cuia ching. Ngoai ra ta c6 thé dua vao céc ddu hiéu sau day.

. Dinh Ii 1
Néu d ong thang d khong nam trong mdit phang (o) va d song
song voi d ong thang d’ nam trong () thi d song song véi ().

Chitng minh
Goi () 1a mat phang xac dinh boi
hai d ong thang song song d, d’. L d \
Tacé (o) N (P)=d (h240).
Néu d N (@) = {M} thi M thuoc d \
giao tuyén cua (@) va (f) la d" hay a

d N d = {M}. Diéu nay mau
thudn véi gia thiét d // d'.

Vay d // (a).

Hinh 2.40

Az Cho t(r dién ABCD. Goi M, N, P lan | ot la trung diém clia AB, AC, AD. Céc
d dong thang MN, NP, PM c6 song song v&i mat phang (BCD) khéng ?

. Dinhli2
Cho d ong thang a song song véi mdt phang (). Néu mqit

phdng (P) chita a va cdt (o) theo giao tuyén b thi b song song
voi a (h.2.41).

Hinh 2.41

Vi du. Cho i dién ABCD. Lay M 1a diém thuoc mién trong clia tam gidc ABC.
Goi (a) 1a mat phang qua M va song song vé6i cidc d ong thang AB va CD. Xac
dinh thiét dién tao bi (@) va td dien ABCD. Thiét dién d6 12 hinh gi ?

61



62

Gidi
Mait phéng ( ) di qua M va song song v6i AB nén () cat mat phang (ABC)
(chita AB) theo giao tuyén d di qua M va song song v6i AB. Goi E, F lan 1 ot
1a giao diém cua d v6i AC va BC (h.2.42).
A

Mat khac, ( ) song song v6i CD nén
( ) cat (ACD) va (BCD) (la cdc mat HW
phang chita CD) theo cic giao tuyén
EH va FG cung song song véi CD
(H € AD vaG € BD).
B D
Ta c6 thiét dién 1a t& gidc EFGH. Hon
nita ta c6 F
( ) /| AB va (ABD) ~ () = HG, tix d6 © Hinh242
suy ra HG /| AB.

T giac EFGH c6 EF /| HG (// AB) va EH // FG (// CD) nén né 1a hinh binh hanh.

Tu dinh i 2 ta suy ra hé qua sau.
Hé qud T

Néu hai mdt phdng phdn d'

biét cung song song voi d
mot d ong thdng thi giao ,_é

tuyén cua chiing (néu co)

cing song song VOi
d ong thang dé (h.2.43). Hinh 2.43

Hai d ong thing chéo nhau thi khong thé cling nim trong mot mat phang.
Tuy nhién, ta c6 thé tim d oc mat phang chtta d ong thang niy va song song
v6i d ong thang kia. Dinh 1i sau day thé hién tinh chat dé.

. Dinhli3
Cho hai d ong thing chéo nhau. Cé duy nhdt mot mdt phang
chita d ong thang nay va song song véi d ong thdng kia.

Chitng minh

Gia sirta c6 hai d ong thang chéo nhau a va b.



L4y diém M bat ki thuoc a. Qua M ké b
d ong thang b’ song song véi b. Goi
( ) 12 mat phang x4c dinh béi a va b’

b/
(h.2.44). ~
Tacé:b//b'vab' < (), turdosuyra a
bll(). ¢
Hon nita ( ) > anén () 12 mat phang can tim. Hinh 2.44

Ta chitng minh () 13 duy nhat. That vay, néu c6 mot mat phang () khac ( ),
chita @ va song song véi b thi khi d6 ( ), (A la hai mat phang phan biét cling
song song v6i b nén giao tuyén cua chung la a, phai song song véi b. Diéu
nay mau thuan véi gia thi€t a va b chéo nhau.

T ong tu ta c6 thé chiing minh c6 duy nhat mot mat phang chia b va song
song Vvéi a.

B ITAP

1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong cling nim trong mot mat phang.
a) Goi O va O'lan 1 ot la tam cta cac hinh binh hanh ABCD va ABEF. Chiing
minh ring d ong thing OO’ song song v6i cic mat phang (ADF) va (BCE).
b) Goi M va N lan 1 ot la trong tam cua hai tam gidc ABD va ABE. Ching
minh d ong thang MN song song v6i mat phing (CEF).
2. Cho tit dién ABCD. Trén canh AB 1ay mot diém M. Cho () 1a mat phang qua M,
song song v&i hai d ong thang AC va BD.
a) Tim giao tuyén cta () véi cdc mat cua tu dién.
b) Thiét dién ctia t dién cat boi mat phang () 1 hinh gi ?
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a mot ti gidc 16i. Goi O 1a giao diém
cta hai d dng chéo AC va BD. Xac dinh thiét dién cua hinh chép céit boi mat
phéng ( ) di qua O, song song v6i AB va SC. Thiét dién d6 la hinh gi ?
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4. HAI MAT PHANG SONG SONG

Hinh 2.45

L. PINH NGHIA ﬁ{

Hai mdt phing (), (B) d oc goi la song song
véi nhau néu chiing khong cé diém chung.

B

Khi d6 ta ki hieu ( ) // (B hay (B) // () Hinh 2.46
(h.2.46).

A cho hai méat phang song song ( ) va (4. d
D dng thang d ndm trong ( ) (h.2.47). H3i d 4 \

va (/) co diém chung khong ?

II. TINH CHAT 4{

& Dinh i1

Hinh 2.47

Néu mdt phang () chita hai d ong thang cdt nhau a, b va a, b
. cung song song voi mdt phdng (B) thi () song song voi (f3).

Chitng minh

Goi M1 giao diémcuaav b.

Vi () chitaa m a song song v6i () nén ( ) v (A1 hai mat phang phan
biét. Ta can chiing minh ( ) song song véi (f).

64



Gia st (@) va (f) khong song song va

cat nhau theo giao tuyén c¢ (h.2.48). b
Ta co / >M<

all(B) .

(a)>oa =cl/la

(N (P)=c /ﬂ(

bil(B) Hinh 2.48
va s(ax)Db =c//b.

()N (p)=c

Nh vay tir M ta ké d oc hai d ong thang a, b cling song song véi c. Theo
dinh 1i 1, 2, diéu nay mau thuén. Vay (@) va (f) phai song song véi nhau.

Az Cho tir dién SABC. Hay dung mét phang (e) qua trung diém 7 clia doan SA v song
song véi mat phang (ABC).
Vidu 1. Cho tir dien ABCD. Goi G;,G,,G; lan 1 ¢t 1a trong tam cta cac tam
gidc ABC, ACD, ABD. Chimg minh mat phing (G,G,G;) song song v6i mat
phéng (BCD).

2

Giai

Goi M, N, P lan 1 ¢t 1a trung diém cua
BC, CD, DB (h.2.49). Ta c6 :

AG, 2
M € AG; va -z ;

AM 3

AG, 2
N eAG2 va =—;

3

AG
P € AG, va —3 -2

AP 3

. AG,  AG,
Do do6 m=m suy ra GG, /[ MN. Hinh 2.49
Vi MN nam trong (BCD) nén G,G, //(BCD).
AG, AG, . .

T ong tu W:F suy ra GGy //MP. Vi MP nam trong (BCD) nén

G,G; I/ (BCD). Vay (G,G,G3)// (BCD).
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Ta biét ring qua mot diém khong thuoc d ong thang d c6 duy nhat mot
d ong thang d’ song song véi d. Néu thay d ong thang d bdi mat phang ( )
thi d gc két qua sau.

Dinh I 2 A

Qua mét diém nam ngoai mot /a(
mdt phdng cho tr dc cé mot va

chi mot mdt phdang song song /[),(
véi mdt phdng da cho (h.2.50).

Hinh 2.50
Tir dinh 1i trén ta suy ra cac hé qua sau.

% Héqudl

Néu d ong thang d song song /( /

véi mdt phdng () thi qua d c6 B

duy nhdt mot mdt phdang song

song voi () (h.2.51). /

Hinh 2.51

. Héqud 2
Hai mdt phdng phdn biét cung song song voi mdt phdng thit
ba thi song song voi nhau.

Hé qua 3

Cho diém A khong ndm trén /c{
mdt phdang (). Moi d ong
thang di qua A va song song /(}A(
voi () déu ndam trong mdt B

phdng di qua A va song song
i ovoi () (h.2.52).

Hinh 2.52

Vi du 2. Cho ti dién SABC c6 SA = SB = SC. Goi Sx, Sy, Sz lan 1 ¢t 1a phan
giac ngoai cua cac goc S trong ba tam giac SBC, SCA, SAB. Ching minh :

a) Mat phang (Sx, Sy) song song v6i mat phang (ABC) ;

b) Sx, Sy, Sz cling ndm trén mot mat phang.



Hinh 2.53
a) Trong mat phang (SBC), vi Sx 1a phan gidc ngoai ctia goc S trong tam gidc
can SBC (h.2.53) nén Sx // BC. Tu d6 suy ra Sx // (ABC). (1)
T ong tu, ta c6 Sy // (ABC). (2) va Sz // (ABC).
Tu (1) va (2) suy ra : (Sx, Sy) // (ABC).
b) Theo hé qua 3, dinh i 2, ta c6 Sx, Sy, Sz 14 cdc d ong thang cling di qua S
va cling song song Vv6i (ABC) nén Sx, Sy, Sz cing nim trén mot mat phang di
qua $ va song song v6i (ABC).
Pinh Ii 3
Cho hai mdt phdng song song. Néu mot mdt phang cdt mdt
phdng n y thi ciing cdt mdt phdng kia v hai giao tuyén song

song voi nhau.

Chitng minh

Goi (@) va () 1a hai mat phang song song. Gia
str (») cat («) theo giao tuyén a. Do () chita a
(h.2.54) nén (») khong thé trang véi (B). Vi vay
hoic () song song véi (B) hoic () cat (B). Néu
(» song song véi () thi qua @ ta c6 hai mat
phing (@) va () clng song song v6i (f). Piéu
nay vo li. Do d6 () phai cat (). Goi giao tuyén
cta () va (p) lab.

Hinh 2.54
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Tacéa < (@)vab < (A ma(a)// (f)néna N b=J. Vay hai d ong thang
a va b cing ndm trong mot mat phang () va khong c6 diém chung nén a // b.

. Hé qud

Hai mdt phdng song song chdn trén hai cdt tuyén song song

nhitng doan thdng bdang nhau.
Chitng minh \a \b
Goi (@) va () 1a hai mat phang song song va \/\A’
(») 1a mat phang xdc dinh boi hai d ong A A \

thang song song a, b. Goi A, B lan 1 ot 1a

giao diém ctia d ong thang a véi () va (D) ;
A’,B’1an1 ot 1a giao diém cia d ong thang b /( B\) B
v6i (@) va (B) (h.2.55). Theo dinh 1f 3 ta c6 P

(@) /1(B) \ \
()N (a)=AA Hinh 2.55
(y)N(B)=BB

Tur d6 suy ra AA’// BB'.

Vi AB song song v6i A'B’ (do a song song v6i b) nén tit gidc AA'B'B 1a hinh
binh hanh.

Vay AB=A'B.

ITI. PINH LI TA-LET (THALES) A a4/

As Phat biéu dinh i Ta-ét trong hinh hoc phang / \
: . ) B ,
VS —
Dinh Ii 4 (Dinh 1i Ta-1ét) / \
Ba mdt phdng doéi mét song C /\\
song chdn trén hai cdt tuyén /,4 / C’ /
bdt ki nhitng doan thding / \
t ongung ti lé.

Hinh 2.56

Néu d, d’ 1 hai cét tuyén bat ki cat ba mat phang song song (@), (), (7 lan
1 ot tai cac diem A, B, C va A’, B, C’ (h.2.56) thi

AB _BC _CA
AB BC CA
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IV. HINH LANG TRUV HINH HOP
Cho hai mat phang song song (@) vd (a'). Trén (a) cho da gisc 16i
AjA, ... A . Quacdc dinh A, A,, ..., A, taVvécdc d ong thang song song
véinhau vacat (') 1an1 ottai A[, A}, .., A,

Hinh gom hai da gidc AA,.. A, AjA;... A va cdc hinh binh hanh

AAAY A, AyAYALAs, ...y A A AT, d ge goi 1 hink lang tru va d gc ki

hieu 12 AjA,... A AIA}... A' (h.2.57),
Hai da gidc AA,... A, va

AjAy . AL d gc goi la hai mat day

cta hinh lang tru.

— Cic doan thang A/A], A,A),...,

A A d gc goi la cdc canh bén cla

hinh lang tru.
Céc hinh binh hanh A;A/ASA,,
A2AéAéA Y e AnA’;A]'A1 d oc goi

la cac mdt bén cua hinh lang tru.

— Cac dinh cua hai da giac d oc goi
la cac dinh clia hinh lang tru. Hinh 2.57

Nhdn xét

o C4c canh bén ctia hinh lang tru bang nhau va song song véi nhau.
o Cac mat bén cua hinh lang tru 1a cdc hinh binh hanh.

e Hai ddy ctia hinh lang tru 1a hai da gidc bang nhau.

Ng 0i ta goi tén ctia hinh lang tru dua vao tén cua da giac ddy, xem hinh 2.58.

7 \_ ] P

Hinh lang tru tam giac Hinh Iang tru t& giac Hinh lang tru luc giac

Hinh 2.58
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e Hinh lang tru c¢6 ddy la hinh tam gidc
d oc got 1a hinh ldng tru tam gidc.

e Hinh lang tru c¢6 ddy la hinh binh hanh
d oc goi la hinh hop (h.2.59).

V. HINH CHOP CUT Hinh 2.59

70

Dinh nghia

Cho hinh chop S.A(A, ... A, ; mOt mat

phang (P) khong qua dinh, song song véi
mat phang ddy cua hmh chép cét cac
canh SAl, SAQ, ey n lan 1 ot tai A ,

A,, .., A, . Hinh tao boi thiét dién
AA, .. A vaddy AjA,... A cla hinh
chép cung véi cdc ti gidc AjA,A A,
Ay A3 A A,, .., A AJAIA, g0t 1a hinh Hinh 2.60
chop cut (h.2.60).

Ddy cta hinh chép goi la ddy Ion cta hinh chop cut, con thi€t dién AA, ... A,

goi 1a ddy nhd cla hinh chép cut. Céc td gide AjA,AyA|, A A3AZA,, ...,

A AlAA, goi la cic mdt bén cua hinh chép cut. Cic doan thing

AlAl AYA,y,. A A, goi la cdc canh bén cha hinh chop cut.

Tuy theo dady la tam gidc, t& gidc, ngl giac ..., ta cO hinh chop cut tam gidc,

hinh chop cut tw gidc, hinh chop cut ngii gidc, ...

Vi hinh chép cut d ¢c cit ra tir mot hinh chép nén ta dé dang suy ra cdc tinh

chat sau day cua hinh chép cut.

Tinh chét

1) Hai day la hai da gidc co cdc canh t ong uing song song va
cdc 11 6 cdc cdp canh t ong ting bang nhau.

2) Cac mdt bén la nhitng hinh thang.

. 3) Cdc d ong thdang chita cdc canh bén dong quy tai mot diém.



B ITAP

1. Trong mat phang ( ) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lan 1 ot vé
bon d ong thing a, b, ¢, d song song v6i nhau va khong nim trén (). Trén a,
b,clan1 ¢tlay ba diém A’, B’, C' tuy y.

a) Hay xdc dinh giao diém D’ clia d dng thang d v6i mat phiang (A'B'C).
b) Chitng minh A’B'C’D’ 1a hinh binh hanh.

2. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C". Goi M va M’ 1an 1 ¢t 1a trung diém ctia

cac canh BC vaB'C".

a) Ching minh rang AM song song vGi A'M’.

b) Tim giao diém ctia mat phang (AB’C’) v6i d ong thang A'M.

c¢) Tim giao tuyén d clia hai mat phang (AB'C") va (BA'C").

d) Tim giao diém G clia d ong thing d v6i mat phang (AM'M).
Chitng minh G 1a trong tam cua tam gidc AB'C".

3. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D".

a) Ching minh ring hai mat phing (BDA’) va (B'D'C) song song vdi nhau.

b) Ching minh rang d dng chéo AC’ di qua trong tam G, va G, cua hai tam
gidc BDA'vaB'D'C.

¢) Ching minh G, va G, chia doan AC" thanh ba phan biang nhau.

d) Goi O vaIlan1 ot la tam cta cdc hinh binh hanh ABCD va AA'C'C. Xac
dinh thiét dién clia mat phang (A’70) vé6i hinh hop da cho.

4. Cho hinh chép S.ABCD. Goi A 1a trung diém clia canh SA va A, 1a trung diém
ctia doan AA;. Goi ( ) va (A la hai mat phang song song véi mat phang
(ABCD) valan 1 ot di qua A, A,. Mat phang ( ) cat cic canh SB, SC, SD lan
1 ot tai B, C;, D;. Mat phang () cat cdc canh SB, SC, SD lan | ¢t tai B,, C,,
D,. Ching minh :

a) By, Cy, D 1an1 ot la trung diém cta cdc canh SB, SC, SD ;
b) B{B, =B,B,C,C, =C,C,DD>,=D,D ;
¢) Chi ra céc hinh chép cut c6 mot ddy la ti gidc ABCD.
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5. PHEP CHIEU SONG SONG.
HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

1. PHEP CHIEU SONG SONG
A M
Cho mat phang () va d ong thang A cit (). \ \\

V6i méi diém M trong khong gian, d Ong
thang di qua M va song song hoic tring w
\\
a \

véi A s& cit () tai diém M' xé4c dinh. \
biém M'd ¢c goi 1a hinh chiéu song song \
cia diém M trén mat phing (a) theo

ph ong clia d ong thang A hodc néi gon Hinh 2.61

la theo ph ong A (h.2.61).

Mait phing (&) goi 1a mdt phdng chiéu. Ph ong A goi 1a ph ong chiéi.

Phép dat t ong tng mdi diém M trong khong gian vé6i hinh chi€u M' clia né
trén mat phang () d oc goi 1a phép chiéu song song lén (o) theo ph ong A.
Néu A 1a mot hinh nao d6 thi tap hop 4 ' cac hinh chiéu M’ cla tit ca
nhitng diém M thuoc H d oc goi 1a hinh chiéu ctia € qua phép chiéu song

song noi trén.

Chii y. Néu mot d ong thang c6 ph ong tring v6i ph ong chiéu thi hinh
chiéu ctia d ong thang d6 1a mot diém. Sau day ta chi xét c4c hinh chi€u ctia
nhitng d ong thang c6 ph ong khong triing véi ph ong chiéu.

1. CAC TINH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG

Dinh Ii 1 .

a) Phép chiéu song A B

song bién ba diém A

thang hang thanh ba \ \ \
diém thdng hang va

khong lam thay doi A’ B’ o

thit tw ba diém dé @
. (h.2.62).

Hinh 2.62
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. b) Phép chiéu song song bién d ong thdng thanh d ong
thang, bién tia thanh tia, bién doan thdng thanh doan thdng.

¢) Phép chiéu song song bién hai d ong thang song song thanh
hai d ong thang song song hodc tring nhau (h.2.63 v h.2.64).

o
Hinh 2.63 Hinh 2.64
% d) Phép chiéu song song khong lam thay doi ti s6’ do dai ciia
hai doan thdng nam trén hai d ong thang song song hodc
ciing ndm trén mot d ong thang (h.2.65 v h.2.66).
C
A D
A 4 5
A C p
[ ]
) o D
(A B /p< A Fe
AB_ A AB_ A
CD C'D CD C'D
Hinh 2.65 Hinh 2.66
A1 Hinh chiéu song song clia mét hinh A B

vuéng co thé 1a hinh binh hanh
d gc khong ?
F c
Az Hinh 2.67 co thé 1a hinh chiéu \M

song song cla hinh luc giac déu E D
d oc khéng ? Tai sao ?

Hinh 2.67
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IIL. HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN TREN MAT PHANG

Hinh biéu dién ctia mot hinh 4 trong khong gian 13 hinh chi€u song song
ctia hinh & trén mot mat phang theo mot ph ong chi€u nao dé hoac hinh
dong dang vai hinh chiéu do.

As Trong céc hinh 2.68, hinh nao biéu dién cho hinh lap ph ong ?

|
|
|
|
|
|
|
J S E—

|
|
|
1
|
|
/R R,
/

Hinh 2.68
Hinh biéu dién cua cac hinh th ong gap
Tam gidc. Mot tam giac bat ki bao gid cling c6 thé coi 1a hinh biéu dién clia

mot tam gidc c6 dang tuy y cho tr Gc (c6 thé 1a tam gidc déu, tam gidc can,
tam gidc vuong, v.v ...) (h.2.69).

L L L

Hinh 2.69

Hinh binh h nh. Mot hinh binh hanh bat ki bao gi¢ ciing c6 thé coi 1a hinh
biéu dién clia mot hinh binh hanh tuy }’/ cho tr dc (c6 thé 1a hinh binh hanh,
hinh vuong, hinh thoi, hinh chit nhat ...) (h.2.70).

[T

Hinh 2.70
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e Hinh thang. Mot hinh thang bat

ki bao gid ciing c6 thé coi 1a hinh

biéu dién ctia mot hinh thang tuy d
y cho tr Gc, mién 1a ti s6 do dai

hai ddy cta hinh biéu dién phai

bang ti s6 do dai hai ddy cta hinh

thang ban dau.

e Hinh tron. Ng 01 ta th ong
ding hinh elip dé biéu dién cho
hinh tron (h.2.71).
A4 Céc hinh 2.69a, 2.69b, 2.69c¢ Ia hinh
biéu dién clia cac tam giac nao ?

Hinh 2.71
A Cac hinh 2.70a, 2.70b, 2.70¢, 2.70d
la hinh biéu dién cla cac hinh binh .
hanh nao (hinh binh hanh, hinh @\

thoi, hinh vuéng, hinh chi nhat) ? / A\\ \B /
As cho hai mat phang ( ) va (/) song 2 \ \

song Vv6i nhau. B dng thang a cét \ \

()va (P lan | ot tai A va C. C\ \

P dng thang b song song véi a cét /,< \ D

( )va (B lanl ottai BvaD. \ \

Hinh 2.72 minh hoa néi dung néu trén ding hay sai ? Hinh 2.72

., - 2 - = ~ - 2
Cach bicu dien ngi1 giac deu

Mot tam gidc bat ki ¢6 thé coi 1a hinh biéu dién clia mot tam gidc déu. Mot
hinh binh hanh ¢6 thé coi 1a hinh bi€u dién clia mot hinh vuong. Daoi vé6i ngi
gidc déu, hinh biéu dién nh thé nao ?

Gia str ta c6 ngii gidc déu ABCDE véi cac d ong chéo AC va BD cat nhau &
diém M (h.2.73). Ta thay hai tam gidc ABC va BMC la dong dang (tam giéc
can c6 chung goc C & day).
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Tac) —=——- (1)

BC MC

B
/N A
A C Al %\

M Ml Cl

E D E, D,

Hinh 2.73 Hinh 2.74

Mat khéc vi tit gidc AMDE 1a hinh thoi nén AM = AE = BC, do d6
AC  AM

AM MC

bat AM =a, MC = x, taco

(1) <

at+x a ng(\/g_l)
L e lia-dt =0
a 4 x= %(—\B 1) (loai).
Mc 5-1 2 _ BM 2
Suyra —=——~— v r—-

= A —~—
AM 2 3 MD 3

Cic ti s6 nay giit nguyén trén hinh biéu dién. Dé xdc dinh hinh biéu dién, ta
v& mot hinh binh hanh A;M D E, bét ki 1am hinh biéu dién cla hinh thoi

AMDE (h.2.74). Sau d6 kéo dai canh AjM| mot doan M,C, = %MIA1 va kéo

. 2
dai canh DM thém mot doan M B = ngDl'

N6i cac diém Ay, By, Cy, Dy, E; theo thit tu d6 ta d gc hinh bi€u dién ctia mot

ngil gidc déu.



CAUHOI ON TAP CH ONG II

. Hay néu nhiing céch x4c dinh mat phang, ki hiéu mat phang.

. Thé nao 1a d ong thang song song véi d ong thang ? D Ong thing song song
v6i mat phang ? Mat phang song song v6i mat phang ?

3. Neéu ph ong phdp chiing minh ba diém thang hang.

. Néu ph ong phdp chitng minh ba d ong thang déng quy.

. Néu ph ong phdp chiing minh

D ong thiang song song véi d ong thing ;
D ong thang song song v6i mat phang ;
Mait phing song song véi mat phang.

. Phat bi€u dinh Ii Ta-lét trong khong gian.

. Néu cich xdc dinh thiét dién tao béi mot mat phang v6i mot hinh chép, hinh
hop, hinh lang tru.

BAI TAP ON TAP CH ONG II

. Cho hai hinh thang ABCD va ABEF c6 chung ddy 16n AB va khong cing nam
trong mot méat phang.
a) Tim giao tuyén clia cic mat phang sau :

(AEC) va (BFD) ; (BCE) va (ADF).

b) Ldy M 1a diém thuoc doan DF. Tim giao diém ctia d ong thang AM vé6i mat
phéng (BCE).

c¢) Chitng minh hai d ong thang AC va BF khong cat nhau.
. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh. Goi M, N, P theo thit

tu 12 trung diém clia c4c doan thang SA, BC, CD. Tim thiét dién ctia hinh chép
khi cat béi mat phang (M NP).

Goi O 1a giao diém hai d ong chéo cua hinh binh hanh ABCD, hay tim giao
diém clia d ong thang SO véi mat phiang (MNP).

. Cho hinh chép dinh S ¢6 day la hinh thang ABCD véi AB la day 16n. Goi M, N
theo thit tu 1a trung diém ctia cdc canh SB va SC.

a) Tim giao tuyén clia hai mat phang (SAD) va (SBC).
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b) Tim giao diém ctia d ong thing SD v6i mat phang (AMN).

¢) Tim thiét dién ctia hinh chép S.ABCD cit béi mat phang (AMN).

Cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lan | ot v& bon nilta d dng thang
Ax, By, Cz, Dt & cung phia d6i véi mat phang (ABCD), song song vé6i nhau va
khong nam trong mat phiang (ABCD). Mot mat phang ( ) 1an 1 ot cat Ax, By,
CzvaDttai A, B, C'vaD'

a) Chitng minh mat phang (Ax, By) song song véi mat phing (Cz, Dt).

b) Goil/ =AC n BD,J =A'C’ n B’D’. Chiing minh /J song song v6i AA".

c) ChoAA’=a, BB’=b, CC’"=c. Hay tinh DD".

CAU HOI TRAC NGHIEM CH ONG II

Tim ménh dé€ sai trong cdc ménh dé sau day :

(A) Néu hai mat phang c6 mot diém chung thi chiing con c6 vo s6 diém chung
khac nira ;

(B) Néu hai mat phang phan biét cling song song v6i mat phang thit ba thi
ching song song v6i nhau ;

(C) Néu hai d@ ong thang phan biét cling song song v6i mot mat phang thi song
song v6i nhau ;

(D) Néu mot d ong thang cat mot trong hai mat phang song song vé6i nhau thi
s& cat mat phang con lai.

Néu ba d ong thang khong cling nim trong mot mat phang va doi mot cat
nhau thi ba d ong thang d6

(A) bong quy ; (B) Tao thanh tam giéc ;
(C) Trung nhau ; (D) Cung song song v6i mot mat phang.
Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé trén. A

Cho tit dién ABCD. Goi I, J va K lan 1 ot la
trung diém ctia AC, BC va BD (h.2.75). Giao
tuyén ctia hai mat phang (ABD) va (IJK) 1a 1

(A)KD;

(B) K1 ;

(C) b ong thang qua K va song song v6i AB ;
(D) Khong co.

C p—

J

B

Hinh 2.75



4. Tim ménh d¢ ding trong cdc ménh d¢ sau :

(A) Néu hai mat phang ( ) va (f) song song v6i nhau thi moi d ong thang nim
trong () déu song song véi (/) ;

(B) Néu hai mat phang ( ) va (/) song song véi nhau thi moi d ong thang nam
trong ( ) déu song song v6i moi d ong thang nam trong (/) ;

(C) Néu hai d ong thang song song v6i nhau 1dn 1 ¢t nam trong hai mat phang
phan biét () va (p) thi () va (f) song song véi nhau ;

(D) Qua mot diém nam ngoai mat phang cho tr éc ta vé d oc mot va chi mot
d ong thang song song v6i mat phang cho tr 6c do.

5. Cho ti dién ABCD. Goi M va N lan1 ot la A

trung diém cta AB va AC (h.2.76), E 1a

diém trén canh CD vé6i ED = 3EC. Thiét

dién tao bdi mat phang (MNE) va tit dién M

ABCD la:

(A) Tam gidc MNE ; D

(B) T¢ gidc MNEF vé6i F 1a diém bat ki
trén canh BD ;

(C) Hinh binh hanh MNEF véi F 1a diém C
trén canh BD ma EF [/ BC ;

(D) Hinh thang MNEF véi F 1a diém trén
canh BD ma EF // BC.

Hinh 2.76

6. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C".
Goi I, J lan 1 ot la trong tam cla cdc tam ,
giac ABC va A'B’C’ (h.2.77). Thiét dién tao A’ ¢

béi mit phiang (ALJ) vé6i hinh lang tru da
cho la

(A) Tam gidc can ;

(B) Tam gidc vuong ;

(O) Hinh thang ;

(D) Hinh binh hanh. A

7. Cho ti dién déu SABC canh bang a. Goi I
la trung diém clia doan AB, M la diém di
dong trén doan Al. Qua M v& mat phang Hinh 2.77
() song song v&i (SIC).

B
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Thiét dien tao bdi ( ) va ta dien SABC 1a

(A) Tam gidc can tai M ; (B) Tam gidc déu ;
(C) Hinh binh hanh ; (D) Hinh thoi.

Vi gia thiét cua bai tap 7, chu vi cua thiét dién tinh theo AM = x 1a
(A) x(1 ++/3); (B) 2x(1 ++/3) ;

(©) 3x(1 +/3) ; (D) Khong tinh d oc.

Cho hinh binh hanh ABCD. Goi Bx, Cy, Dz 1a cidc d ong thiang song song véi
nhau lan 1 ot di qua B, C, D va nam vé mot phia clia mat phang (ABCD), dong
thoi khong nim trong mat phang (ABCD). Mot mat phang di qua A va cét By,
Cy,Dzlan1 ottai B’, C’, D' v6i BB’=2, DD’ = 4. Khi d6 CC’ bang

(A)3; (B) 4
©5; (D) 6.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Hai d ong thing phan biét ciing nim trong mot mat phang thi khong
chéo nhau ;

(B) Hai d ong thang phan biét khong cat nhau thi chéo nhau ;

(C) Hai d@ ong thang phan biét khong song song thi chéo nhau ;

(D) Hai d ong thang phan biét 1an 1 ot thuoc hai mat phang khdc nhau thi
chéo nhau.

Cho hinh vuéng ABCD va tam gidc déu SAB nam trong hai mat phing khic

nhau. Goi M 14 diém di dong trén doan AB. Qua M vé& mat phang ( ) song song

v6i (SBC).

Thiét dién tao bdi () va hinh chép S.ABCD 1a hinh gi ?

(A) Tam giéc ; (B) Hinh binh hanh ;

(C) Hinh thang ; (D) Hinh vuong.

Vi gia thiét clia bai tap 11, goi N, P, Q lan 1 ot 1a giao clia mat phang ( ) v6i
cac d ong thang CD, DS, SA. Tap hop cic giao diém I cha hai d ong thang
MQ va NP la

(A) D ong thang ; (B) Nltad ong thang ;
(C) Poan thang song song vdi AB ; (D) Tap hop rong.



bqwcébkérz

Ta-lét. ng 0i dau tién
phat hién ra nhat thuc

Moi ng 6i ching ta déu biét dén dinh Ii Ta-1ét trong hinh hoc phéng va trong
hinh hoc khong gian. Ta-1ét 1a mot th ong gia, mot ng 0i thich di du lich va
mot nha thién van kiém triét hoc. Ong 12 mot nha bac hoc thdi ¢ Hi Lap va 1a
ng oi sang 1ap ra tr ong phdi triét hoc tu nhién & Mi-1ét. Ong ciing d oc xem
1a thuy t6 ctia b6 mon Hinh hoc. Trong lich st bd mon Thién van, Ta-1ét 1a
ng Oi dau tién phat hién ra nhat thuc vao ngay 25 thang 5 nam 585 tr 6c
Cong nguyén. ng da khuyén nhitng ng oi di bién xdc dinh ph ong h 6ng
bang cach dua vao chom sao Tiéu Hung Tinh.

O docthem
Gioi thiéu ph ong phap tién dé
frong viec xay dung hinh hoc

Trong lic chuyén trd, Hin-be (Hilbert) ndi dua réng
“Trong hinh hoc, thay cho diém, d ong thdng,
mdt phdng ta cé thé néi vé cdi ban, cdi ghé

va nhang céc bia.”

Tur thé ki thit ba tr ¢ Cong nguyén, qua tic phadm “Co ban”, O-clit 1a ng 0i
dau tién dat nén méng cho viéc dp dung ph ong phép tién dé trong viéc xay
dung hinh hoc.  t Ong tuyét voi nay cua O-clit d3 d ¢c hoan thién bai nhiéu
thé€ hé toan hoc ti€p theo va mai dén cudi thé ki XIX, Hin-be, nha toidn hoc
Diic, trong tac phdm “Co s& hinh hoc” xudt ban nam 1899 di d a ra mot hé
tien dé ngan, gon, ddy di va khong mau thudn. Ngay nay c6 nhiéu tic gia
khédc d a ra nhiing hé tién dé méi cua hinh hoc O-clit nh ng vé co ban van
dua vao hé tién dé Hin-be. Sau day ching ta s& tim hiéu so 1 gc vé ph ong
phap tién deé.
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1.Tiéndél gi?

Trong sdch gido khoa hinh hoc & tr ong phd thong, ching ta da gip nhiing
khdi niém ddu tién ctia hinh hoc nh diém, d ong thing, mat phang, diém
thuoc d ong thang, diém thuoc mit phang.v.v... Cic khdi niém nay d oc mo
ta bang hinh anh ctia ching va déu khong d ¢c dinh nghia. Ng 0i ta goi d6 1a
cc khdi niém co bdn va dung chiing dé dinh nghia cdc khai niém khéc. Hon
nita, khi hoc Hinh hoc, ching ta con gap nhitng ménh dé todn hoc thira nhan
nhiing tinh chit ding dan don gian nhat clia d ong thing va mat phing ma
khong chiing minh, d6 1a cac tién dé hinh hoc.

Thi du nh

C6 mot va chi mot d ong thang di qua hai diém phan biét cho tr 6c ;

C6 mot va chi mot mat phang qua ba diém khong thang hang cho tr 6c ;

Néu c¢6 mot d ong thang di qua hai diém clia mot mat phang thi moi diém
ctiad ong thang déu thuoc mat phang do ;
V. V...
Ng oi ta dua vao cdc tien dé Hinh hoc dé ching minh cdc dinh 1i cia Hinh
hoc va xay dung toan bo nodi dung cta nd. Mot hé tién dé hoan chinh phai
thoa man mot s6 diéu kién sau :

Hé tién dé phai khong mau thuén ;

Maoi tién dé ctia hé phai doc 1ap vdi céc tién dé con lai ;

He tién dé phai day du.
2. Cdc li thuyét hinh hoc. Ching ta biét rang mdi i thuyét hinh hoc ¢6 mot
hé tién dé riéng cta né. Riéng hinh hoc O-clit va hinh hoc Lo-ba-sép-xki chi
khéc nhau vé tién dé song song, con tat ca céc tién dé con lai cta hai i thuyét
hinh hoc nay déu giong nhau. Trong sich gido khoa Hinh hoc 16p 7, tién dé
O-clit vé d@ ong thang song song d oc phat biéu nh sau :

M d

“Qua mot diém M ndm ngoai mot d ong thdang a chi ¢c6 mot d ong thdng d
song song voi d ong thang a dé . Trong céc gido trinh vé co s& hinh hoc, tién
dé nay d ¢c goi la tiéen dé V clia O-clit. Su6t hon 2000 nam ng 0i ta da nghi



ngd cho rang tién dé V 1a mot dinh 1i chit khong phai 1a mot tién dé va tim
cach ching minh tién dé V tir cdc tién d€ con lai, nh ng tat ca déu khong di
dén két qua. Tién dé V con d oc phat biéu mot cach chinh xdc nh  sau:

“Trong mat phang x4c dinh b&i d ong thang a va mot diém M khong thudc a
c6 nhiéu nhat 12 mot d ong thang di qua diém M va khong cit a”. Sau d6
ng oi ta dat tén cho d ong thang khong cat @ néi trén 1a d ong thiang song
song Vvéi a.

Lo-ba-sép-xki 1a ng 0i ddu tién dat van dé thay tién dé O-clit bang tién dé
Lo-ba-sép-xkinh sau:

“Trong mdt phdng xdc dinh bdi d ong thang a va mot diém M khong thudc a
6 it nhdt hai d ong thdng di qua M va khong cdt a”.

A
v

Tur tién dé nay ng oi ta ching minh d ¢c téng cdc goéc trong mdi tam gidc
déu nho hon hai vuong va xay dung nén mot mon Hinh hoc méi 1a Hinh hoc
Lo-ba-sép-xki. Ngay nay, Hinh hoc Lo-ba-sép-xki c6 nhiéu ting dung trong
nganh Vat Ii vii tru va di tao nén mot b ¢ ngoit trong viéc 1am thay dai t
duy khoa hoc cua con ng 0i.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC TRONG
KHONG GIAN

R
0‘0

Vecto trong khong gian

* Hai d &ng thang vudng goéc

“* P &ng thang vudng goc véi mit phang
“* Hai mat phang vuéng goc

“ Khodang cach

X3

Trong ch ong nay chdng ta sé nghién cliu vé vectd
trong khong gian, dong thoi dua vao cac kién thiic cb
lien quan dén tap hdp cac vectd trong khéng gian dé
xay dung quan hé vuéng géc clia d dng thang, mat
phang trong khéng gian.




1. VECTO TRONG KHONG GIAN

16p 10 chiing ta d3 d ¢c hoc vé vecto trong mat phiang. Nhitng kién thitc ¢6
lién quan dén vecto da gidp ching ta lam quen v6i ph ong phap dung vecto
va diing toa do dé nghién cttu hinh hoc phang. Chiing ta biét ring tap hop céc
vecto nam trong mat phang nao dé 13 mot bo phan clia tap hop cic vecto trong
khong gian Do dé dinh nghia vecto trong kh0ng gian cfmg vGi mot s6 ndi
dung c6 lién quan dén vecto nh do dai cua vecto, su clng ph ong, cung
h 6ng cua hai vecto, gid ctia vecto, su bang nhau ctia hai vecto va cdc quy tac
thuc hién cdc phép todn vé vecto d gc xay dung va xdc dinh hoan toan t ong
tr nh trong mit phang. Tat nhién trong khong gian, ching ta s& gap nhitng
vin dé méi vé vecto nh  viéc xét su dong phang hoac khong dong phing clia
ba vecto hodc viéc phan tich mot vecto theo ba vecto khong dong phang.
Nhitng noi dung nay sé d oc xét dén trong cac phan ti€p theo sau day.

L. PINHNGHIA V CAC PHEP TOAN VE VECTG TRONG KHONG GIAN
Cho doan thang AB trong khong gian. Néu ta chon diém diu 1a A, diém cudi
1a B ta c6 mot vecto, d oc ki hiéu la AB.

1. Dinh nghia

Vecto trong khong gian la mot doan thdng cé h ong. Ki hiéu
AB chi vecto ¢6 diém ddu A, diém cudi B. Vecto con d oc ki
hiéula a, b, x, y, ...

Cac khai niém c6 lién quan dén vecto nh gia cua vecto, do dai cta vecto, su
cung ph ong, ciing h 6ng cua hai vecto, vecto - khong, su bing nhau cta hai
vecto, ... d gc dinh nghiat ong tu nh trong mat phang.

A1 Cho hinh tir dién ABCD. Hay chi ra cac vecto c6 diém dau | A v diém cudil cac
dinh con lai clia hinh tir dién. Cac vecto d6 co cling nam trong mét mat phang khong ?
Az Cho hinh hgp ABCD.A'B'C’'D".

Hay ké tén cac vecto co diém dau v diém cudi| céac dinh cla hinh hop v béng
vecto AB.

2. Phép cong v phép trir vecto trong khong gian
Phép cong va phép tru hai vecto trong khong gian d ¢oc dinh nghia t ong tu
nh phép cong va phép trir hai vecto trong mat phang. Phép cong vecto trong
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As Cho hinh hop ABCD.EFGH. Hay thuc
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khong gian ciing c¢6 cdc tinh chat nh  phép cong vecto trong mat phang. Khi
thuc hién phép cong vecto trong khong gian ta van c6 thé d4p dung quy tic ba
diém, quy tac hinh binh hanh nh d6i véi vecto trong hinh hoc phang.

Vi du 1. Cho ti dién ABCD. Ching minh : AC + BD = AD + BC.
Gidi A
Theo quy tic ba diém ta c6
AC = AD+DC (h.3.1).
Do d6 : AC+ BD = AD+DC + BD
= E)+(E)+D_C)

- — C
= AD+ BC. Hinh 3.1

hién cac phép toan sau day (h.3.2) :
a) AB+CD+EF +GH :
b) BE - CH.

Quy tic hinh hop

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ c6 ba
canh xuat phat tir dinh A 1a AB, AD,
AA’vacéd d ong chéo la AC'. Khi d6
ta c6 quy tac hinh hop 1a :

Hinh 3.2

AB+AD+AA' = AC'  (h.3.3).

Quy tic nay d ¢c suy ra tir quy tac
hinh binh hanh trong hinh hoc
phéng.

Hinh 3.3

3. Phép nhdn vecto vdi mot s6

Trong khong gian, tich cua vecto a v6i mot s6 k # 0 la vecto ka d ¢c dinh
nghia t ong tw nh trong mat phang va cé cdc tinh chit giong nh cédc tinh
chat did oc xét trong mat phang.



Vi du 2. Cho tit dien ABCD. Goi M, N lan 1 ¢t 1a trung diém cla céc canh
AD, BC va G la trong tam cta tam gidc BCD. Ching minh rang :

2) m:%(XB+D_C); b) AB+AC + AD =3AG.
Giai

a) Tac6 MN = MA+AB+BN va MN = MD+DC+CN (h.3.4).

Do d6 : 2MN = MA+MD+ AB +DC + BN +CN

Vi M la trung diém ctia doan AD nén

MA+MD=0 va N Ia trung diém cla

doan BC nén BN +CN = 0.

Do d6 MN =%(KB+D_C).

b) Ta c6 XB:A_G+EB,

AC=AG+GC,

Hinh 3.4

AD = AG +GD.
Suy ra AB+ AC + AD = 3AG + GB + GC +GD.
Vi G la trong tam ctia tam giac BCD nén GB+GC+GD =0.
Do d6 ta suy ra AB+AC + AD =3AG.

A4 Trong khong gian cho hai vecto a v b déu khac vecta - khdng. Hay xac dinh cac
vecto m=2a, n=-3bv p=m+n.

IL PIEU KIEN PONG PHANG CUA BA VECTO
1. Khdi niém vé su dong phdng ciia ba vecto trong khong gian
Trong khong gian cho ba vecto a, b, ¢ déu khac vecto - khong. Néu tir mot
diém O bitkitavé OA=a, OB=b, OC =c thi c6 thé x4y ra hai tr ong hop :

e Tr Ong hop cdc d ong thang OA, OB, OC khong cling nam trong mot mat
phang, khi d6 ta néi rang ba vecto a, b, ¢ khong dong phdng (h.3.5a).

87



88

Tr ong hop cidc d ong thang OA, OB, OC cling nim trong mot méat phang
thi ta néi ba vecto a, b, ¢ dong phdng (h.3.5b).

Trong tr ong hgp nay gid cta ciac vecto a, b, ¢ ludn ludn song song véi
mot mat phang.

%A B
ON\_b
c C
¢
C
a) Ba vectd a, b, ¢ khong dong phéng b) Ba vecto a, b, ¢ doéng phéng

Hinh 3.5

Chu y. Viéc xdc dinh su déng phing hoac khong dong phang clia ba vecto néi
trén khong phu thudc vao viéc chon diém O.

Tur do ta ¢6 dinh nghia sau day :

2. Dinh nghia

¢ Trong khong gian ba vecto d oc goi la dong phdng néu cdc

gid ciia chiing ciing song song véi mot mdt phdang (h.3.6).

S

Hinh 3.6

Vi du 3. Cho tit dien ABCD. Goi M va N lan 1 ot la trung diém ciia AB va
CD. Ching minh ring ba vecto BC, AD, MN dong phang.



Gidi
Goi P va Q lan1 ot 1a trung di€ém ctia AC
va BD (h.3.7). Ta c6 PN song song véi
MQ va PN = MQ = %AD. Vay tit gidc

MPNQ 1a hinh binh hanh. Mat phang
(MPNQ) chita d ong thing MN va song
song véi cac d ong thang AD va BC.

Ta suy ra ba d ong thing MN, AD, BC
cung song song v6l mot mat phang Do

d6 ba vecto BC, MN, AD dong phéng.

Hinh 3.7 Cc

As Cho hinh hop ABCD.EFGH. Goi I va K Ian | ot la trung diém clia cac canh AB va
BC. Chitng minh rang cac d dng thang IK va ED song song véi mat phang (AFC).

Tur d6 suy ra ba vecto AF, IK, ED déng phang.

3. Piéu kién dé ba vecto dong phdng

Tir dinh nghia ba vecto dong phang va tir dinh 1f vé su phan tich (hay biéu thi)
mot vecto theo hai vecto khong ciing ph ong trong hinh hoc phang ching ta
c6 thé chiing minh d oc dinh Ii sau day :

Pinh If 1
Trong khong gian cho hai vecto a, b khong cung ph ong va
vecto ¢. Khi dé ba vecto a, b, ¢ doéng phdng khi va chi khi
¢ cdp s6 m, n sao cho ¢ =ma+nb. Ngoai ra cdp sé m, n la
. duy nhdt.

AG Cho hai vecto a va b déu khac vecto 0. Hay xac dinh vecto ¢ =2a —b va giai
thich tai sao ba vecto a, b, ¢ déng phang.

A7 Cho ba vecta a, b, ¢ trong khong gian. Chimg minh rang néu ma +nb+ pc =0
va mot trong ba s6 m, n, p khac khong thi ba vecto a, b, ¢ déng phang.

Vi du 4. Cho ti dien ABCD. Goi M va N lan I ot la trung diém cia AB va
CD. Trén cdc canh AD va BC lan 1 ot lay cic diém P va Q sao cho

AP :%E) va B—Q:§§C. Ching minh ring bon diém M, N, P, Q cing

thudc mot mat phang.
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- Giai s
Tacé MN = MA+ AD+ DN
va MN = MB+BC +CN (h.3.8).
Do d6 2 MN = AD+ BC
hay E\]:%(EHB_C). (1)

Mat khéc vi A_P=§AD nénA_=% P,

Hinh 3.8

Dodotur(l)tasuyra:

N

%.§<zp+g—g)zi<m+ﬁp+@+@>.

ﬁN=%(VP+VQ),vi@+ﬁ/I:O.

— 3— 33— \ . )
H¢ thic MN = ZMP+ZMQ ching to ba vecto MN, MP, MQ dong phang
nén bon diém M, N, P, Q ciing thuoc mot mat phang.
Dinh 1i 1 cho ta ph ong phédp chiing minh su dong phang ctia ba vecto thong
qua viéc biéu thi mot vecto theo hai vecto khong cung ph ong.

Vé viéc biéu thi mot vecto bat ki theo ba vecto khong dong phang trong
khong gian, ng i ta chiing minh d ¢c dinh 1i sau day.

. Dinhli2

Trong khong gian cho ba
vecto khong dong phdng
a,b,c. Khi do voi moi
vecto x ta déu tim d oc mot
bo ba s m, n, p sao cho
X =ma+nb+ pc. Ngoai ra
bo ba s6'm, n, p la duy nhdt
. (h3.9).




Vi du 5. Cho hinh hop ABCD.EFGH ¢6 AB=a, AD=b, AE =c. Goi I la

trung diém ctia doan BG. Hay biéu thi vecto Al qua ba vecto a, b, c.

Giai

o 2 92 2 1 T o~
Vi la trung diém cua doan BG nén ta c6 Al = E(AB + AG)

trong do AG = AB+ AD + AE Z/B:\
= a+b+c (h.3.10). e
Tl 7>~
— 1 \ o=
Vay Al =—(a+a+b+c), suyra < 5 VU Wi
2 F T
Al =a +lb +lc. E
2 2 Hinh 3.10
B ITAP

1. Cho hinh lang tru ti gidc ABCD.A'B'C’'D’. Mt phang (P) cit cic canh bén AA’,
BB’, CC’, DD’ 1an 1 ot tai I, K, L, M. Xét cic vecto c6 cic diém ddu 1a cic
diém I, K, L, M va c6 céc diém cudi 1a c4c dinh cla hinh lang tru. Hay chi ra
cac vecto :

a) Cung ph ong véi IA ;
b) Ciing h 6ng véi IA ;
c) Ng oc h 6ng véi IA.
2. Cho hinh hop ABCD.A'B’C’D’. Chiing minh rang :
a) AB+B'C'+DD' = AC’ ;
b) BD-D'D-BD' = BB’ ;
¢) AC+BA'+DB+C'D=0.

3. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi S 1a mot diém nam ngoai mat phang chia hinh
binh hanh. Chiing minh ring : SA +SC =SB+ SD.
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Cho hinh t dién ABCD. Goi M va N lan 1 ot la trung diém ctia AB va CD.
Ching minh rang :

2) N=%(E+§C) :
b)m:%(A_C+E)).

Cho hinh t¢ dién ABCD. Hay xdc dinh hai diém E, F sao cho :

a) AE = AB+ AC + AD ;

b) AF = AB+ AC — AD.

Cho hinh t¢ dién ABCD. Goi G la trong tam cta tam gidc ABC. Chting minh
rang : DA+ DB+ DC =3DG.

Goi M va N lan 1 ot 1 trung diém clia cdc canh AC va BD cua ti dién ABCD.
Goi I 1a trung diém ctia doan thing MN va P la mot diém bt ki trong khong
gian. Chiing minh rang :

a) IA+IB+IC+ID=0 ;

b) PI :i(FA+FB+P—C+ﬁ)).

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C’ c6 AA'=a, AB=b, AC =c. Hay phan
tich (hay biéu thi) céc vecto B_'C, BC' qua céc vecto a, b, c.

Cho tam gidc ABC. Lay diém S nim ngoai mat phang (ABC). Trén doan SA 14y
diém M sao cho MS=-2MA va trén doan BC lay diém N sao cho
— 1 — N — . )

NB = —ENC. Chitng minh rang ba vecto AB, MN, SC dong phang.

Cho hinh hop ABCD.EFGH. Goi K 1a giao diém cta AH va DE, I 1a giao diém

ctia BH va DF. Chtng minh ba vecto AC, KI, FG déng phang.



2. HAID ONG THANG YUONG GOC

I. TICH VO H ONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

1. Goc giita hai vecto trong khéong gian

Dinh nghia

Trong khong gian, cho u va
v la hai vecto khac vecto -
khong. Ldy mot diém A bdt
ki, goi B va C la hai diém
sao cho XB:u, AC =v.
Khi dé ta goi goc BAC
(0° < BAC <180°) la gdc
giita hai vecto u va v Hinh 3.11
trong khong gian, ki hiéu la

(u,v) (h.3.11).

A1 Cho t(r dién déu ABCD ¢6 H | trung diém clia canh AB. Hay tinh géc gilta cac cap
vecto sau day :

a)XBv BC ; b)C_Hv AC.
2. Tich vo h ong cuia hai vecto trong khong gian
Dinh nghia
Trong khong gian cho hai vecto u va v déu khdc vecto - khong.

Tich vé h dng cia hai vecto u va v la mot so, ki hiéu la
u.v, d oc xdc dinh boi cong thiic :

u.y :|u|.|v|.cos(u,v)

Tr onghop u =0 hodac v=0 taquy 6c u.v =0.

Vi du 1. Cho tit dién OABC c6 cac canh OA, OB, OC doi mot vuong goc va
OA = OB = OC = 1. Goi M 1a trung diém cua canh AB. Tinh goc giita hai

vecto O_M va EC .
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Gidi
Ta c6 cos (O_M,EC) = %
OM|.|BC
_ OM.BC

V2 5
2

(h.3.12).

1 —_ —_ —_ —_
Mat khéc OM.BC = E(OA + OB) (OC - 0B)

Hinh 3.12

] — — — — — — —2
= E(OA.OC—OA.OB+OB.OC—OB )
Vi OA, OB, OC do6i mot vuong goc va OB = 1 nén
_— = = — — —2
OA.OC =0A.0B=0B.OC=0va OB =1.
Do d6 cos (OM, BC) = —% Vay (OM, BC)=120°.
Az Cho hinh 1ap ph ong ABCD.A'B'C'D’.

a) Hay phan tich céc vecto AC' va BD theo ba vecto AB, AD, AA'.
b) Tinh cos (AC', BD) vatirdo suy ra AC’ va BD vubng goc v6i nhau.

II. VECTG CHI PH ONG CUAP ONG THANG
1. Dinh nghia

i Vecto a khdc vecto - khong d oc

goi la vecto chi ph ong cua d ong A
thang d néu gid ciia vecto a song /
song hodc tring véi d ong thang d

Hinh 3.13
(h.3.13).

2. Nhdn xét

a) Néu a 1a vecto chi ph ong cliad ong thang d thi vecto ka vé6i k # 0 ciing
la vecto chi ph ong ctia d.
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b) Mot d ong thing d trong khong gian hoan toan d oc x4c dinh néu biét mot
diém A thuoc d va mot vecto chi ph ong @ clia nd.

c) Hai d ong thang song song v6i nhau khi va chi khi ching 13 hai d ong
thang phan biét va c6 hai vecto chi ph ong cling ph ong.

L. GOC GIUA HAIP ONG THANG TRONG KHONG GIAN

Trong khong gian cho hai d Ong thang a, b bat ki. T mot diém O nao d6
ta v& hai & ong thang a’ va b’ 1an 1 ot song song v6i a va b. Ta nhan thdy
rang khi diém O thay déi thi géc gitta @’ va b’ khong thay déi. Do d6 ta c6
dinh nghia :

1. Pinh nghia

i« Goc giita hai d ong thang a va b trong khong gian la géc giita
hai d ong thang a’ va b’ cung di qua mét diém va lan | ot
song song voi a va b (h.3.14).

L

Hinh 3.14
2. Nhdn xét

a) Dé x4c dinh géc gifta hai d ong thang a va b ta ¢ thé 14y diém O thuoc
mot trong hai d ong thang d6 réi vé mot d ong thang qua O va song song v&i
d ong thang con lai.

b) Néu u la vecto chi ph ong clia d ong thing a va v 1a vecto chi ph ong
ctiad ong thang b va (u,v)=a thi géc giita hai d ong thang a va b bang «o

néu 0° <a <90° va bing 180° —a néu 90° < a < 180°. Néu a va b song

song hodc tring nhau thi géc gitta chiing bing 0°.

As Cho hinh 4p ph ong ABCD.A’B'C’D". Tinh goc gitta cac cdp d ong thang sau day :
a)ABvaB'C’; b)ACvaB'C’; c)A'C’'vaB'C.
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Vidu 2. Cho hinh chop S.ABC c6 SA =SB =SC =AB=AC =a vaBC =a2.
Tinh géc giita hai d ong thang AB va SC.

Gidi p
Tacd cos (S_C, XB) = ﬁ
5c|.[4B]
AL AN T A B
_ BATACMAB 515,
a a\/z
-, — SA.AB+ AC.AB
cos (SC,AB) = 2 ¢ Hinh 3.15
p .

Vi CB? =(a\2)? =a* +a*> = AC? + AB*> nén AC.AB = 0. Tam gidc SAB

2
a

déu nén (SA,AB) = 120° va do d6 SA.AB= a.a.cos120° = - Vay:

2
a

cos (SC, AB) = 22 =—%- Do d6 (SC,AB) = 120°.
a

Ta suy ra goc giita hai d ong thang SC va AB bing 180° —120° = 60°.

IV. HAIP ONG THANG VUONG GOC
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1. Pinh nghia

Hai d ong thing d oc goi la vuéng géc véi nhau néu géc
giita chiing bang 90°.

Ng oi ta ki hiéu hai d ong thang a va b vuong goéc v6inhau laa L b.

2. Nhdn xét

a) Néu u va v lan 1 ot 1a c4c vecto chi ph ong clia hai d ong thang a va b
thi: a L b < uv =0.

b) Cho hai d ong thang song song. Néu mot d ong thang vuong goc véi
d ong thang nay thi cling vuong géc v6i d Ong thang kia.

c) Hai d ong thang vuong géc véi nhau c6 thé cat nhau hodc chéo nhau.



Vidu 3. Cho ttt dién ABCD ¢c6 AB 1. ACvaAB 1 BD.GoiPvaQlanl ¢tla
trung diém clia AB va CD. Chiing minh ring AB va PQ la hai d ong thang
vuong goc v6i nhau.

.o A

- Giai 2

Tacé PQ=PA+AC+CQ
- — - P,
va PQ=PB+BD+DQ (h.3.16).
Do d6 2 PQ = AC + BD.
o doé 2 PQ + 5 &S c
Vay 2 PO.AB = (AC + BD).AB 5
= AC.AB+ BD.AB=0 b

hay PO.AB =0 tic 1a PQ L AB. Hinh 3.16

A4 Cho hinh Iap ph ong ABCD.A'B'C'D’. Hay néu tén cac d ong thang di qua hai
dinh cla hinh lap ph ong da cho va vudng goc véi :
a)d ong thang AB ; b) d ong thang AC.

As Tim nhimg hinh &nh trong thuc t& minh hoa cho sif vudng goc clia hai d dng thang
trong khong gian (tr ong hop cat nhau va tr dng hop chéo nhau).

B ITAP

1. Cho hinh 1ap ph ong ABCD.EFGH. Hay xac dinh goc gilta cic cap vecto
sau day :

a)XBvéE_G; b)XFvéE_G; C)XBVQZY‘I.
2. Cho tt dién ABCD.

a) Chitng minh ring AB.CD + AC.DB+ AD.BC = 0.
b) Tir dang thifc trén hay suy ra ring néu tt dién ABCD c6 AB 1. CD vaAC 1 DB
thiAD L BC.
3. a) Trong khong gian néu hai d ong thing a va b cling vuong goéc véi d ong
thang c thi @ vd b c6 song song véi nhau khong ?

b) Trong khong gian néu d ong thang a vuong géc véi d ong thang b va d ong
thang b vuong goéc véi d ong thang ¢ thi @ c6 vuong goéc véi ¢ khong ?
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Trong khong gian cho hai tam gidc déu ABC va ABC’ c6 chung canh AB va
nam trong hai mat phang khac nhau. Goi M, N, P, Q lan1 ot Ia trung diém clia
céc canh AC, CB, BC’, C'A. Chiing minh réng :

a)AB L CC’;
b) Tt gidc MNPQ la hinh chit nhat.

Cho hinh chép tam gidc S.ABC c6 SA = SB = SC va ¢6 ASB = BSC = CSA.
Ching minh rang SA 1 BC,SB 1 AC,SC 1 AB.

Trong khong gian cho hai hinh vuong ABCD va ABC’D’ c6 chung canh
AB va nam trong hai mat phéng khac nhau, 1an 1 ¢t c6 tam O va O’. Chiing
minh ring AB L OO’ va ti gidc CDD’C’ 1a hinh chit nhat.

Cho S 1a dién tich cta tam gidc ABC. Chiing minh rang :

1 [—2—2 — —,
§= JVABAC" -(ABACY.
Cho tit dién ABCD c6 AB = AC = AD va BAC = BAD = 60°. Chiing minh ring :

a)AB L CD;
b) Néu M, N lan 1 ot 1a trung diém ctia AB va CD thi MN L ABvaMN L CD.

3.D ONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

Trong thuc t&, hinh anh cta soi day doi vuong gbéc v6i nén nha cho ta khai
niém vé su vuong goc cua d ong thang v4i mat phang.




I. PINH NGHIA

ong thang d d oc goi

la vuong goc voi mdt |
hing () néu d vuon a .
phang () g A/\ :
|

gbc véi moi d ong thdng
a nam trong mdt phdng
(o) (h.3.17).

Khi d vuong goc v6i (@) ta con noi (@) vudng goéc véi d, hoac d va (a) vuong
géc voinhau vakihiéulad L ().

Hinh 3.17

IL PIEU KIEN PE D ONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

Dinh Ii

Néu mot d ong thdang vuéng goc véi hai d ong thdng cdt
nhau cung thuéc mot mdt phdng thi né vuong géc voi mit
phadng dy.

Chitng minh
Gia st hai d ong thang cat nhau ciing thudc mat phang («) 1a a, b lan 1 ot c6
cac vecto chi ph ong la m, n (h.3.18). Tat nhién khi d6 m va n la hai vecto
khong cling ph ong. Goi ¢ 1a mot d ong thang bat ki nim trong mat phang
() vd c6 vecto chi ph ong p. Vi ba vecto m,n, p dong phing va
m, n la hai vecto khong cung ph ong nén ta c¢6 hai s6 x va y sao cho
p=xm+yn.

Goi u la vecto chi ph ong cua
d ongthingd. Vi d L avad L b
néntacé u.m =0va u.n=0.

=l

Khi do

u.p=u.(xm+yn)=xum+yun=0.

Vay d ong thang d vuong goc véi
d ong thang ¢ bat ki nim trong mat
phang (@) nghia 12 d ong thang d
vuong goc v6i mat phang (o). Hinh 3.18
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. Hé qud
Néu mot d ong thang vuoéng géc véi hai canh ciia mot tam
gidc thi né ciing vuéng goc voi canh thit ba cua tam gidc do.

A wusn chig minh d &ng thang d vudng goc véi mot mat phang ( ), ng ¢i ta phai
lam nh  thé nao ?

A, chohaid dng thang @ va b song song véi nhau. Mot d dng thang d vudng goc véi
ava b. Khi d6 d dng thang d c6 vuong goc véi mat phang xac dinh bdi hai d ong
thang song song a va b khong ?

III. TINH CHAT

Tir dinh nghia va diéu kién dé d ong thang vuong géc véi mat phing ta c6
cac tinh chat sau :

Tinh chét 1

C6 duy nhdt mot mdt 0
phang di qua mot ’
diém cho tr éc va Z

vuong goéc voi mot
d ong thang cho tr dc

d
|
(h.3.19). /
M

Hinh 3.19

MGt phdng trung truc ciia mot doan thdng
Ng oi ta goi mat phang di qua trung

diém I cua doan thing AB va vuong ’ i
gbc v6i d ong thang AB 12 mdt phdng _—
trung truc cua doan thdang AB

1
(h.3.20).
Tinh chét 2 /

Hinh 3.20

Cé duy nhdt mot
d ong thdang di qua 0
mot diém cho tr oc va 1
|
|
|
|

vuong goc voi mot
mdt phdng cho tr éc
(h.3.21). @

Hinh 3.21
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IV. LIEN HE GIUA QUAN HE SONG SONG VA QUAN HE VUONG GOC
CUA D ONG THANG VA MAT PHANG

Ng 0i ta c6 thé chiing minh d gc mot so tinh chat sau day vé su lién quan
gifta quan hé vuong géc va quan hé song song clia d ong thang va mat phang.

Tinh chét 1

a) Cho hai d ong thang song song. Mdt phdng nao vuong goc
voi d omg thdang nay thi ciing vuong géc véi d ong thdng
kia (h.3.22).

a b
b) Hai d ong thang phdn
biét cung vuong goc voi
mot mdt phang thi song ‘ \
song voi nhau. ' i
Tinh chdt 2 Hinh 3.22

a) Cho hai mdt phdng

song  song. D ong
thing nao vuéng goéc

voi mdt phdng nay thi
ciing vuong goc voi mdt :

phdng kia (h.3.23).

b) Hai mdt phdng phdn biét
cung vuong goc voi mot
d omg thang thi song
song voi nhau (h.3.23).

Hinh 3.23

Tinh chét 3 b
a) Cho d ong thdng a va

mdt phdang () song |
song voi nhau. D ong i
2 N A i a ;

thang nao vuong goc
voi () thi ciing vudng

goc voi a (h.3.24). Hinh 3.24

b) Néu mot d ong thing va mot mdt phdng (khong chita
d ong thang dé) ciing vuong goc véi mot d ong thang khdc
thi chung song song voi nhau (h.3.24).
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Vidu 1. Cho hinh chop S.ABC c6 day la tam gidc ABC vuong tai B va c6 canh
SA vuong géc v6i mat phang (ABC).

a) Ching minh BC L (SAB).
b) Goi AH lad ong cao cua tam gidc SAB. Chiing minh AH L SC.

Gidi S
a) Vi SA L (ABC)nénSA L BC (h.3.25).
Tacé BC 1L SA, BC 1 AB.

Twr d6 suy ra BC L (SAB).

b) Vi BC L (SAB) va AH nim trong (SAB) A ‘f c
nén BC L AH. Talaico N
AH 1 BC, AH L SB nén AH 1 (SBC). B
Tir d6 suy ra AH L SC. Hinh 3.25

V. PHEP CHIEU VUONG GOC VA PINHLIBADP ONG VUONG GOC

1. Phép chiéu vuong goc
2 . 2 A

Chod ongthang  vuong géc v6i mat phang A
(). Phép chiéu song song theo ph ong clia
len mat phing (@) d oc goi 1a phép chiéu
vuong géc lén mdit phdng () (h.3.26).

Nhdn xét. Phép chi€u vuong goéc 1én mot
mat phang 1 tr dng hop dac biét clia phép
chiéu song song nén c6 day du cac tinh chat
cua phép chiéu song song. Chd ¥ rang ng 0i Hinh 3.26
ta con dung tén goi "phép chi€u lén mat

phiang (a)" thay cho tén goi "phép chiéu vuong géc lén mat phing (@)" va

dung tén goi H ' 1a hinh chiéu ctia S tren mat phang («) thay cho tén goi

H ' 1a hinh chiéu vuong géc clia A trén mat phing ().

2. Dinh liba d ong vuong goc

Cho d ong thang a ndm trong mdt phdng (@) va b la d ong
thing khong thuéc (@) dong thoi khong vuong géc véi ().
Goi b’ la hinh chiéu vuong goc ciia b trén (a). Khi dé a vuéng
. g0c voi b khi va chi khi a vuéng géc vai b'.
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Chitng minh

Trén d ong thang b ldy hai diém A, B
phan biét sao cho ching khong thuoc
( ). Goi A" va B’ lan 1 ot la hinh chiéu
cua A va B trén (). Khi d6 hinh chiéu b’
ctia b trén () chinh la d ong thang di
qua hai diém A’ va B’ (h.3.27).

Vi a ndm trong () nén a vudng goc véi AA’.
— Vay néu a vuong goc véi b thi a vuong Hinh 3.27

géc v6i mat phang (b', b). Do dé a

vuong goc voi b’

— Ng oc lai néu a vuong géc véi b’ thi @ vuong géc véi mat phang (b, b). Do
d6 a vuong goéc véi b.

3. Goc giita d ong thdng va mdt phdng
¢ Dinh nghia
Cho d ong thang d va mdit phdng ().

Tr ong hop d ong thang d vuéng géc voi mdt phdng () thi ta
néi rang goc giita d ong thdang d va mdt phdng () bang 90°.

Tr ong hop d ong thang d khong vuong géc véi mdt phang ()
thi goc giita d va hinh chiéu d’ cua né trén () goi la goc giita
d ong thang d va mdt phang ().

Khi d khong vuong goc véi () va d cat

() tai diém O, ta lay mot diém A tuy y d™\_A
trén d khac vé6i diém O. Goi H 1a hinh

chiéu vuong goc cia A 1én () va @la goc “‘\
gittadva ( ) thi AOH = ¢ (h.3.28). d _hH oo

~

H
Chii y. Néu ¢ la goc gitta d ong thang d o
va mat phang ( ) thi ta luon c6

0° <p<90°.

Hinh 3.28

Vidu 2. Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy 1a hinh vuong ABCD canh a, c6 canh
SA = a~/2 va SA vuong géc v6i mat phang (ABCD).
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a) Goi M va N lan 1 ot 1a hinh chi€u chia diém A 1én céc d ong thang SB va
SD. Tinh géc giita d ong thang SC va mat phang (AMN).

b) Tinh géc gitta d Ong thang SC va mat phang (ABCD).
Gidi S

a) Taco BC AB, BC AS, suyra BC (ASB).

T d6é suyra BC AM, ma SB AM

nén AM (SBC). Dodé AM  SC (h.3.29).

T ong tu ta ching minh d oc AN SC.

Vay SC  (AMN).

Do d6 géc gitta SC va mat phang B
(AMN) bang 90°. Hinh 3.29

-
-
-

b) Ta ¢6 AC la hinh chi€u ctia SC lén mat phiang (ABCD) nén SCA la géc
gitta d ong thang SC v6i mat phang (ABCD). Tam gidc vuong SAC can tai A

¢6 AS = AC = a~/2. Do d6 SCA = 45°.

B ITAP

1. Cho hai d dng thang phan biét ¢, b va mat phang (a). Cac ménh dé sau day
dung hay sai ?
a)Néua//(a)vab (a)thi a b.
b)Néua//(e)vab athi b ().
c)Neua//(a)vab// () thl b/ a.
d)Néua (a)vab athi b//(a).
2. Cho tit dién ABCD c6 hai mat ABC va BCD 1a hai tam gidc can c6 chung canh
ddy BC. Goi I 1a trung diém ctlia canh BC.
a) Chiing minh rang BC vuong géc v6i mat phang (ADI).
b) Goi AH la d ong cao cua tam gidc ADI, chiing minh ring AH vuong géc véi
mit phiang (BCD).
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh thoi ABCD va c6 SA =SB =SC =SD. Goi O
1a giao diém ctia AC va BD. Chiing minh rang :
a) D ong thang SO vuong géc v6i mat phang (ABCD) ;
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b) D ong thang AC vuong géc véi mat phang (SBD) va d ong thang BD vuong
géc v6i mat phang (SAC).

. Cho tit dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mot vuong goéc. Goi H 1a chan
d ong vuong géc ha tir O t6i mat phang (ABC). Chiing minh rang :
a) H 1a truc tam ctia tam giac ABC ;

1 1 1 1

b) = + + .
OH?> 04A* 0B* o0cC?

. Trén mat phang (@) cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 1a giao diém ctia AC va
BD, S 1a mot diém nim ngoai mat phing () sao cho SA = SC, SB = SD. Chiing
minh rang :

a)S0 1 (a);

b) Néu trong mat phing (SAB) ké SH vuong goc v6i AB tai H thi AB vuong géc

v6i mat phang (SOH).

. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thoi ABCD va c6 canh SA vudng goéc véi
mit phang (ABCD). Goi I va K 1a hai diém 1an 1 ot 14y trén hai canh SB va SD

sao cho St = Sk Ching minh :
SB SD
a) BD vuong gbc vé6i SC

b) IK vuong gbc v6i mat phing (SAC).

. Cho tt dién SABC c6 canh SA vuong géc v6i mat phang (ABC) va cé tam gidc

ABC vuong tai B. Trong mat phang (SAB) ké AM vuong géc vé6i SB tai M. Trén
SM SN

canh SC 14y diém N sao cho — = —- Ching minh réng :
SB SC

a)BC L (SAB)vaAM L (SBC):
b)SB 1L AN.
. Cho diém S khong thuoc mat phang () c6 hinh chiéu trén () 1a diém H. Vé6i

diém M bat ki trén () va M khong tring véi H, ta goi SM 1a d Ong xién va
doan HM 1a hinh chiéu cia d ong xién d6. Chiing minh rang :

a) Hai d Ong xién bang nhau khi va chi khi hai hinh chi€u cta ching bang
nhau ;

b) Véi hai d ong xién cho tr Gc, d ong xién nao 16n hon thi c6 hinh chi€u 16n
hon vang gc lai d ong xién nao c6 hinh chi€u 16n hon thi 16n hon.
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4. HAI MAT PHANG YUONG GOC

Hinh 4nh clia mot cdnh clra chuyén
dong va hinh anh clia bé mat bic t ong
cho ta thay d gc su thay d6i ctia goc
gifta hai mat phang.

L. GOC GIUA HAI MAT PHANG
1. Dinh nghia

Géc giita hai mdt phdng la géc gifia hai d ong thdng ldn | ot
. yuong goc véi hai mdt phdng dé (h.3.30).

Néu hai mat phing song song hodc tring nhau thi ta néi ring goc gitta hai
mat phang d6 bang 0°.

m

s

Hinh 3.30

2. Cdch xdc dinh géc giita hai mdt phdng cdt nhau

Gia sir hai mat phang ( ) va () cat
nhau theo giao tuyén c¢. Tt mot diém /
bat ki trén ¢ ta dung trong ( ) d ong
thang @ vuong géc véi ¢ va dung trong
(B d ong thang b vuong goc vdi c.

Ng 0i ta ching minh d gc goc gitta hai
mat phang ( ) va (B) 1a goc giita hai
d ong thang @ va b (h.3.31).

Hinh 3.31
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3. Dién tich hinh chiéu cua mot da gidc

Ng oi ta da chiing minh tinh chat sau day :

Cho da gidc J nam trong mdt phdng (@) cé dién tich S va " la hinh chiéu

vuong goc ciia H trén mdt phing (f). Khi dé dién tich S’ ciia S 'd oc tinh
theo cong thiic :

S"=Scos¢p

vOi @ la goc gilta (o) va ().
Vi du. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy la tam gidc déu ABC canh a, canh bén SA
vuong géc véi mat phang (ABC) va SA = g-
a) Tinh géc giita hai mat phang (ABC) va (SBC).
b) Tinh dién tich tam giac SBC.

Gidi
a) Goi H 1a trung diém ctia canh BC. Ta c6 BC 1 AH. (1)
ViSAL(ABC)nénSA L BC. (2) S
Tu (1) va (2) suy ra BC L (SAH) 1}én
BC 1 SH. Vay goc giira hai mat phang
(ABC) va (SBC) bang SHA. bat
¢ =SHA (h.3.32), taco

a A
tanw—_— 5 —L—_3.
AH a3 3 3
2

Tasuyra ¢ = 30°.

Vay goc giita (ABC) va (SBC) bing 30°.
b) Vi SA L (ABC) nén tam giac ABC la hinh chi€u vuong goc ctua tam giac
SBC.Goi S}, S, 1an1 ot la dién tich cua cac tam gidc SBC va ABC. Ta c6
S
cos@ .

Hinh 3.32

S,=S8,.cosp =S, =
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IL. HAI MAT PHANG VUONG GOC

108

1. Dinh nghia

Hai mdt phdng goi la vuéng géc véi nhau néu géc giita hai
mdt phdng dé la géc vuong.

Néu hai mit phang (a) va (f) vuong géc v6i nhau ta ki hieu () ().

2. Cdc dinh Ii
Dinh If 1

Diéu kién cdn va dii dé hai mdt phdng vuéng géc véi nhau la
mdt phdng nay chita mot d ong thdng vudng géc véi mdt
phang kia.

Chitng minh
Gia st (@), (A 1a hai mat phang vuong goc véi
nhau. Goi ¢ la giao tuyén cua (@) va (). Tu

diém O thuoc c, trong mat phang () vé d ong e

thang a vuodng goc véi ¢ va trong () vé d ong a

thang b vuong géc véi ¢ (h.3.33). Ta c6 géc

gifta hai d ong thang a va b la géc gita hai o b /7/
mat phang (@) va (). Vi () vuong goc véi ¢ 3

(B nén géc gitta hai d ong thiang a va b bing

90°, nghia 1a a vuong goéc véi b. Mat khéc Hinh 3.33
theo cach dung ta c6 a vuodng goc vdi c.

Do d6 a vuong géc véi mat phang (c, b) hay a vuong géc véi (f).

Li luan t ong tu ta tim d oc trong mat phang () d ong thang b vuong géc
véi ().

Ng oc lai, gia sit mat phing (&) c6 chita mot d ong thang a’ vuong goc véi
mat phang (f). Goi O’ 1a giao diém clia a’ v6i (f) thi tat nhién O’ thuoc giao
tuyén ¢ clia () va (). Trong mat phing (f) dung d dng thang b’ di qua O’ va
vuong gbc véi ¢. Vi a’ vuong gbc véi (f) nén a’ vudng goc véi ¢ va a’ vuong
gbc voi b'. Mat khac ta ¢6 a’ vuong gbc véi ¢ va b’ vuong goc véi ¢ nén goc
gitta hai mat phang () va (f) 1a géc gitta hai d ong thang a’, b’ va bang 90°.
Vay (a) vuong goc véi (f).



A1 Cho hai mat phang () va () vudng goc véi nhau va cit nhau theo giao tuyén d.
Chutng minh rang néu c6 mot d dng thang  nam trong (o) va  vudng goc véi d
thi  vuodng gbc vdi ().

. Hé quad 1

Néu hai mdt phdng vuong géc véi nhau thi bdt cit d ong

thang nao nam trong mdt phdng nay va vuéng géc vdi giao
tuyén thi vuoéng géc véi mdt phdng kia.

Hé qué 2

Cho hai mdt phdng (o) va () vuong géc véi nhau. Néu tir
mot diém thuoc mdt phdang (@) ta dung mot d ong thdng
vuong goc véi mdt phdang () thi d ong thang nay ndm trong
mdt phdng ().

Pinh Ii 2
Néu hai mdt phdng cdt nhau va cing vuéng géc voi mdt phdng

thit ba thi giao tuyén ciia chiing vuoéng géc véi mdt phdng thir
ba do.

Chitng minh
Gié sir (@) va () 12 hai mat phing cit \@
nhau va cung vuong goc v6i mat a A
T mot diém A trén giao tuyén d cha | _____|____|
hai mat phang (@) va (f) tadung d ong
thang d’ vuong géc véi mat phang (). / T
Theo hé qua 2 thi d’ ndm trong () va Y

d’ nam trong (/). Vay d’ tring véi d

nghia la d vuong goc v6i (7) (h.3.34). Hinh 3.34

Az Cho ttr dién ABCD c6 ba canh AB, AC, AD d6i mét vuéng géc véi nhau. Ching
minh rang cac mat phang (ABC), (ACD), (ADB) ciing d6i mot vudng goc véi nhau.
A3 Cho hinh vuéng ABCD. Dung doan thang AS vuéng goc véi mit phang chira hinh
vuéng ABCD.
a) Hay néu tén cac mat phang 14n | ot chita cac d ong thang SB, SC, SD va vuong
gbc véi mat phang (ABCD).
b) Chitng minh rang mét phang (SAC) vudng goc véi mat phang (SBD).
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III. HINH LANG TRU PUNG, HINH HOP CHU NHAT, HINH LAP PH ONG
1. Dinh nghia

Hinh ldng tru dumg la hinh ldng tru co cdc canh bén vuong goc
Vvoi cdc mdt ddy. Po dai canh bén d oc goi la chiéu cao cua
hinh ldng tru ding.

Hinh lang tru ding c6 ddy la tam gidc, ti gidc, ngii gidc, v.v... d gc goi la
hinh ldang tru ditng tam gidc, hinh ldng tru ding tir gidc, hinh ldng tru ditng
ngii gidc, v.v...

Hinh lang tru ding c6 ddy 1a mot da gidc déu d oc goi 1a hinh lang tru déu.
Ta ¢6 cdac loai lang tru déu nh  hinh ldng tru tam gidc déu, hinh ldng tru tir
gidc déu, hinh lang tru ngii gidc déu ...

Hinh lang tru ding c6 ddy la hinh binh hanh d@ oc goi 1a hinh hop dung.
Hinh lang tru diing c6 day la hinh chit nhat d oc goi 1a hinh hop chit nhdt.

Hinh lang tru ding c6 ddy 1a hinh vuong va cdc mat bén déu la hinh vuong
d oc got 1a hinh ldp ph ong.

Hinh lang tru ding tam giac Hinh lang tru diing ng giac
I :
I I
| 1
I T
I 1
I I
| I
T T T T T T T r——— 1
’ TSI T
/ //
/ /
’ //
Hinh hop chir nhat Hinh lap ph ong
Hinh 3.35
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A4 Cho biét ménh dé n o sau day | ding ?
a) Hinh hop | hinh lang tru ding.
b) Hinh hép chir nhat | hinh lang tru ding.
c) Hinh lang tru | hinh hop.
d) C6 hinh lang tru khong phai | hinh hop.

2. Nhdn xét

C4c mat bén clia hinh lang tru ding luon luon vuong géc v6i mat phang ddy va
1a nhitng hinh chit nhat.

As Sau mat cla hinh hop chtr nhat co phai | nhing hinh chit nhat khong ?

Vi du. Cho hinh lap ph ong ABCD.A’B'C’'D’ c¢6 canh bang a. Tinh dién
tich thiét dién clia hinh lap ph ong bi cat béi mat phang trung truc (o) ctia
doan AC".

Giai
. N o R 9 P ’ a\/g A A -
Goi M 1a trung diém cua BC. Ta ¢c6 MA = MC’ = — nén M thuoc mat

phéng trung truc ctia AC” (h.3.36).

Goi N, P, O, R, S lan 1 ot 1a trung diém
cuia CD, DD’, D'A’, A'B’, B'B. Ching
minh t ong tu nh trén ta c6 cic diém
nay déu thuoc mat phang trung truc cla
AC’. Vay thiét dién ctia hinh l1ap ph ong
bi cit béi mat phang trung truc (@) cia
doan AC’ 1a hinh luc gidc déu MNPQRS

a2

¢6 canh bang —

Dién tich S cua thiét dién can tim la :

2
526.[aﬁ] RENEVER

Hinh 3.36

2 4 4
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IV. HINH CHOP PEUV HINH CHOP CUT PEU

1. Hinh chop déu

Cho hinh chép dinh S c6 ddy | da gidc AjA,... A v H1 hinh chi€u vuong
goc clia S trén mat phang ddy (AA,... A ). Khi d6 doan thang SH goi 1
d ong cao cuahinh chopv H goil chdn d ong cao.

Mot hinh chép d oc goi la hinh chép déu néu né cé day la
mot da gidc déu va cé chdan d ong cao tring voi tam cua da
gidc day.

Nhdn xét

a) Hinh chop déu ¢6 cdc mat bén 1 nhiing tam gidc can bang nhau. Cic mat
bén tao v6i mat ddy cdc géc bang nhau.

b) Céc canh bén ctia hinh chép déu tao v6i mat ddy cac goc bang nhau.

2. Hinh chép cut déu

Phdn cua hinh chdp déu nam giita day va mot thiét dién song
song vdi ddy cdt cdc canh bén ciia hinh chép déu d oc goi la
hinh chdp cut déu.

S

Vi du hinh A1A2A3A4A5A6.B]B2B3B4BsB6
trong hinh 3.37 1 mot hinh chép cut déu.
Hai ddy cua hinh chép cut déu 1 hai da
gidc déu v dong dang vdi nhau.

Nhan xét. Cac mat bén cta hinh chéop
cut déu 1 nhiing hinh thang can v cac
canh bén cta hinh chép cut déu c6 do
d ibang nhau. A, Ag

Hinh 3.37

Aﬁ Chimg minh rang hinh chop déu c6 cac mat bén | nhirng tam giac can bang nhau.

A\7 6 16n tai mot hinh chop tr gidc S.ABCD o6 hai mat bén (SAB) v (SCD) cing
vubng gbc v6i mat phang day hay khéng ?
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boncéblérz

Kim tu thap Ké-6p (Chéops)

Kim tu thap Ké-6p do ong vua Ké-6p
cia n 6¢c Ai Cap chu tri viéc xay
dung. Pay 1a kim tu thdap 16n nhat
trong cac kim tu thap & Ai Cap. Thap
nay d gc xdy dung vao khoang
2500 nam tr 6c Cong nguyén va
d oc xem la mot trong bay ki quan
cta thé€ gidi. Thap c6 hinh dang 1a mot
khoi chop ti gidc déu va co day la
mot hinh vuong méi canh dai khoang 230 m. Tr Gc day chi€u cao cta théap 1a
147 m, nay do bi bao mon & dinh nén chiéu cao cua thap chi con khoang 138 m.
Ng oi ta khong biét ng oi c6 Ai Cap da xay dung thdp bang cdch nao, lam
thé nao dé 1ap ghép céc tang d4 lai v6i nhau va 1am thé nao dé d a d oc cac
tang da nang va to lén cdc do cao cén thiét. Thap nang khoang sau triéu tan va
d oc lap ghép bsi 2300000 tang da. That 1a mot cong trinh ki vi !

B ITAP

1. Cho ba mat phang (@), (), (), ménh dé nao sau day ding ?

a)Néu (o) L(pyva(a /| (nthi (B L(p;
b) Néu () L (B va (o) L (p) thi (B /] (P

2. Cho hai mat phing (@) va () vuong géc v6i nhau. Ng i ta 1dy trén giao tuyén

clia hai mat phang d6 hai diém A va B sao cho AB = 8 cm. Goi C 1a mot diém

trén («) va D 1a mot diém trén () sao cho AC va BD cung vuong goc véi giao
tuyén va AC = 6 cm, BD =24 cm. Tinh d6 dai doan CD.

3. Trong mat phang () cho tam gidc ABC vuong & B. Mot doan thang AD vuong
g6c Vi (a) tai A. Ching minh rang :
a) ABD 1a géc giita hai mat phang (ABC) va (DBC) ;
b) Mat phing (ABD) vuong goc v6i mat phang (BCD) ;
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c) HK // BC v6i H va K 1an1 ot 1a giao diém ctia DB va DC vé6i mat phang (P)
di qua A va vuong goéc véi DB.

4. Cho hai mat phang (@), () cat nhau va mot diém M khong thudc () va khong
thuoc (f). Chitng minh ring qua diém M c6 mot va chi mot mat phang (P)
vuong goc véi (a) va (B). Néu () song song v6i () thi két qua trén sé thay doi
nh thé&nao ?

5. Cho hinh lap ph ong ABCD.A’B’C’D’. Chiing minh rang :

a) Mat phang (AB'C’D) vuong géc véi mat phiang (BCD'A") ;
b) B ong thang AC’ vuong géc v6i mat phang (A'BD).

6. Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy ABCD 1a mot hinh thoi canh a va c6 SA =SB =
= SC = a. Chiing minh rang :

a) Mat phang (ABCD) vuong géc v6i mat phang (SBD) ;
b) Tam gidc SBD la tam gidc vuong.

7. Cho hinh hop cht nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 AB=a,BC =b,CC’=c.

a) Ching minh ring mat phang (ADC’B’) vuong géc v6i mat phang (ABB'A’).
b) Tinh do dai d ong chéo AC’ theo a, b, c.
8. Tinh do dai d ong chéo cua mot hinh l1ap ph ong canh a.

9. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC ¢6 SH 1a @ ong cao. Ching minh SA L BC
vaSB 1 AC.

10. Cho hinh chép t gidc déu S.ABCD c¢6 céc canh bén va cdc canh ddy déu bang a.
Goi O la tam cua hinh vuong ABCD.
a) Tinh do dai doan thang SO.
b) Goi M la trung diém ctia doan SC. Chiing minh hai mat phang (MBD) va

(SAC) vuong goc v6i nhau.

c¢) Tinh do dai doan OM va tinh géc giita hai mat phang (MBD) va (ABCD).

11. Cho hinh chép S.ABCD c6 didy ABCD la moét hinh thoi tam / canh a va c6 goc

a

A bing 60°, canh SC = va SC vuong géc véi mit phang (ABCD).

6
2
a) Ching minh mat phang (SBD) vuong géc v6i mat phang (SAC).

b) Trong tam gidc SCA ké IK vuong goc v6i SA tai K. Hay tinh do dai /K.

¢) Chiing minh BKD =90° va tir d6 suy ra mat phiang (SAB) vuong goc véi
mat phang (SAD).
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5. KHOANG CACH

I. KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT P ONG THANG, PEN
MOT MAT PHANG

1. Khodng cdch tir mét diém dén mét d ong thdng

Cho diém O va d ong thang a. Trong

mat phéng (O, ) goi H 1a hinh chiéu 0
vudng goc cua O trén a. Khi d6 khoang };/
céach giitra hai diém O va H d oc goi 1a 3

khodng cdach tr diém O dén d ong
thang a (h.3.38), ki hiéu 12 d(O, a).

Hinh 3.38

A1 Cho diém O va d ong thang a. Ching minh rang khodng cach tir diém O dén
d ong thang a la bé nhat so vai cac khodng cach tir O dén mot diém bat ki cla
d ong thang a.
, 0
2. Khodng cdch tic mét diém dén mot mdt phang
Cho diém O va mat phang ( ). Goi H
la hinh chiéu vuong géc cua O 1én mat S

phiang ( ). Khi dé khoang céch gifta QH
hai diém O va H d oc goi 1a khodng

! M
cach tiv diém O dén mdt phing () L&
(h.3.39) vad gc ki hieu 12 d(O, ( ). i 330

Az Cho diém O va mat phang ( ). Chitng minh ring khodng cach tir diém O dén
mat phang ( ) 1a bé nhat so véi cac khodng cach tir O t6i mét diém bat ki cla
mat phang ( ).

II. KHOANG CACH GIUA P ONG THANG VA MAT PHANG SONG
SONG, GIUA HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Khodng cdch gitia d ong thdng va mdt phdng song song

¢ Dinh nghia

Cho d ong thang a song song véi mdt phang ( ). Khodng
cdch giita d ong thang a va mdt phdng ( ) la khodng cdch tir
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. mot diém bat ki ciia a dén mdt A a B
phang (@), ki hiéu | d(a, (@)
(h.3.40). ’

Hinh 3.40

A3 Cho d dng thang a song song véi mat phang (). Chimg minh rang khodng cach
gitta d ong thang « va mt phang () 1a bé nhat so véi khodng cach tir mot diém
bat ki thudc « t6i mot diém bat ki thudc mat phang («).

2. Khodng cdch giita hai mdt phdng song song

. Dinh nghia

Khodng cdch giita hai mdt phdng song song | khodng cdch tir
.+ mot diém bat ki ciia mdt phdng ny dén mdt phang kia (h.3.41).

Ta ki hiéu khoang cach gita hai mat Iy
phing (@) v (f) song song v6i nhau I 4 |

d((@), (p)). Khi do d((@), (B)) = dM, ()

véi M € (@), v d(®), (B) = dM', () ,

véiM'e () (h.3.41). /,{ M
Hinh 3.41

A, cho ha mat phang () va (/). Ching minh rang khodng cach giita hai mat phang

song song (a) va (/) la nhd nhét trong cac khoang cach tir mot diém bat ki clia mat
phang nay t6i mot diém bét ki clia mat phang kia.

III. P ONG VUONG GOC CHUNG VA KHOANG CACH GIUA HAI
P ONG THANG CHEO NHAU

A5 Cho ti dien déu ABCD. Goi M, N 13n | ot 3
trung diém clia canh BC va AD. Ching minh
rang: MN BCvaMN AD (h.3.42).

Hinh 3.42
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1. Pinh nghia

(h.3.43).

% a) D ong thing cdt hai d ong
thing chéo nhau a, b va ciing M ﬂ/
vuong goéc voi moi d ong
thing dy d oc goi la d ong
vuong goc chung cua a va b. b

b) Néu d ong vuéng géc chung \

cdt hai d ong thdng chéo N \
nhau a, b lan | ot tai M, N A

thi dé dai doan thiang MN goi

la khodng cdch giita hai

d ong thang chéo nhau a va b

Hinh 3.43

2. Cdch tim d ong vuong géc chung ciia hai d ong thdng chéo nhau

Cho hai d ong thang chéo nhau a va b. Goi () la mat phang chia b va song
song v6i a, a’ 1a hinh chi€u vuong géc clia @ trén mat phang (f).

Via// (B néna/l a’. Do déa’ vab cat
nhau tai mot diém. Goi di€ém nay 1a N.
Goi (@) 1a mat phang chtta a va a’, 12
d ong thang di qua N va vuong goéc véi
(/). Khi d6 () vuong goc véi (f). Nh
vay nam trong (@) nén cat d ong
thang a tai M va ciat d ong thiang b tai N,
dong thoi  clung vuong goc véi ca a va
b. Do d6 1a d ong vuong gbéc chung
ctaa vab (h.3.44).

3. Nhdn xét

a) Khodng cdch giita hai d ong thang
chéo nhau bang khoang cach gitta mot
trong hai d ong thang d6 dén mat
phang song song véi né va chita d ong
thang con lai.

b) Khoing cich giita hai d ong thing
chéo nhau bang khoang cach giita hai
mat phang song song lan 1 ot chita hai
d ong thang d6 (h.3.45).

Hinh 3.44

Hinh 3.45
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Ae Chitng minh ring khodng cach giira hai d ong thang chéo nhau 13 bé nhat so véi

118

khodng cach gitra hai diém bat ki 1an | ot nam trén hai d ong thang &y.

Vi du. Cho hinh chép S.ABCD c6 déay la hinh vuong ABCD canh a, canh SA
vuong géc v6i mat phang (ABCD) va SA = a. Tinh khoang cich giita hai
d ong thang chéo nhau SC va BD.

Gidi
Goi O la tam cla hinh vuéng ABCD. Trong mat phang (SAC) vé OH 1 SC
(h.3.46).

Tacdé BD L AC va BD 1 SA nén BD L (SAC), suy raBD | OH.

Mat khac OH L SC. Vay OH la doan vuong goc chung ctia SC va BD.

Do dai doan OH 1a khoang cach gifta hai d ong thang chéo nhau SC va BD.
Hai tam gidc vuong SAC va OHC dong dang vi ¢6 chung goc nhon C.

Do do6 ﬁ = O—H (= sinC).
SC ocC
Vay OH = SA.0C
SC

Tac6 SA=a, OC =

SC =+SA% + AC?
=Va® +2a* =a3

’

a2
2

Hinh 3.46

3
6

Vay khoang cdch giita hai d ong thang chéo nhau SC va BD 13 OH =



B ITAP

. Trong cidc ménh dé sau day, ménh dé nao 1a ding ?
a) D ongthang lad ong vuong goéc chung clia hai d ong thang a va b néu
vuong goc véia va  vudng goc voi b ;
b) Goi (P) 1a mat phang song song véi c4 hai d ong thing a, b chéo nhau. Khi
d6 d ong vuong géc chung  cua a va b luon luon vuong goéc véi (P) ;
c) Goi lad ong vuong géc chung clia hai d ong thang chéo nhau a va b thi
1a giao tuyén clia hai mat phang (a, )va (b, );

d) Cho hai d ong thiang chéo nhau a va b. D dng thang nao di qua mot diém
M trén a déng thoi cat b tai N va vuong goc véi b thi do 1a d ong vuong goc
chung ctaa vab;

e) D ong vuong géc chung  clia hai d ong thang chéo nhau a vi b nim trong
mat phang chita d ong nay va vuong goéc véi d ong kia.

. Cho tit dién S.ABC c6 SA vuong géc véi mat phang (ABC). Goi H, K 1an 1 ot 1a

truc tm clia cac tam giac ABC va SBC.

a) Ching minh ba d ong thang AH, SK, BC dong quy.

b) Chitng minh ring SC vuéng géc v6i mat phang (BHK) va HK vuong goc véi
mit phéng (SBC).

¢) Xdac dinh d@ ong vuong goc chung cua BC va SA.

. Cho hinh 1ap ph ong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Chiing minh rang cdc khoang
céch tir cic diém B, C, D, A’, B’, D’ dén d dng chéo AC’ déu bang nhau. Tinh
khoang cach do.

. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D"c6 AB=a,BC =b,CC’=c.

a) Tinh khoang c4ch tir B dén mat phang (ACC’A”).

b) Tinh khoang cdch giita hai d ong thang BB’ va AC".

. Cho hinh lap ph ong ABCD.A’'B'C'D’ canh a.

a) Chitng minh rang B'D vuong géc véi mat phang (BA'CY).
b) Tinh khodng céch giita hai mat phiang (BA'C’) va (ACD").
¢) Tinh khoang c4ch giita hai d ong thang BC’ va CD".

. Chitng minh ring néu d ong thang noi trung diém hai canh AB va CD cia i dién
ABCD lad ong vuong goc chung ctia AB va CD thi AC = BD va AD = BC.
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7. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh ddy bang 3a, canh bén bang 2a.
Tinh khoang céach tur S t6i mat day (ABC).

8. Cho tt dién déu ABCD canh a. Tinh khoang cédch giita hai canh d6i cua t dién
déu do.

CAU HOI ON TAP CH ONG III

1. Nhac lai dinh nghia vecto trong khong gian.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B’'C’. Hiy ké tén nhiing vecto bing vecto
AA’ ¢6 diém dau va diém cudi 12 dinh cta hinh lang tru.

2. Trong khong gian cho ba vecto a, b, ¢ déu khdc vecto - khong. Khi nao ba
vecto d6 dong phang ?

3. Trong khong gian hai d ong thang khong cat nhau c6 thé vuong géc v6i nhau
khong ? Gia sir hai d ong thang a, b 1an 1 ot ¢6 vecto chi ph ong 1a u va v.
Khi nao ta c6 thé két luan a va b vuong géc v6i nhau ?

4. Muén chiing minh d ong thang a vuong goéc véi mit phang () ¢ can ching
minh a vuong géc v6i moi d ong thang ctia () hay khong ?

5. Hay nhic lai noi dung dinh i ba @ ong vudng goc.

6. Nhic lai dinh nghia :

a) Goc gitta d ong thang va mat phang ;
b) Géc giita hai mat phang.

7. Muén chitng minh mét phang () vuong géc véi mat phang (/) thi phai ching
minh nh thé€ nao ?

8. Hay néu céch tinh khoang céch :

a) Tir mot diém dén mot d ong thang ;
b) Tird ong thang ¢ dén mat phang ( ) song song véi a ;
c) Giita hai mat phang song song.

9. Cho a va b 1a hai d ong thang chéo nhau. C6 thé tinh khodng cdch giita hai

d ong thang chéo nhau nay bang nhiing cich nao ?

10. Chitng minh rang tap hop cdc diém cdch déu ba dinh cua tam gidc ABC Ia
d ong thang vuong géc véi mat phang (ABC) va di qua tam clia d ong tron
ngoai ti€p tam gidc ABC.
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BAI TAP ON TAP CH ONG III

. Trong cdc ménh d¢ sau day, ménh dé nao la diing ?

a) Hai d ong thang phan biét cling vuong géc v6i mot mat phang thi chiing
song song ;

b) Hai mat phing phan biét cling vuong géc v6i mot d ong thang thi ching
song song ;

c¢) Mat phing (@) vuong géc véi d ong thang b ma b vuong géc véi d ong
thang a, thi a song song Véi (a) ;

d) Hai mat phang phan biét cling vuong géc véi mot mat phang thi chiing song song ;

e) Hai d ong thang cling vuong géc v6i mot d ong thang thi chiing song song.

. Trong céc diéu khang dinh sau day, diéu nao la ding ?

a) Khoang cich ctia hai d ong thiang chéo nhau 13 doan ngan nhat trong cic
doan thang noi hai diém bat ki nam trén hai @ ong thang Ay va ng oc lai ;

b) Qua mot diém c6 duy nhat mot mat phang vuong goéc véi mot mit phang khic ;

c) Qua mot d ong thing c6 duy nhit mot mat phang vudng géc v6i mot mat
phéang khdc ;

d) b ong thang ndo vuong géc vé6i ca hai d ong thang chéo nhau cho tr éc 1a
d ong vuong gbc chung ctia hai d ong thing doé.

. Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong ABCD canh a, canh SA bang a va

vuong géc véi mat phang (ABCD).

a) Ching minh rang cdc mat bén cua hinh chép 1a nhitng tam gidc vuong.

b) Mat phang () di qua A va vudng géc v6i canh SC lan 1 ot cat SB, SC, SD
tai B’, C’, D’. Chiing minh B’D’ song song v6i BD va AB’ vuong géc véi SB.

. Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thoi ABCD canh a va c¢6 géc BAD = 60°.
Goi O la giao diém clia AC va BD. P ong thang SO vuong géc v6i mat phang
(ABCD) va SO = %Ta- Goi E 1a trung diém ctia doan BC, F 1a trung diém clia
doan BE.

a) Ching minh mat phang (SOF) vuong géc v6i mat phang (SBC).

b) Tinh cc khoang cich tir O vi A dén mit phang (SBC).

. Tt dién ABCD c6 hai mat ABC va ADC nam trong hai mat phang vuong géc
v61 nhau. Tam giac ABC vuong tai A c6 AB = a, AC = b. Tam gidc ADC vuong
tai D c6 CD = a.
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a) Ching minh céc tam gidc BAD va BDC la nhitng tam gidc vuong.

b) Goi I va K 1an 1 ot 1a trung diém clia AD va BC. Chiing minh /K 1a d ong
vuong géc chung clia hai d ong thang AD va BC.

6. Cho hinh lap ph ong ABCD.A'B'C’D’ canh a.
a) Ching minh BC’ vuong géc v6i mat phang (A’B’'CD).
b) Xac dinh va tinh do dai doan vuong goc chung ctia AB’ va BC".

7. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh thoi ABCD canh a c6 géc BAD = 60°
vaSA=SB=SD = %

a) Tinh khoang cich tir S dén mit phang (ABCD) va do dai canh SC.

b) Chitng minh mit phang (SAC) vuéng géc v6i mat phang (ABCD).

¢) Chung minh $B vuong goc v6i BC.

d) Goi ¢@1a géc gifta hai mat phang (SBD) va (ABCD). Tinh tane.

CAU HOI TRAC NGHIEM CH ONGIII
1. Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao l1a ding ?
(A) Tit AB=3AC tasuyra BA=-3CA.
(B) Tir AB=-3AC tasuyra CB=2AC.
(O Vi AB =-2AC +5AD nén bén diém A, B, C, D cling thuoc mot mat phing.

(D) Néu AB = —%EC thi B 1a trung diém ctia doan AC.

2. Tim ménh dé sai trong cac ménh dé sau day :

(A) Vi NM+NP=0 nén N la trung diém ctia doan MP ;

(B) Vi la trung diém ctia doan AB nén tir mot diém O bat ki ta c6
J— 1 J— J—
Ol = E(OA +OB) ;
(O) Tur hé thuc AB=2AC-8AD ta suy ra ba vecto ZB, A_C, AD dong phang ;

(D) Vi AB+BC+CD+DA=0 nén bon diém A, B, C, D cing thuoc mot
mat phang.
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3.

6.

Trong cac két qua sau day, két qua nao ding ?

Cho hinh lap ph ong ABCD.EFGH c6 canh bing a. Ta ¢6 AB.EG bing
(A) @ ; (B) a*2 ;

2
© a3 ; @“f-

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao la ding ?

(A) Néu d ong thang a vuodng géc v6i d ong thang b va d ong thang b vuong
gbéc v6i d ong thang ¢ thi a vudng goéc véi ¢ ;

(B) Néu d ong thang a vuong géc véi d ong thang b va d ong thang b song
song v6i d ong thang ¢ thi @ vuong géc véi c ;

(C) Cho ba d ong thang a, b, ¢ vuong géc véi nhau timg doi mot. Néu ¢6 mot
d ong thang d vuong goc véi a thi d song song vé6i b hoic ¢ ;

(D) Cho hai d ong thang a va b song song v6i nhau. Mot d ong thang ¢ vuong
gbc véi a thi ¢ vuong géc v6i moi d ong thang nam trong mat phang (a, b).

Trong cdc ménh dé sau day, hay tim ménh dé dung.

(A) Hai mat phang phan biét cing vuéng goéc v6i mot mat phang thit ba thi
song song véi nhau.

(B) Néu hai mat phéing vuong gbc v6i nhau thi moi d ong thang thudc mat
phang nay s& vuong géc v6i mit phang kia.

(C) Hai mat phang () va () vuéng géc véi nhau va cat nhau theo giao tuyén d.
V6i mdi diém A thuoc () va mdi diém B thuoc (/) thi ta c6 d ong thang
AB vuong gbc véi d.

(D) Néu hai mat phiang ( ) va (f) déu vuong géc v6i mat phang () thi giao
tuyén d cua () va (f) néu c6 s€ vuong goc voi ().
Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :

(A) Hai d ong thang a va b trong khong gian c6 cic vecto chi ph ong lan 1 ot
1a u va v. Diéu kién can va du dé€ a va b chéo nhau 1a a va b khong c6 diém
chung va hai vecto u , v khong cung ph ong ;

(B) Cho a, b 12 hai d ong thang chéo nhau va vuong géc véi nhau. D ong
vuong géc chung clia @ va b nam trong mat phang chita d dng nay va vuong
g6c voi d ong kia ;

(C) Khong thé c6 mot hinh chép tt gidc S.ABCD nao c6 hai mit bén (SAB) va
(SCD) cung vuong géc v6i mat phang ddy ;
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(D) Cho u, v 1a hai vecto chi ph ong clia hai d dng thiang cit nhau nim trong
mat phiang (a) va n 1a vecto chi ph ong clia d ong thang . Piéu kién cin
vadadé Ll(w)lan.u=0van.v =0.

7. Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao la ding ?

(A) Mot d ong thang cat hai d ong thang cho tr 6c thi cd ba d ong thang d6
cling nam trong mot mat phang.

(B) Mot d ong thang cat hai d ong thang cit nhau cho tr éc thi cd ba d ong
thang d6 cing nim trong mot mat phang.

(C) Bad ong thang cat nhau timg doi mot thi cing nim trong mot mat phang.

(D) Ba d ong thing cit nhau timg doi mot va khong nim trong mot mit phang
thi dong quy.

8. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao la ding ?

(A)Hai d ong thang phan biét cling vuong géc v6i mot mat phang thi song song.

(B) Hai mat phang phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phéng thi song song.

(C) Hai d ong thang phan biét cling vuong géc véi mot d ong thang thi
song song.

(D) Hai d ong thang khong cit nhau va khong song song thi chéo nhau.

9. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao la ding ?

(A) Hai d ong thing phan biét cling song song véi mot mat phang thi song
song vG6i nhau.

(B) Hai miat phang phan biét cling vuong géc véi mot mat phang thi cat nhau.

(C) Hai d ong thang phan biét cing vuong géc v6i mot d ong thing thi
vuong gbc véi nhau.

(D) Mot mat phing (@) va mot d ong thang a khong thuoc () cling vuong géc
v6i d ong thang b thi (¢) song song vdi a.

10. Tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau day.

(A) Poan vuong géc chung ctia hai d dng thang chéo nhau 13 doan ngan nhat
trong cdc doan thang ndi hai diém bat ki 1an 1 ot nim trén hai d ong thang
dy vang oc lai.

(B) Qua mot diém cho tr éc c6 duy nhit mot mat phang vuong géc véi mot
mat phang cho tr dc.

(C) Qua mot diém cho tr ¢ c6 duy nhat mot d ong thang vuong géc véi mot
d ong thang cho tr éc.
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(D) Cho ba d ong thang a, b, ¢ chéo nhau timg doi mot. Khi dé6 ba d ong
thang nay s& nam trong ba mat phang song song véi nhau timg doi mot.

11. Khoang cach giita hai canh d6i clia mot tr dién déu canh a bang két qua nao
trong cac két qua sau day ?

(

A) 3—“

f (D) av/2.

B ITAP ON TAP CUOI NAM

1. Trong mat phﬁng toa do Oxy, cho cac diém A(1 ; 1), B(O ; 3), C(2 ; 4). Xac
dinh anh cua tam giac ABC qua cac phép bién hinh sau :

a) Phép tinh tién theo vecto v =(2; 1) ;
b) Phép d6i xiing qua truc Ox ;
c¢) Phép doi xting qua tam /(2 ; 1) ;

d) Phép quay tam O géc 90° ;
e) Phép dong dang c¢6 d ¢c bang cich thuc hién lién ti€p phép doi xiing qua
truc Oy va phép vi tutam O ti s6 k= 2.
2. Cho tam gidc ABC noi tiép d ong tron tam O. Goi G va H t ong tng la trong

tam va truc tim cta tam gidc, cac diém A’, B’, C'lan1 ot I trung diém ctla céc
canh BC, CA, AB.

a) Tim phép vi tu F bién A, B, C't ong tng thanh A", B’, C".

b) Chitng minh rang O, G, H thang hang.

c¢) Tim anh cua O qua phép vi tu F.

d) Goi A”, B”, C” lan 1 ot 1a trung diém clia cdc doan thalmg AH, BH, CH ;
Al, By, C1 theo tht tu 12 giao diém thd hai cta cdc tia AH, BH, CH v6i

d ong tron (0) ; A}, B, C| t ong tng la chan cdc d ong cao diqua A, B, C.
9 9 2z . ? s 1
Tim anh cua A, B, C, Al, Bl, C1 qua phép vi tu tam H ti sO 5
e) Chitng minh chin diém A’, B’, C', A", B”, C”, A' Bl’ C cung thudéc mot

d ong tron (d ong tron nay goi lad ong tron  -le ctia tam giac ABC).
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3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang véi AB la day 16n. Goi M
la trung diém cta doan AB, E 1a giao diém cia hai canh bén cua hinh thang
ABCD va G la trong tam cua tam giac ECD.

a) Chitng minh ring bén diém S, E, M, G cing thuoc mot mat phiang (@) va
mat phang nay cat cd hai mat phang (SAC) va (SBD) theo cling mot giao
tuyén d.

b) X4c dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAD) va (SBC).
c¢) Lay mot diém K trén doan SE va goi C'=SC n KB, D’'=SD NKA.
Chiing minh ring giao diém ctia AC’ va BD’ thuoc d ong thang d ndi trén.
4. Cho hinh lang tru ti gidc ABCD.A'/B'C'D’ ¢6 E, F, M va N lan 1 ot la trung
diém cua AC, BD, AC’ va BD'. Chiing minh MN = EF.

5. Cho hinh lap ph ong ABCD.A'B'C'D’ c6 E va F lan 1 ot 1a trung diém clia cdc
canh AB va DD’. Hay xac dinh cdc thiét dién cta hinh lap ph ong cét bdi cac
mat phang (EFB), (EFC), (EFC’) va (EFK) véi K 1a trung diém ctia canh B'C”.

6. Cho hinh lap ph ong ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 canh bang a.

a) Hay x4c dinh d ong vuong géc chung clia hai d ong thang chéo nhau BD’
va BC.
b) Tinh khodng c4ch ctia hai d ong thang BD’ va B'C.

7. Cho hinh thang ABCD vuong tai A va B, ¢6 AD = 2a, AB = BC = a. Trén tia Ax
vuong géc v6i mat phang (ABCD) 14y mot diém S. Goi C’, D’ 1an 1 ¢t 14 hinh
chiéu vuong goc ctia A trén SC va SD. Chiing minh rang :

a) SBC =SCD =90°.

b) AD’, AC’ va AB cung nam trén mot mat phang.

¢) Ching minh ring d ong thang C’'D’ lu6n ludn di qua mot diém c6 dinh khi
S di dong trén tia Ax.
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H GNG DAN GIAI VA DAP SO

CH ONGI

béyring M' =T, (M) = MM' =v.

La tam gidc GB'C’ sao cho cédc tit gidc
ABB'G va ACC'G la cac hinh binh hanh.
Dung D sao cho AD =GA .

a) T, A)=2:;7), T, B)=(-2:3);

b)C=T_,(A) =4:3);

c) d’ c6 ph ongtrinh x —2y + 8 =0.
C6 vo s0.

. A(1;2),B(3;-1)

D ong thang A'B’ ¢6 ph ong trinh la
3x+2y-7=0.

3x+y—-2=0.

Ciccha V, I, E, T, A, M, W, O déu c6
truc doi xing.

A’'(1;-3),d’ c6 ph ong trinh
x—2y-3=0.

Hinh binh hanh va hinh luc gidc déu Ia
nhiing hinh c6 tam ddi xing.

D ong thang, hinh gom hai d ong thang
song song, ... 1a nhitng hinh ¢4 vo6 s6 tam
d6i xtng.

Goi E la diém d6i xing v6i C qua tam D.
a) Q(A,90°) O)=E;

b) D ong thang CD.

B(0 ; 2). Anh cha d 1a d ong thing c6
ph ong trinhx -y +2=0.

a) Chiing minh OA.OA' =0 va OA = OA’.
b) A/ (2;-3), Bi(5;-4), C; 3;-1).

Thuc hién lién ti€p phép do6i xing qua EH
va phép tinh tién theo vecto EO.
Str dung tinh chéit cua phép doi hinh.

La tam gidc n6i trung diém clia céc canh
HA, HB, HC.

St dung cach xdc dinh tidm vi tu cla hai
d Ong tron.

Dung dinh nghia phép vi tu.

Thuc hién lién ti€p cdac phép bién hinh
theo dinh nghia.

Thuc hién lién ti€p phép d6i xting tam I va
phép vi tu tam A, ti s6 2 dé bién hinh
thang JLKI thanh hinh thang /HDC.

Ph ong trinh cta né la O+ y- 2)2 =38.
Thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua
d ong phan gidc cua géc B va phép vi tu

. ., . AC
tam B, t1 sO0 —-
AH

BAI TAP ON TAP CHUONG |

a) Tam gidc BCO ;

b) Tam gidc COD ;

¢) Tam giac EOD.

Goi A’ va d’ theo thi tu 1a anh ctia A va d

qua cac phép bién hinh trén.

a)A’(1;3),d céph ong trinh :
3x+y-6=0.

b) A’(1;2),d c6é ph ong trinh :
3x-y—-1=0.

c¢)A’(1;-2),d c6 ph ong trinh :
3x+y—-1=0.

d)A'(-2;-1),d c6 ph ong trinh :
x—3y—-1=0.
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3. (-32+(+2)7=9;
b) (-1 +(y+1)>=9;
) (-3 +(-2"=9;
d)(x+3)7%+(-27°=9.

4. Dung dinh nghia ctia phép tinh ti€n va
phép dai xing truc.
Tam giac BCD.
(=37 +(y-9)%=36.

7. N chay trén d ong tron (O) 1a anh cua
(0) qua phép tinh tién theo AB .

CH ONGII

1. a)E,F € (ABC) = EF < (ABC);

{1 e BC
b) = [ € (BCD).
BC < (BCD)

T ongtul e (DEF).

2 {MEd —~ Me P
" ldep '

3. Goil=d|ndy. Chingminh/ € dj.

4. Chang minh BGp cat AG 4 tai diém G véi

G(é;_A =3. Lap luan t ong tu CGc, DGp

A
ciing cit AG, lan 1 ot tai cdc diém
G, G" v6i GA =3, G'A =3.
GG, = G'G,
Tir d6 suy ra diéu can ching minh.

5. a)Goi E=AB n CD.
Tacé ME = (MAB) n (SCD),
N=SD n ME.
b) Goi/ =AM m BN. Ching minh I € SO.

6. a)Goi E=CD n NP.
Ching minh E=CD n (MNP).
b) MNP) n (ACD) = ME.
7. a)(IBC) n (KAD)=IK.
b) Goi E=BI n MD,F =CI n DN.
Ta c6 (IBC) n (DMN) = EF.
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10.

a) (PMN) n (BCD) =EN.
b) GoiQ =EN N BC.
Tac6 Q=BC n (PMN).

a) Goi M =AE n DC.
Taco M =DC n (C'AE).
b) Goi F = MC’' n SD. Thiét dién la ti
gidc AEC'F.
a) Goi N=SM n CD.
Tacé6 N=CD n (SBM).
b) Goi O =AC N BN.
Ta c6 (SAC) N (SBM) = SO.
¢) Goi I =SO n BM.
Tacdél=BM n (SAC).
d)GoiR=AB N CD,P=MR n SC.
Tac6P=SC n (ABM) ;
MP = (SCD) N (AMB)

p dung dinh 1i vé giao tuyén ctia ba
mit phing.
a) Khi PR // AC, qua Q v& d ong thing
song song v6i AC cét AD tai S.
b) Khi PRcat ACtail tac6S=1Q n AD.

a)A’=BN N AG.

b) Chitng minh B, M’, A’ 1a diém chung
clia hai mit phing (ABN) va (BCD). bé
ching minh BM’ = M'A" = A’N dung tinh
chat d ong trung binh trong hai tam giac
NMM'’ va BAA'.

c) Taco6GA' = %MM', MM’ = %AA’ suy

ra két qua.

a) Chiing minh OO’ // DF va OO’ /| CE.

b) Goi I la trung diém cta AB. Chiing
minh MN // DE.

a) Giao tuyén cua (@) véi cdc mat cla td
dién 1a cdc canh cta ti gidc MNPQ cé
MN /| PO /| AC va MQ [/ NP |/ BD.

b) Hinh binh hanh.

(@) cét (SAB), (ABCD) theo céc giao tuyén
song song véi AB va (a) cat (SBC) theo
giao tuyén song song v6i SC.



Dung tinh chat “mot mat phang cat hai
mat phang song song theo hai giao tuyén
song song”.
a) Ching minh ti gidc AA'M'M 1a hinh
binh hanh.
b) Goil =AM’ N A'M.
Tac6I=A'M n (AB'C’).
¢) Goi O =AB’ N A'B.
Tac6é OC'=(AB'C") n (BA'C").
d)G=0C"n AM".
a) Dung tinh chat "néu mot mat phing
chia hai d ong théng a, b cat nhau va a,
b cling song song v6i mot mat phéng thi
hai méat phang dé song song".
b) Goi O la thm cha hinh binh hanh
ABCD, G| =AC’" n A'O. Chiing minh
ﬂ=z~ T ong tu cho G,.

A'O 3

¢) Gy, Gy lan1 ot 1a trung diém cta AG,

va C'Gy.

d) Thiét dién la hinh binh hanh AA'C'C.
ng dung dinh Ii Ta-1ét.

BAI TAP ON TAP CHUONG I

a) GoiG=AC N BD ;H=AE N BF.

Ta ¢6 GH = (AEC) ~ (BFD).

Goil=AD N BC ; K=AF N BE.

Ta c6 IK = (BCE) ~ (ADF).

b) Goi N = AM  IK.

Tacd N=AM N (BCE).

¢) Néu cit nhau thi hai hinh thang da cho

cling ndm trong mot mat phang. Vo li.

a) Goi E=AB n NP,F=AD N NP,
R=SB n ME ,Q=SD n MF.

Thiét dién la ngli gidc MOPNR.

Goi H= NP N AC,

I1=8S0 N MH. Tac61=S0 n (MNP).

a) Goi E=AD n BC.
Ta c6 (SAD) n (SBC) =SE.

b) Goi F =SE N MN,P =SD N AF.
Tac6 P =SD n (AMN).
c) Tt gidc AMNP.

a) Chiy Ax // Dt va AB // CD.

b) I/ 1a @ ong trung binh cua hinh thang
AA'C'CnénlJ /| AA".
c)DD'=a+c—-b.

CH ONG III

a) Cé4c vecto cung ph ong v6i IA :
IA', KB, KB', LC, LC', MD, MD'.
b) Cac vecto cung h 6ng véi IA
KB, LC, MD.
c) Cac vectong ¢ch déng véi IA :
IA", KB', LC', MD'.
a) AB+ B'C'+DD' = AB+BC +CC’
= AC".
b) BD-D'D—-B'D'=BD+DD'+D'B'
= BB'.
c) AC+BA'+DB+C'D =
=AC+CD'+D'B'+B'A
=AA=0.

Goi O la tam cuta hinh binh hanh ABCD.
Taco:

SA+SC =250
S—B+S_D=2S—O}
= SA+SC=SB+SD
Q) MN =MA+AD+DN
ﬁN:MHB_CJrC_N}
— 2MN = AD+ BC

:m:%@w—o
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—_— — — —

5 MN = MA+AC+CN
MN = MB+BD+DN

—_— — —

= 2MN =AC+BD

:FNz%(KEHEB).

a) E :(E+R)+E :E+E,
v6i G 1a dinh thit t ctia hinh binh hanh
ABGC vi AG = AB+AC.

Vay AE =AG + AD, véi E 1a dinh thi t
ctia hinh binh hanh AGED.

Do d6 AE la @ ong chéo cta hinh hop
c6 bacanh 1a AB, AC, AD.

b) AF =(AB+ AC)—AD = AG — AD
- DG.

Vay F la dinh th¢ t ctia hinh binh hanh
ADGF.

_ ——  —

DA =DG +GA

DB =DG +GB

DC = DG +GC
:m+[TB'+D—C’:3D—G)
Vi ﬁ+073+§ 0

a) Ta co I7\2+7ﬁ=6

ma 2IM =IA+IC, 2IN =IB +ID

suyra JA+IB+IC+1ID = 0

b) Véi diém P bat ki trong khong gian
taco:

IA= PA—PI,IB=PB-PI

IC=PC-PI.ID=PD-PI

Vay JA+IB+IC+ID =
—ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ 4PI

—_ — — —

Ma JA+IB+IC+ID =0

nenﬁ:§<ﬁz+ﬁ+ﬁz+ﬁ5>.
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10.

B'C =AC-AB' = AC —(AA' + AB)

—C-d-b

BC' = AC'- AB (E AC)-AB
=G+C—b.

MN = MS +SC+CN (1)

_ — — —

MN =MA+ AB+ BN
= 2MN =2MA +2AB +2BN (2)
Cong (1) v6i (2) tad oc
3MN = MS+2MA +SC +2AB +CN +2BN
—_— —_—
0 0
= MN =-8C +—AB.
3 3
Vay ba vecto MN, SC, AB dong phéng.
Ta c6 KI /| EF /| AB.
FG /| BC vA AC < (ABC).
Do d6 ba vecto AC, K1, FG déng phang vi

ching c6 gid clng song song v6i mp ().
Mat phing nay song song v6i mp (ABC).

a) (AB, EG)=45° ; b) (AF,EG)=60° ;
¢) (AB,DH) = 90°.
) AB.CD = AB.(AD - AC)

AC.DB = AC.(AB - AD)

AD.BC = AD.(AC - AB)

—_— —_—— — —

= AB.CD+ AC.DB+ AD.BC =0
b) AB.CD=0, AC.DB=0
= E.R‘:O = AD 1 BC.

a) a va b n6i chung khong song song.
b) a va ¢ n6i chung khong vuong goc.
a) AB.CC' = AB.(AC' - AC)

= ABAC' ~ AB.AC =0



Vay AB L CC'.
b) MN = PQ = %

va MQ = NP = % ViAB L CC'ma

MN [ AB, MQ /| CC"nén MN 1 MO.
Vay hinh binh hanh MNPQ 1a hinh
chit nhat.

SA.BC = SA.(SC — SB)
=SASC-SA.SB=0

= SA L BC.

T ongtutacéSB L AC,SC L AB.

AB.OO' = AB.(AO' - AO)
= AB.AO'~AB.AO =0
= AB 1 00"
T gidc CDD'C’ 1a hinh binh hanh c6
CC’" L ABnén CC’ L CD.
Do d6 tit gidc CDD’C’ 1a hinh chit nhat.

1 .
Tacéd SABC = EAB.AC.SIH A

= %AB.AC\]] - 0052 A.

Vi cosA = % nén
|48l |acl

AB° AC” — (AB.AC)
V1-cos® A = : 2_( > )

AB~AC

. 1 |=2-—=2 — =
Do d6 Sapc =3 AB .AC” —(AB.AC)

a) AB.CD = AB.(AD - AC)

— AB.AD—AB.AC =0
= AB 1 CD.
b) Tatinh d oc

N:%(A—D+B—C)

=%(A_D+A_C—A_B)

S S — )
AB.MN =%(AB.AD+ AB.AC—-AB )=

%(AB2 c0s60° + ABZ cos60° — AB?)
-0

Vay AB.MN =0, dodé MN L AB.
T ong tu ta chiing minhd gc MN L CD
bang cich tinh

CD.MN = %(E)—E).(A_DJr AC - AB)

=0.
a) bung ; b) Sai ;
¢) Sai ; d) Sai.
a) BC 1 Al
= BC 1 (ADI)
BC 1. DI

b)BC L (ADI) = BC L AH
malD | AHnén AH L (BCD).

a) SO 1 AC
SO 1 BD
b) AC 1L BD
AC 1 SO

BD 1 AC
BD 1 SO

} — SO L (ABCD)
} = AC L (SBD)

}: BD 1 (SAC).

a) BC L OH
BC 1 0OA

= BC 1 AH.

T ong tu ta ching minh d gc CA L BH
va AB L CH, nén H 1a truc tAm cla tam
gidc ABC.
b) Goi K 1a giao diém cta AH va BC. Ta
c6 OH la @ ong cao cla tam gidc vuodng
AOK nén

1 1 1

= + .
OH?> 0A* 0kK?

Trong tam gidc vuong OBC véi d ong cao
OKtacé:

1 1 1

OK?> o0B*> o0c?

} = BC L (AOH)

ey

2
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N

Tu (1) va(2)tacod:
1 1 1 1
RPN 2
OH OA OB ocC
a) SO L AC
SO 1 BD

AB 1 SH
AB 1 SO

a) BD 1 AC
BD 1 SA
= BD 1 SC.
b) BD L (SAC) ma IK // BD nén
IK 1 (SAC).

} = SO L (ABCD).
} = AB 1 (SOH).

} = BD 1 (SAC)

a) BC 1 AB
BC L SA

=AM 1 BC,ma AM 1 SBnén
AM L (SBC).
b) Chitng minh SB L (AMN)
=SB L AN.
a) Gia st ¢6 hai d ong xién SM va SN
bing nhau. Khi d6 ta c¢6 hai tam gidc
vuong SHM va SHN bang nhau.
Do d6 : SM =SN < HM = HN.
b) Gia st ¢6 hai d ong xién : SA > SB.
Trén tia HA ta l1dy diém B’ sao cho
HB’ = HB, khi d6 SB’ = SB va SA > SB'.
Dung dinh 1i Py-ta-go, xét hai tam
gidc vuong SHA va SHB’ ta suy ra diéu
can chiing minh.

} = BC 1 (SAB)

a) bung ; b) Sai.

CD =26 (cm).

a) Chitng minh BC L1 (ABD), suy ra
ABD la g6c gilta hai mat phang (ABC)
va (DBC).

b) Ching minh BC L (ABD).

¢) Ching minh DB 1 AHvaDB 1 HK.
Trong mat phang (BCD), chiing minh
HK /] BC.

Xét hai tr ong hop (o) cat (B) va () // (D).
Néu (@) cét (B giao tuyén A d gc xdc

132

10.

11.

dinh duy nhat. Qua M c¢6 moét va chi mot
mat phang (P) vuong géc véi A.

Néu (a) // () thi ta c6 vo s6 mat phing (P).
a) Chiing minh AB" L (BCD'A").

b) Chiing minh (ACC’A") 1a mat phang
trung truc cua doan BD va (ABC'D’) 1a mat
phing trung truc ctia doan A’D. Hai mat
phang nay cling vuéng géc véi mat phing
(BDA") nén cé giao tuyén AC’ vuong goéc
v6i (BDA").

a) Ching minh AC L (SBD) va suy ra
(ABCD) L (SBD).

b) Ching minh OS = OB = OD va suy ra
tam gidc SBD vuong tai S.

a) Chiing minh AD 1 (ABB'A’).

b) AC’ = Va2 +b% + 2.

Do dai d@ ong chéo cua hinh 1ap ph ong
canh a bing a+/3.

Chang minh BC L (SAH) va suy ra BC L SA.
T ong tu, ching minh AC L SB.

a2

2
b) Chiing minh SC L (BDM)
= (SAC) L (BDM).

a) SO =

¢) Chiing minh OM = g va c6 MC = %

ma OMC =90 nén MOC = 45°.

a) BD 1 AC
BD 1 SC
= (SBD) 1 (SAC).

b) Hai tam gidc vuong SCA va IKA dong

SC.AI _a

SA 2

} = BD 1 (SAC)

dang nén IK =
¢) BKD=90 vilIK=ID=IB= %

SA L (BDK)va BKD =90 ,
suy ra (SAB) L (SAD).

a) Sai ;
d) Sai ;

b) bung ;
e) Sai .

¢) Ding ;



a) Can chimg minh SA 1 BC
vaBC L (SAH) = BC L SE.

(V6i E=AH N BC)

Vay AH, SK, BC déng quy.

b) Can ching minh BH 1 (SAC) va suy
raSC 1 (BKH),

SC 1. (BKH)= SC 1. HK

BC 1 (SAE)= BC 1 HK

= HK 1 (SBC).

c) AE 1a d@ ong vudong gbéc chung cua
SA va BC.

Khoéng céch d tir cic diém B, C, D, A’,
B’, D’ dén d ong chéo AC’ déu bing
nhau vi ching déu Ia do dai d ong cao
clia cdc tam gidc vuong bing nhau.
AABC’= AAAC’ =

Tatinhd gcd=

a6'
3

a)Ké BH | AC tai H, tac6 BH 1 (ACC'A),
tatinh d gc

ab

v a® +b*

b) Khoang cach giita BB’ va AC’ chinh la
b

Y @ +b?

a) Ching minh B’D vuong géc véi hai
d ong thang cit nhau clia (BA'C").

b) Goi I va H 1an 1 ot 1a trong tam cta
AACD’ va ABA'C’ thi IH 1a khoang cdch
giita hai mat phang song song (BA'C") va
(ACD)),

BH =

khoang cach BH =

o BD_av3
3 3
¢) Goi d 1a khoang céch giita hai d ong

a3

théng chéo nhau BC’va CD’, d = S

V& qua trung diém K cua canh CD
d ong thing song song v&i AB sao cho
ABB’A’ la hinh binh hanh v6i K la
trung diém ctia A'B’".

Chiing minh hai tam gidc vuong BCB’ va
ADA’ bang nhau. T d6 suy ra BC = AD.
Chiing minh t ong tu ta c6 AC = BD.

Khoang cdch tir dinh S t6i mat ddy (ABC)
bang do dai d ong cao SH clia hinh chép
tam gidc déu. Ta tinh d gc :

SH = \SA%Z — AH? =a.

Goi/vaKlanl otla trung diém clia c4c canh
AB va CD. Vi IC = ID nén IK L CD.
T ong tu ching minh d oc IK L AB.
Vay IK 1a d@ ong vuong goc chung cua AB
va CD.

Dodo IK = &

2 .
2

BAI TAP ON TAP CHUONG Il

a) buing ; b) bung ;
¢) Sai ; d) Sai ;
e) Sai.

a) bing ; b) Sai ;
¢) Sai ; d) Sai.

a) pdung dinh 1i ba d ong vuong gdoc ta

chiing minh d ¢oc bon mat bén cta hinh

choép 1a nhitng tam gidc vuong.

b) Ching minh BD L SC va suy ra

B'D’ 1 SC. Vi BD va B'D’ cing nam

trong mat phang (SBD) nén BD // B'D".

Ta ching minh AB" L (SBC)

= AB’ L SB.

a) Ching minh

BC 1 (SOF)= (SBC) L (SOF) ;

b) d(O, (SBC)) = OH = % ;

d(A, (SBC)) =d(, (SBC)) =IK

=20H = 3a,
4

a) Ta chitng minh BA 1L (ADC) = tam
gidc BAD vuong tai A.

Dung dinh li ba d ong vuong goc ta ching
minh BDC la tam gidc vuong tai D.
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b) Chitng minh tam gidc AKD can tai K
vasuyraKl 1 AD.

Chiing minh tam gidc /BC can tai [ va
suyra/K 1 BC.

Do d6 IK 1a doan vuong goéc ctia AD va
BC.

) BC' 1L B'C
a
BC' 1L A'B’

b) Doan vuong gbéc chung cua AB’ va

} = BC' L (A'B'CD)

BC'1aKI = %

a) d(S, (ABCD)) =SH =

a7

2
b) ViSH L (ABCD) v6i H € AC nén
(SAC) L (ABCD).

¢) Vi SB® + BC? = SC* nén SB L BC.

)

av15
6

SC =

d) tango:f[—l_é:\/g.

BAI TAP ON TAP CUGI NAM

Goi tam gidc A'B’C’ 1a anh clia tam gidc
ABC qua cdc phép bién hinh trén, khi dé
a)A'(3:2),B12:;4),C'(4;5);
b)A'(1;-1),B(0;-3),C'(2;-4);

) A'G; 1), B(4;-1),CM(2;-2);
d)A'(-13;1),B(=3;0),C(-4;2);

e) A'(2;-2),B(0;-6),C'(4;-8).

a) F 1a phép vi tu tam G, ti s0 —%-

b) Pé y riang O 1a tryc tam cla tam gidc
A'BC'.

¢) F(O) = Oy latrung diém clia OH.

d) nhcuaA,B,C, A1, B, Cl qua phép
vi tu tam H ti sO % t ong ingla A”, B”,

C", A, B, C|.
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e) Ching minh A”, B”, C”, Al', Bl', Cl'
cung thuoc d ong tron (O)). Sau do
ching minh A’, B, C’ cling thuoc d ong
tron  (O)). Chang han, ching minh
0,4 =01A’.

a) Goi (@) = (ES, EM), (&) cit (SAC) va
(SBD) theo giao tuyén l1a d ong thing SO
v6i O = AC N BD.

b) SE = (SAD) n (SBC).

c) Goi O' = AC" n BD’. Ching minh
O’ € SO = (SAC) N (SBD).

Ching minh tit gidc MNFE la hinh binh
hanh.

Goi % 1a hinh lap ph ong.
—(EFB) ~ &’ = ABIF v6i FI /| AB.
—(EFC) N ¥ = ECFH vé6i CF | EH.

—(EFCY n¥ = EMC'FL v6i EM || FC’
vaFL /| C'M.

— Thiét dién tao boi (EFK) va hinh lap
ph ong 1a hinh luc gidc déu.

a) Goi / la tam hinh vuong BCC'B’. V&
IK 1 BD’tai K. IK la @ ong vuong goéc
chung ctia BD' va B'C.

by kI =2

6 .
6

a) St dung dinh 1i ba d ong vudng gdc.

b) Ching minh AD’, AC’ va AB cung
vuong goc véi SD.

¢) C'D’'luon di qual véil =AB N CD.
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Ch ongI.

Ch ong Il.

Ch ong .
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MUC LUC
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ONOOGA~,WNDN
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