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NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM
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/" \' Phan hoat déng cta hoc sinh.
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m K&t thiic phan ching minh.
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UNG DUNG DAO H/
DE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM

-Dc‘ing bién, nghich bién -

Cuc tn
L :

-Gla tn I6n nhat, nho nhat
Tiém can

Khao sat ham sé



SU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM sO

I - TINH PON PIEU CUA HAM SO

/’"QWTU’ dé thi (H.1, H.2) hay chi ra cac khoang tang, gidm clia ham s6 y = cosx trén

T 3® . s v . 2
doan L_2 ;2} va clia ham s6 y =|x| trén khodng (—c ; + o).

y
y
17
y = COsxX y =l
T /,’ ! |
Sn 0 n | 3n : “top b
2 2 i 2
-1 |
Hinh 1 Hinh 2

1. Nhéc lai dinh nghia
Ki hiéu K la khoang hoac doan hoidc ntra khoang. Gia sit ham s6 y = f(x)
xac dinh trén K. Ta néi
Ham s6 y = f(x) dong bién (ting) trén K néu v4i moi cap
Xy, X, thuoc K ma x, nho hon x, thi f(x,) nhé hon f(x,), tic la
xp < Xy = flx) <f(xp);
Ham s6 y = f(x) nghich bién (giam) trén K néu v6i moi cap xy, xp

thuoc K ma x;nhd hon x, thi f(x;) 16nhon f(x,), tifc Ia

X< xy = flx) > f(xp).



Ham s6 dong bién hoac nghich bién trén K duoc goi chung la
ham s6 don diéu trén K.

NHAN XET. Tir dinh nghia trén ta thay

a) f(x) dong bién trén K < Tn) = f(xq) > 0, Vx;, x, € K

|

(Xl E= X2) ;

fx) nghich bién trén K < M <0, Vx,x, ek
X=X

(.X'l * .Xz) .

b) Néu ham s6 dong bién trén K thi do thi di lén tir trdi sang
phai (H.3a) ;
Néu ham s6 nghich bién trén K thi do thi di xudng tir trdi sang
phai (H.3b).

YA yh
]
y=fx) |
|
|
! I S R
ol a b x 0 X
a) b)
Hinh 3
2. Tinh don diéu va dau cta dao ham
n\
A : \
/7 N\ Xét cac ham sé sau va db thi clia ching :
X 1
a) y=—7 (H.4a) b) y=" (H.4b)
X —o0 0 +oo X —oo 0 +oo
y/ yl

’ /0\ ’ O\ +w\o
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=y
v

a) b)
Hinh 4

Xét ddu dao ham clGia mbi ham sé va dién vao bang tuong (ing.
T d6 hay néu nhan xét vé mdi quan hé gita su déng bién, nghich bién cla
ham sé va ddu cla dao ham.

Ta thira nhan dinh 1i sau day.
DINH Li

Cho ham s0 y = f(x) c6 dao ham trén K.

a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x thudc K thi ham s6 f{x) dong bién
trén K.

b) Néu f'(x) < 0 v6i moi x thudc K thi ham so6 f(x) nghich
bién trén K.

Toém lai, trén K
f'(x)>0  f(x)dong bién
f'(x) <0  f(x)nghich bién.
CHU Y
Néu f'(x) = 0, Vx € K thi f(x) khong déi trén K.
Vidu 1. Tim cac khoang don diéu cua ham s0 :
a)y= 2x4 +1; b) y = sinx trén khoang (0 ; 2w).
Gidi
a) Ham s6 dNcho xdc dinh v6i moi x €
Ta c6 y' = 8x>. Bang bién thién
X |- 0 +o0
y’ - 0 +




Vay ham s6 y = 2t +1 nghich bién trén khoang (—e ; 0), dong bién trén
khoang (0 ; +oo).
b) Xét trén khoang (0 ; 27m), ta c6 y' = cosx.

Bang bién thién

T T
X 0 — 21
2 2
y'=cosx + 0 _ 0 +
1 0
y = sinx / \ /
0 -1
o . . Y \ ) . 3m
Vay ham s6 y = sinx dong bién trén cac khoang LO; 5 va LE ; ZJIJ,
. o , T 3w
nghich bién trén khoang i — | yA
i 22
< 3
f%Khéng dinh ngudc lai véi dinh Ii trén c6 dang khong ?
N6i cach khac, néu ham s& déng bién (nghich
bi€n) trén K thi dao ham clha n6 c6 nhat thiét phai
duong (&m) trén doé hay khong ? 5 g

Chang han, xét ham s6 y =" c6 dé thi trén Hinh 5.

Hinh 5

CHU Y
Ta c6 dinh I m& rong sau day.
Gia st ham s6 y = f{x) c6 dao ham trén K. Néu f'(x) >0
(f'(x) £0),Vxe Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hitu han diém
thi ham s6 dong bién (nghich bién) trén K.

Vi du 2. Tim cdc khoang don diéu ctia ham s6 y = 2x° + 6x° + 6x — 7.
Gidi. Ham s6 dNcho xdc dinh v6i moi x €

Tacéy = 6x% +12x + 6 = 6(x + 1),



Dod6y' =0 < x=—-1vay >0 v6imoix=+-—1.

Theo dinh 1i m& rong, ham s6 dNcho luon luon dong bién.

I1 - QUY TAC XET TINH PON PIEU CUA HAM SO

1. Quy tic
1. Tim tap xac dinh.
2. Tinh dao ham f'(x). Tim céc diém x; (i =1, 2, ..., n) ma tai d6
dao ham bang 0 hoic khong xéc dinh.
3. Sap xép cdc diém x; theo thi ty tang dan va 1ap bang bién thién.
4. Néu két luan vé cac khoang dong bién, nghich bién ctia ham s0.
2. pdung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién cua ham s6

y=1x3—lx2—2x+2.
3 2

Gidi. Ham s6 xac dinh véi moix € . Tacd

o2 X=-
y=x —x-2, y':O(:)L
X = 2.

Bang bién thién

X |—oo -1 2 +o0
y' + 0 - 0 +
400
’ / ° \ /
oo 3

Vay ham s6 dong bién trén cac khoang (—e ; —1) va (2 ; +o0), nghich bién
trén khoang (-1 ; 2).



Vi du 4. Tim cac khoang don diéu cua ham s6 y =

x+1
Gidi. Ham s6 xdc dinh v6i moi x # —1. Ta ¢6
. x+D)=-(x=-1 2
y= 2 - 2
(x+1) (x+1)

y' khong xéc dinh tai x = 1.
Bang bién thién

X —o0 -1 +o00

y’ + +

y +o0 1

1/ _oo/

Vay ham s6 dong bién trén cac khoang (—eo ; —1) va (=1 ; +oo).

Vi du 5. Ching minh rang x > sinx trén khoang (0; ;j bang céich xét
khoang don diéu ctia ham s6 f(x) = x — sin x.

Gidi. Xét ham s6 f(x) = x — sinx (0 <x< ’2‘) tacé

f'(x)=1-=cosx 20 (f'(x) =0 chi tai x = 0) nén theo chd y trén ta c6 f(x)

dong bién trén nlra khoang LO ; nJ )
2
Do d6, véi 0 < x < 721; ta co fix) =x—sinx>f(0)=0

hay x > sin x trén khoang (0 : ;tj

Badi tap
Xét su dong bién, nghich bién ctia cdc ham so :
) y=4+3x—2"; b)y:;X3+3x2—7x—2;
Oy=axt—2:243; dyy=—x" +12-5.
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Tim cdc khoang don diéu ctia cac ham so0 :

2
3x 1 x“ =2
a)y= ; b)y=——";
1—x 1—x
c)y=\/x2—x—20; d)y= 22x
x“=9

Chiing minh rdng ham s6 y = dong bién trén khoang (-1 ; 1) ;

x“+1
nghich bié€n trén cac khoang (—eo ; —1) va (1 ; +co).

Chitng minh rdng ham s6 y = \2x — X2 dong bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).
Chitng minh cdc bat dang thic sau :

a) tanx > x L0<x<nj; b)tanx>x+x— L0<x<n).
2 3 2

AN

BAI POC THEM

TINH CHAT DON DPIEU CUA HAM SO

Diéu kién dd vé tinh chat don diéu ctia ham sé dugc chiing minh dua vao dinh Ii
sau day.

DINH Li LA-GRANG

Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va cb dao ham trén
khodng (a ; b) thi tén tai mot diém ¢ € (a ; b) sao cho

fb)=f(a)=f'(c)b-a)

fb)=fta)

h '(c) =
ay fo=r2t

YA
M|’nh hoa h|r,1h hoc : fib)
Né&u ham sé f(x) thod man cac gia thiét cla fe,)
dinh Ii La-grang thi trén d6 thi ton tai diém
C ma tiép tuyén tai d6 song song hoac
tring véi day cung AB (H. 6). fla)

1
|
|
|
I
:
1 1
Hinh 6 of a ¢ 6 b x



HE QUA

Né&u F'(x) = 0 véi moi x thudc khodng (a ; b) thi F(x) bang hang s6

trén khoang dé.
Chuing minh. Xét diém c6 dinh x € (a;b).V6i mbi xe (a;b) ma x#x, Cac gia
thiét cha dinh li La-grang dugc thod man trén doan [x,5 x] (hodc[x; xy1). Do d6
ton tai diém ce (xy; x) (hodcce (x;x,)) sao cho F(x)-F(xy)=F'(c)(x—x,). Vi
ce (a;b) nén F'(c)=0. Vay

F(x)—F(xO)=O hay F(x)=F(x0)=const

trén toan khoang (a ; b).

DINH LI
Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).
a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s6 f(x) dong bién
trén khoang dé ;
b) Néu f'(x) <0 v8i moi x € (a ; b) thi ham s& f(x) nghich bién
trén khoang dé.

Chung minh. L8y hai diém bat ki x,, x, (x, <x,) trén khodng (a ; b). Vi f{x) c6 dao
ham trén khoang (a ; b) nén f(x) lién tuc trén doan [x,; x,] va co dao ham trén khoang

(xl;xz).
Theo dinh i La-gridng, tén tai mot diém ce(x;;x,)C(a;b) sao cho
f‘(c’):M. Tu d6 suy ra:

X 7H
a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi f'(c) >0 nén f(x,)> f(x;). Do dé, f(x)
déng bién trén khoang (a ; b).
b) Néu f'(x) < 0 v6i moi x € (a; b) thi f'(c) <0 nén f(x,)<f(x)). Do do, f(x)
nghich bién trén khoang (a ; b).

BAN CO BIET

LA-GRANG (J.L. LAGRANGE)

La-grang la nha toan hoc Phap, xuét than trong moét gia
dinh giau c6, nhung trd nén khanh kiét khi éng tudng nhu
sap dugc thita ké gia san. Tuy nhién, vé sau ong xem tai J.L. Lagrange
hoa nay la mét diéu may man. (1736 — 1813)

11



12

Ong néi : "Né&u dudc thira k& mot tai san thi chac la téi khong danh dsi minh cho
toan hoc".

Ong ndi La-grang la ngudi Phap, ba noi la ngudi I-ta-li-a. Ca gia dinh éng dinh cu & Tu-rin
(th phti clia x& Pi-6-méng (Piémont) thudc I-ta-li-a).

La-grang dudc c lam gido su toan hoc & Trudng Phao binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. T4t ca cac hoc trd déu 16n tudi hon éng. Clng v6i nhiing hoc trd uu
ta clla minh, La-grang da 1ap ra Hoi nghién c(u, tién than cla Vién Han 1am khoa
hoc Tu-rin. Tap bao cao dau tién cla Hoi xuat hién nam 1759 khi 6ng 23 tudi.
Phan 16n nhiing cdng trinh t6t nhat cdng b6 trong tap san dau nay la cha La-grang,
dudi nhiéu bat danh khac nhau.

tudi 23, La-grang dudc coi la nha toan hoc ngang hang véi nhiing nha toan hoc 16n
nhat thai bay gid 1a O-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).
Theo 15i gi6i thiéu ctia O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-grang dudc bau
lam Vién si nudc ngoai cla Vién Han 1am khoa hoc Bec-lin. V& sau, O-le va
Da-lam-be (d'Alembert) con van déng vua nuéc Phé mdi La-grang sang Béc-lin
lam nha toan hoc cla Triéu dinh.
Nam 1764, luc 28 tudi, La-grang dudc giai thudng 16n vé bai toan binh doéng clia
Mat Trang (1a bai toan Ii gidi vi sao khi chuyén déng, Mat Trang luén luén quay
mot mat vé phia Trai Dat).
Cac nam 1766, 1772, La-grang lién ti€p nhan dugc cac giai thudng cta Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé& cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.
Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nudc Phé - "vi vua 16n nhat chau Au" - dén
ti€p néng nhiét va dugc ci lam Giam déc Ban Toan Li ctia Vién Han lam Bec-lin.
Nam 1787, Hoang gia va Vién Han lam Pa-ri dén tiép ndng hau nha toan hoc 16n
La-grang trd vé va cap cho 6ng mét can hd day da tién nghi trong dién Lu-vro
(Louvre, nay la vién bao tang I6n & Pa-ri).
Nam 1788, & tudi 52, 6ng cdng bé kiét tac clia ddi 6ng, bd "Ca hoc giai tich", dé
tai ma éng &p 0 t lac 19 tudi.
Nhd su can thiép cla La-grang, ngudi ta da khéng thira nhan 12 thay cho 10 dé
lam co s8 cho mét hé.

Ong lap gia dinh hai lan. Ba vo dau mat s6m vi dau yéu.  tudi ngoai 50, La-grang
séng c6 don, sdu mudn. Nam 56 tudi, 6ng dudc mdt thiéu nit, con gai ban éng 13
nha thién van hoc Lo-m6-ni-é (Lemonier), yéu va ngd 18i mudn két hon véi 6ng.
La-grang nhan 18i. C6 da danh ca cudc ddi tré trung, tudi dep ctia minh dé cham
s6c 6ng, kéo 6ng ra khdi u sau, thic tinh nai éng Idng ham séng. Ong yéu tha
thiét va cdm thay khé s& mdi khi phai tam xa ba. Ong khéng dinh réng ba vo tré
diu dang, tan tuy la giai thudng quy bau nhat trong moi giai thudng cla ddi éng.
La-gréng dudc toan thé nhan dan Phéap tén vinh. C6 |an, Ta-lé-grang (Tallegrand), mot
vi tudng, da ndi vGi cha cla La-grang : "Con 6éng, ngudi con clia nhan dan Phap, sinh
ra 8 Pi-e-méng, da 1am vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai ctia minh".

La-grang mat ngay 10-4-1813, tho 77 tudi.



CUC TRI CUA HAM SO

I - KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU
O

J R Dua vao d6 thi (H.7, H.8), hay chi ra cac diém tai d6 mdi ham s6 sau c6 gia tri 16n
nhét (nhd nhat) :

a) y=—x2 +1 trong khoang (—co ;+0) ;

3
b) v="(x-3)? trong cac khoan , va|—;4/|.
)y 3(x ) g gb 2) k j

2
y )7
1
Al
7o & ] i e
o0 1 1 3 2 3 4 X
2 2
Hinh 7 Hinh 8
Xét ddu dao ham clia cdc ham s6 da cho va dién vao cac bang dudi day.
X —o0 0 +o0 X —o0 1 3 +00
y y
y 1 y +oo
oo oo —o0 0
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh va lién tuc trén khoang (a ; b) (c6 thé
ala —co; bla +eo) va di€m x, € (a; b).
a) Néu ton tai s6 i > 0 sao cho f{x) < f(x,) v6i moi x € (x, -/ ;
Xo + h) vax # x, thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc dai tai x.
b) Néu ton tai s6 & > 0 sao cho f(x) > f(x,) v6i moi x € (xo—h ;
Xp+ h) va x # xg thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x;.

13



CHU Y

1. Néu ham s6 f(x) dat cuc dai (cuc ti€u) tai x thi xo dugc
goi 1a diém cuc dai (diém cuc tiéu) ctia ham s6 ; f(xq) dugc
goi 12 gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu) clia ham s6, ki hiéu
afe (fer), con diém M(xy ; f(xg)) dugc goi la diém cuc dai
(diém cuc tiéu) ctia d6 thi ham so.
2. Céc diém cuc dai va cuc tiéu duoc goi chung 14 diém cuec tri.
Gid tri cuc dai (gi4 tri cuc tiéu) con goi 1a cuc dai (cuc tiéu) va
dugc goi chung 1a cue tri ciia ham so.
3. Dé dang chitng minh duoc riang, né€u ham s6 y = f(x) c6 dao
ham trén khoang (a ; b) va dat cuc dai hodc cuc tiéu tai xythi
f'(x9)=0.

(- 2

RGié sU f(x) dat cuc dai tai x, . Hay chiing minh khang dinh 3 trong chu y trén bing

f(XO +Ax)_f(x0)

Ax

D)

khi Ax — 0 trong hai trudng hgp Ax > 0 va

cach xét gi6i han ti s6

Ax < 0.

I1 - PIEU KIEN PU PE HAM SO €O CUC TRI

n
(o)
)

IR a) St dung do thi, hay xét xem cac ham s6 sau day cé cuc tri hay khong.
y==-2x+1;
y =§(x—3)2 (H.8).
b) Néu mai lién hé gilra su ton tai cuc tri va ddu clia dao ham.
Ta thira nhan dinh Ii sau day.
DINH Li 1
/" Gi sir ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang K =(xy — /15 xp + )
va ¢6 dao ham trén K hodc trén K\{ x,}, v6i h > 0.
a) Néu f '(x) > 0 trén khoang (x, — & ; x,) va f'(x) < O trén
khoang (x, ; x, + h) thi x, 1a mot diém cuc dai ciia ham s6 f(x).
b) Néu f'(x) < 0 trén khoang (x, — & ; xy) va f'(x) > 0 trén
Kkhoéng (X 5 Xy + h) thi x;, 1a mot diém cuc tiéu cta ham s6 f(x)./

14



X |xg—h X0 x0+h X |xg—h X x0+h

) + - f(x) - +

) o )
/ \ \ fer /

Vi du 1. Tim cdc diém cuc tri chia d6 thi ham so6 f(x) = el
Gidi. Ham s6 xdc dinh v6i moi x €
Tacof'x)=-2x;f'(x)=0=x=0.

Bang bién thién

X —o0 0 +o0
') + 0 -
1
) / \ 3

Tl bang bién thién suy ra x = 0 12 diém cuc dai cha ham s6 va dé thi cla
ham s6 ¢6 mot diém cuc dai (0 ; 1) (H.7).

Vi du 2. Tim céc diém cuc tri ciia hAm sd y = O x43,
Gidi. Ham s6 xac dinh v6i moi x €
Ta c6 y'=3x2—2x—1;
x =1
y=0¢&
xX=-_.
3
Bang bién thién
X —oo - 1 +o0
3
y' + 0 - 0 +
~+oo
y / 27 \ /
oo 5

15



Tl bang bién thién suy ra x = — ; 12 diém cuc dai, x = 1 1a diém cuc tiéu
cua ham s& dNcho.

Vidu 3. Tim cuc tri cia ham s6
_3x+1
x+1

Gidi. Ham s0 xac dinh tai moi x # —1.

>0, Vx #-1.

Tacdy' = 5
(x+1

Vay ham s6 dNcho khong ¢6 cuc tri (vi theo khing dinh 3 ctia Chi y trén,
néu ham s6 c6 cuc tri tai x, thi tai d6 y' = 0).

;,y 4
/% Chiing minh ham s& y=|x| khéng cé dao ham tai x=0. Ham sé c6 dat cuc tri tai
diém d6 khong ?

III - QUY TAC TIM CUC TRI
Ap dung Pinh 1i 1, ta ¢6 quy tic tim cuc tri sau day.

QUY TACI
1. Tim tap xéc dinh.
2. Tinh f'(x). Tim cédc diém tai d6 f'(x) bang 0 hoac f'(x)
khong xac dinh.
3. Lap bang bién thién.
4. Tir bang bién thién suy ra cdc diém cuc tri.

n
(-
%g ¢

.5
2
/X pdung quy tic I, hay tim cac diém cuc tri cia ham s6
F(x) = x(x* =3).
Ta thtra nhan dinh Ii sau day.

DINH L 2

Gia sit ham s6 y = f(x) c6 dao ham cép hai trong khoang
(xo = h s X + h), v6i h > 0. Khi d6 :

a) Néu f'(xy) =0, f"(xp) >0 thi x, la diém cuc ti€u ;
b) Néu f'(xy) =0, f"(xp) <0 thix,la diém cuc dai.

16



p dung Dinh 1i 2, ta c6 quy tic sau day dé tim céc diém cuc tri cia mot ham so.

QUY TACII

1. Tim tap xéc dinh.

2. Tinh f"(x). Gidi phuong trinh f'(x) =0 va ki hiéu x; (i=1,2,..,n)
la cac nghiém cua no.

3. Tinh f"(x) va f"(x;).

4. Dya vao ddu clia f"(x;) suy ra tinh chat cyc tri cla diém x; .

Vidu 4. Tim cuc tri ciia ham so

4
Flx) = % —2x% +6.

Gidi. Ham s6 xac dinh v6i moi x €

F)=x —dx=x(2—4); f(0)=0 x,=0,x,=-2,x,=2.
() =3x"—4.

f"(£2)=8>0 x=-2vax=21lahai diém cuc tiéu ;
f"(0)=-4<0 x=01adiém cuc dai.

Két ludn

flx) dat cuc tiu tai x = -2 vax =2 fp = f(£2)=2.

f(x) dat cuc dai tai x = 0 va f, = f(0) = 6.

Vidu 5. Tim céc diém cuc tri ciia ham s6 f(x) = sin2x.

Gidi. Ham s0 xéac dinh v6i moi x €

£1() = 2c082x ; f'(x) = 0 & 2x = ’; tinex= Z+l’f (leZ).

f"(x) = —4sin2x.

- / k
f"E+lE = —4sin| * + In =J . (ke ).
4 2 2 L4néul=2k+1

17
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Két ludn
T i N 4 - R P N A,
x= +'m (ke ) lacdac diém cuc dai cua ham so.

3n , .
x=—+'"m (ke ) lacac diém cuc ti€u cua ham so.

4
Bdi tap
Ap dung Quy tic I, hdy tim cdc diém cuc tri ctia cdc ham s sau :

a) y=2x" +3x% —36x-10 ; b) y=x'+2x2-3;

1
)y=x+ d)y=x3(1—X)2;
X

e)y:\/xz—x+1.

Ap dung Quy tic II, hdy tim céc diém cuc tri ctia cic ham s6 sau :
a)y:x4—2x2+1; b) y =sin2x — x ;
C) y = sinx + cosx ; d)y=x5—x3—2x+l.
Ching minh ring ham s6 y = \/m khong c6 dao ham tai x = 0 nhung van
dat cuc tiéu tai diém do.
Ching minh rang véi moi gid tri ctia tham s6 m, ham s6
y:x3 —mx® —2x +1
luon Iuon c6 mot diém cuc dai va mot diém cuc tiéu.
Tim a va b dé cdc cuc tri clia ham so

y :§a2x3 +2ax> —9x + b

déu la nhimg s6 duong va x, = — la diém cuc dai.
9
o+ mx+1
Xéc dinh gia tri ctia tham s6 m dé ham s6 y="~————— dat cuc dai
xX+m
tai x = 2.



GIA TRI LON NHAT VA
§‘ ? GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO

I - PINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.
a) S6 M dugc goi 1a gia tri 16n nhat cua ham s6 y = f(x) trén
tap D néu flx) < M v6i moi x thuoc D va ton tai x; € D sao
cho f(xp) = M.
Ki hi¢u M = fx

D
b) S6 m dugc goi la gia tri nho nhat cua ham s6 y = f(x) trén
tap D néu f(x) = m v6i moi x thuoc D va ton tai x, € D sao
cho f(xy) = m.
Ki hiéu m = min f(x).

D

Vidu 1. Tim gia tri nho nhat va gia tri I6n nhat cia ham so

1
y=x-5+
X
trén khoang (0 ; +0).
* Do 92 , 1 -x2 - 1
Gidi. Trén khoang (0 ; +o0),tacd y' =1 — — =
X X

y=0o x> -1=0cx=1.
Bang bién thién
X 0 1 +oo
y - 0 +

+o0 +o0
-3

Tu bang bién thién ta thay trén khoang (0 ; +o0) ham s6 c6 gia tri cuc tiéu
duy nhat, d6 ciing la gia tri nhd nhat cia ham so.

19



Vay min f(x) =-3 (tai x = 1). Khong ton tai gid tri 16n nhat cta f(x)
(0;+00)

trén khoang (0 ;4o0).

II - CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT
CUA HAM SO TREN MOT POAN

n
(

.-\
~ee 1

/A xét tinh déng bién, nghich bién va tinh gia tri I6n nhat, gia tri nhd nhéat cla ham sé :

1.

20

a)y= < trén doan [-3; 0] ;

b) yzx—Jrltrén doan [3 ; 5].
X—

Pinh li

Moi ham s6 lién tuc trén mot doan déu c6 gia tri 16n nhat
va gia tri nho nhat trén doan do.

Ta thira nhan dinh Ii nay.
Vidu 2. Tinh gia tri nhé nhat va gia tri 16n nhat ciia ham s6 y = sinx

a) Trén doan T ;7l ;
L6 6

b) Trén doan LZ ; 27tJ.

Gidi

Hinh 9



Tir d6 thi ctia ham s6 y = sinx (H.9), ta thay ngay :

a) Trén doan D = LZ, 7671 ta co

Tu dé6 maxy =1 ;miny = —
D D

b) Trén doanE=L76£; ZWJ tacod
L T A T L
— | = s = , = -1, TT) = 0.
Ne) 2772 2l Y
Vay maxy =1; miny = —1.
E E

Quy tac tim gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat cia ham sé lién tuc
trén mot doan

2

2 e
. - —2<x<

Cho ham s6 y=| ¥ T2neu —2=x=l
X néul<x<3

[N i —

=Y

I6n nhat va gia tri nhé nhat cia ham sé

cd d6 thi nhu Hinh 10. Hay chi ra gié tri I A
I
trén doan [-2 ; 3] va néu cach tinh. /

Hinh 10
NHAN XET

Néu dao ham f'(x) gitt nguyén dau trén doan [a ; b] thi ham s6
dong bién hodc nghich bién trén ca doan. Do d6, f(x) dat duoc
gid tri 16n nhat va gia tri nho nhit tai cac dau mit cua doan.
Néu chi c6 mot s6 hitu han céc diém x; (x; < x,, ;) ma tai d6
f'(x) bang 0 hodc khong xéac dinh thi ham s6 y = f(x)don
diéu trén moi khoang (x;;x;,1). RO rang gid tri 16n nhat (gid
tri nho nhit) cua ham s6 trén doan [a ; b] 1a s6 16n nhat (s6
nho nhat) trong cac gia tri ciia ham s6 tai hai dau mut a, b va
tai cdc di€ém x,noi trén.

21
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Quy tac
1. Tim céc diém X5 Xg5eees Xy tTEN khoang (a ; b), tai do f'(x)
bang 0 hodac f'(x) khong xdc dinh.
2. Tinh f(a), f(x1), f(x5),..., f(x,), f(b).
3. Tim s6 16n nhdt M va s6 nho nhat m trong cac so trén. Ta ¢

M =max f(x), m = min f(x).
[a; D] [a; b]

CHUY
Ham s6 lién tuc trén mot khoang c6 thé khong c6 gid tri 16n
nhat va gid tri nho nhat trén khoang d6. Chang han, him so
f(x) = ! khong c6 gia tri 16n nhat, gid tri nho nhat trén
khoang (0 ; 1). Tuy nhién, cling cé nhitng ham s6 c6 gia tri

16n nhat hoac gia tri nhd nhat trén mot khoang nhu trong Vi du 3
duéi day.

Vi du 3. Cho mot tim nhom hinh vuong canh a. Nguoi ta cat & bon géc bon
hinh vuong bing nhau, réi gap tdim nhom lai nhu Hinh 11 dé dugc mot cdi hop
khong nap. Tinh canh clia cdc hinh vuong bi cit sao cho thé tich ctia khoi hop
la 16n nhat.

i P

Hinh 11

Gidi. Goi x 1a do dai canh cua hinh vuong bi cat.
R& rang x phai thoa mN diéu kién 0 < x < “
Thé tich ctia kh6i hop 1a

V(x) = x(a — 2x) Lo <x< ‘;j



Ta phai tim x; € (0; Zj sao cho V(x) c6 gid tri I6n nhat.
Taco V'(x)=(a- 2x)2 + x.2(a — 2x).(-2) = (a — 2x)(a — 6x).
Trén khoang LO : ;), tacod

V'(x)=0<:>x:‘6’

Bang bién thién

« lo a a
6 2
V'(x) + 0 -
a3

V(x) / 97 \
0 0

N 2 A N 2 a N ~ z A R .
Twr bang trén ta thay trong khoang LO ; 2) ham s6 c6 mot diém cuc tri duy

ot e . a ... e g 1a -
nhat la diém cuc dai x = 6 nén tai d6 V(x) c6 gid tri 16n nhat :

3

max V(x) = Zi.
a 27
0:5)
2

‘i 3
: 1
1+x

T d6 suy ra gia tri nhd nhat cda f(x) trén tap xac dinh.

N Lap bang bién thién cia ham s6 f(x)=—

3

Badi tép
1. Tinh gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham so :

a)y =x3 — 3x2 —9x + 35 trén cac doan [-4 ;4] va [0 ; 5] ;
23
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b)y= x - 3x + 2 trén cac doan [0 ; 3] va [2; 5] ;

— xtrén cac doan [2 ;4] va[-3;-2];
1—x

d) y =+/5—4xtrén doan [-1 ; 1].

Trong s6 céc hinh chit nhat cung c6 chu vi 16 cm, hay tim hinh chit nhat c6
dién tich 16n nhat.

c)y=

S SRR RN TV 2 s N
Trong tat ca cac hinh chit nhat cung c6 dién tich 48 m ", hdy x4ac dinh hinh
chit nhat c6 chu vi nho nhat.

Tinh gid tri 16n nhat cta cac ham s6 sau :

4

) y=— 0 b)y=4x —3x".
1+ x

Tinh gid tri nho nhit cua cac ham s6 sau :

ay= x ; b)y—x+ (x>0).

AN

BAI POC THEM

CUNG LOI, CUNG LOM VA PIEM UON

1. Khai niém vé cung 16i, cung 16m va diém udn
Xét d6 thi ACB clia ham s& y = f(x) biéu dién trén Hinh 12. Gia sl d6 thi c6 tiép
tuyén tai moi diém.

yh

k"




Tai moi diém clia cung AC , ti€p tuyén ludn ludn & phia trén clia AC . Ta
néi AC la mét cung 16i. Néu « 1a hoanh d6 cla diém A, ¢ 1a hoanh do
clia diém C, thi khoang (a ; ¢) dudc goi la mot khoang 16i clia dé thi.
Tai moi diém clia cung CB, ti€p tuyén luén luén & phia dusi clia CB .
Ta n6i CB la mét cung 18m. Ki hiéu b 1a hoanh dé cta diém B thi
khodéng (c ; b) dugc goi l1a moét khoang 16m clia do thi.
Diém phan cach gilta cung 16i va cung 16m dudc goi 1a diém udn cla
dé thi. Trén Hinh 12, C la mét diém uén.

CHUY
1. Tai diém udn, tiép tuyén di xuyén qua dé thi (H.12).
2. Trong mét s6 gido trinh, nhat la giao trinh Giai tich toan hoc &

Pai hoc, ngudi ta goi AC trén Hinh 12 14 cung I6m va CB 1a cung |6i.

2. D&u hiéu 16i, 16m va diém uén
Ta cb6 hai dinh |i sau day.

DINH Li 1

Cho ham s6 y = f(x) cb dao ham cap hai trén khoang (a ; b).

Néu f"(x)<0 v6i moi xe(a;b) thi d6 thi cla ham s6 16i trén
khoang do.

Néu f"(x)>0 v8i moi xe (a;b) thi d6 thi cla ham s6 I6m trén
khoang db.

DINH Lf 2

Cho ham s6 y=f(x) c6 dao ham cép hai trén khoang (a ; b)
vax e(asb). Néu f"(x) ddi ddu khi x di qua x, thi diém

My (x, 5 f(xy)) 1a diém udn clia d6 thi ham s6 da cho.

3. pdung

Vi du 1. Tim cac khoang 18i, Idm va diém uén clia d6 thi cac ham s6 :
a)y=1; b) y=—sinx trén doan [0 ; 2m].

Giai

a) Tap xac dinh :
Tacd y'=5x*, y"=20x" .

Bang xét dau y"
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X —00 0 +oco y A
y” _ 0 +
D6 thi cla Lsi Diém uén Lsm
ham s6 0(0; 0)
Vay d6 thi ham sé 16i trén khodng (= ; 0), 16m
trén khoang (0 ; +e). Diém O(0 ; 0) 1a diém udn >
cta do thi ham s6 (H.13). 0 X
b) Ta co
y'=-cosx, y'=sinx.
Bang xét dau y"
X 0 T 21
m Hinh 13
Yy + 0 -
DG thi cla ~ Diém uén L6i
ham s6 Lom — Ax;0)
Vay trén doan [0 ; 2r), d6 thi ham s& 1dm trén YA
khoang (0 ; m), 16i trén khoang (r ; 2n). Diém
A(m ; 0) 1a diém uén clia d6 thi ham s6 (H.14). .
\ |
0 ; T 2m X
.
Hinh 14
Vi du 2. Tim cac khoang 16i, 16dm cla d6 thi ham s&
x4
Y x—1"
Giai. Tap xac dinh :R\{1}.
, 2 e
=-—,Xac dinh v6i moi x#1 ;
(x—=1)
" 4 - L .
=——,Xac dinh v6i moix #1.
(x—=1)
Bang xét dau y"
X —o0 1 +o0
yu _ || +

Lo6i Lém

D6 thi cla ham s6

Vay d6 thi cia ham sd 16i trén khoang (—eo ; 1) va 1dm trén khodng (1 ; +eo).



(D8 thi khéng c6 diém udn vi ham sé YA
khong xac dinh tai diém x = 1) (H.15). 3p----tf---2 :
1 i
T~o 1 2 x
1
Hinh 15

&’ /, PUONG TIEM CAN

v

I - PUONG TIEM CAN NGANG

(.D.\ y A
ser 1 ©)
" % Cho ham s6
M(x; y)
2—x
y= (H.16). |
x—1 1 -
c6 dd thi (C). O| 1] 2 x
Néu nhan xét vé khodng céach tur \_1 ' y=-1
diém M(x ; y) € (C) t6i dudng thdng =
y = —1khi |x| = 4.
x=1
Hinh 16

Vi du 1. Quan sit d6 thi (C) cua ham s6

fx) = E +. (H.17).
X
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Néu nhan xét vé khoang céch tir diém M(x ; y) € (C) t6i dudng thang y = 2
khi [x = +e va cédc gidi han

lim [f(x)=2], lim [f(x)-2].

X—>+o0 X—>—c0
Gidi. Ki hiéu M, M' 1an luot 14 céc diém thuoc (C) va dudng thing y = 2 c6
ciing hoanh do x (H.17). Khi |x| cang I6n thi cic diém M, M' trén cic dé
thi cang gan nhau.

Ta co

lim [f(x)—2]= Ilim L(1+2j—2}= lim l=0.

X—>+oo X

X —>+oo X—>+o0 X

Tuong tu, lim [f(x)—-2]=0.

X—>—o0

\

Hinh 17
CHU Y
Néu lim fix)= lim fix)=/ tavi€tchungla lim f(x) =1
X—>o0 X—>—o0 X—>Foo
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) x4ac dinh trén mot khoang vo han (la
khoang dang (a ;+e), (—oo ; b) hodac (—oo ;+c0)). Duong
thing y = Yo 1a dudng tiém can ngang (hay tiém can ngang)
cua d6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong céc di€u kién
sau dugc thoa mNa
lim f(x)=y,, lim f(x)=y,.
X—>—o0

X —>+oo




Trong Vi du 1, dudng thing y = 2 13 tiém can ngang clia dudng hypebol
1

y=—+2.
Vidu 2. Cho ham s6

+1

1
fx) = ﬁ

xac dinh trén khoang (0 ; +o0).

Do thi ham s6 ¢ tiém can ngang y = 1 vi
1
lim f(x)= Ilim +lj =1.
X —>+oo x%+wk\/x

II - PUONG TIEM CAN PUNG

Tinh lim k1+2J va néu nhan xét vé khodng cach MH khix — 0 (H.17).
x—0\ X

DINH NGHIA

Dudng thang x = x, dugc goi 12 dudng tiém can ding (hay tiém
can ding) ctia do6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong cac
diéu kién sau dugc thoa man

lim f(x) =40, lim f(x) = oo,

X=X X=Xy
lim f(x) = —oo, lim f(x)= +oo.
x—xg X=Xy

Vi du 3. Tim cdc tiém can diing va ngang cua d6 thi (C) ctia ham so
x f—
x+2

y:

2e N . -1 < . -1 N 2
Gidgi. Vi lim = —co (hodc lim = 4+o0) nén duong thang
x>t X +2 x—-2" X+

x = -2 la tiém can ding cua (C).
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X —

Vi lim ! =1 nén dudng thiang
x—too X + 2 yA

y =1 1a tiém can ngang cta (C).
D6 thi ciia ham s6 dugc cho trén
Hinh 18.

0 —
1 ,
) - 1 X
o
|
]
Hinh 18
2
. A s ; 2x" +x+1
Vi du 4. Tim tiém cin ding cua do6 thi ham s6 y = %
x —_—
, . 202 + x+1 . 232+ x+1
Giai. Vi lim —— =+ (hoac lim ————— = —) nén
3 + 2x -3 3\~ 2x -3
=3 =(3)
2 2

dudng thang x = 5 la tiém can ding clia d6 thi ham s6 da cho.

Bdi tap

Tim cdc tiém can ctia d6 thi ham so6 :

X —Xx +
a)y = ; b)y=

2—X x+1

2x — 7
c)y = ; dy=—-1.
=55 )y
Tim cdc tiém can ding va ngang cta do thi ham so :

2

2—-Xx x“+x+1
a)y = 2; b)y:—Z;

9-x 3—-2x—5x

2

x°=3x+2 Jx +
y=——-—1. dyy-=

x+1 \/_—1



KHAO SAT SU BIEN THIEN VA
VE PO THI CUA HAM SO

I SO DO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh
Tim tap xac dinh ctia ham s0.
2. Su bién thién
Xét chiéu bién thién ctia ham s0 :
+ Tinh dao ham y';
+ Tim cdc diém tai d6 dao ham y' bang 0 hoac khong xac dinh ;
+ Xét ddu dao ham y' va suy ra chiéu bién thién ctia ham sd.
Tim cuc tri.

Tim céc giGi han tai vo cuc, cac gidi han vo cuc va tim tiém can (néu co).

Lap bang bién thién. (Ghi cac két qua tim dugc vao bang bién thién).

3. Do thi
Dua vao bang bién thién va cic yé€u t6 xédc dinh & trén dé vé do thi.
CHUY
1. Néu ham s6 tudn hoan véi chu ki T thi chi can khao sét su
bién thién va v€& d6 thi trén mot chu ki, sau d6 tinh ti€n do thi
song song VvOi truc Ox.
2. Nén tinh thém toa do mot s6 diém, dac biét 1a toa do cdc
giao diém cuia d6 thi véi céc truc toa do.
3. Nén luu y dén tinh chan, 1¢ ctia ham s6 va tinh d6i xdng cua
dé thi dé vé cho chinh x4c.
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II - KHAO SAT MOT SO HAM PA THUC VA HAM PHAN THUC

a

e 1
/" N Khao sat su bién thién va vé do thi clia cac ham sé da hoc
2
y=ax+b, y=ax +bx+c
theo so do trén.

. 3 2
1. Hamsoy=ax +bx +cx+d(a#0)

Vi du 1. Khao sét sy bién thién va vé d6 thi cia ham s6 y = 23?4
Gidi
1) Tap x4c dinh :
2) Su bién thién
Chiéu bién thién
y':3x2+6x=3x(x+2);

y'=0(:)Lx:_

Trén cdc khoang (—o ; =2) va (0 ; +o0), y' duong nén ham sé dong bién.
Trén khoang (-2 ; 0), y' am nén ham s& nghich bién.
Cuc tri
Ham s6 dat cuc dai taix =-2; y-p=y(-2) =0.
Ham s6 dat cuc ti€u tai x = 0 ; yop = y(0) = —4.

Céc gidi han tai vo cuc

lim y= lim x3(1+3—4J:—oo,

X —>—00 X—>—00 X x3

lim y= lim x3(1+3—4j:+oo.

X —>+oo X—>+oo X x3
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Bang bién thién

X —oo -2 0 +oo
y' + 0 - 0 +
0 +o0
y / \ /
—oo -4
3) Do thi

Tacox +3x —4=x-1)x+2) =0
X=-
N
LX =1.
Vay (=2 ; 0) va (1 ; 0) 1a cdc giao diém cua dé thi véi truc Ox.
Vi y(0) = =4 nén (0 ; —4) 1a giao diém clia do thi vé6i truc Oy. Diém do
ciing 12 diém cuc tiéu ctia do thi.
D6 thi ctia ham s6 duge cho trén Hinh 19. "
Luu y. D6 thi cia ham sé bac ba da cho c6
tam d6i xing 1a diém I (-1 ; —-2) (H.19).

Hoanh do cta diém 7 1a nghiém cla

phuong trinh y” = 0.

—4

Hinh 19
i
% Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham sé y = ~ +3¢° — 4. Néu nhan xét vé
dé thi cia ham s6 nay véi do thi clla ham sé khao sat trong Vi du 1.

/f

Vi du 2. Khao sét su bién thién va vé& do thi ciia ham s6
y=—x3 +3x2 —4x+2.
Gidi
1) Tap xé4c dinh :
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2) Su bién thién

Chiéu bién thién

Viy =3 +6x—4=-30x—-1 -1<0véimoixe |,

nén ham so6 nghich bién trén khoang (—oe ; +o0). Ham s6 khong c6 cuc tri.

Gidi han tai vo cuc

lim y= Ilim > 1—§+i—l = —oo,
X—>+o0 X—>+oo X _x2 x3
4 2
lim y= lim |—|1-2>+ % -2 |2 jeo.
X—>—00 X—>—00 X x2 _x3
Bang bién thién
X —oo ~+o0
Y -

3) b6 thi

D6 thi clia ham s6 cit truc Ox tai diém (1 ; 0),
cét truc Oy tai diém (0 ; 2).

D6 thi ctia ham s duge cho trén Hinh 20.

Ay

Hinh 20

=y



Dang ctia d6 thi ham s6 bac bay = ax’ + bx’ + cx + d (a 2 0)

a>0 a<0

Phuong trinh y Y
y'=0

\
c6 hai nghiém 70 \//r 0 \x
phan biét ‘ )

yA y
Phuong trinh J
y=0

c6 nghiém kép o X 0 \ P
Y y
Phuong trinh
y=0
vO nghiém 0 > 0 >
/El
L3
J , ) 8
Kh&o sat su bién thién va vé d6 thi cila ham s6 y="——x2 +x+1.

2. Ham s6y=ax4+bx2+c(a¢0)

Vi du 3. Khio sét su bién thién va vé d6 thi cia ham s6 y = x" — 2x° — 3.
Gidi
1. Tap x4c dinh :
2. Su bién thién
Chiéu bién thién

x=1
y':4x3—4x:4x(x2—1);y‘:0(:> ‘xz—
szO.
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Trén cac khoang (—1 ; 0) va (1 ; +), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén cac khoang (—oo ; —1) va (0 ; 1), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
Cuc tri
Ham s6 dat cyc ti€u tai hai di€mx=—-1vax=1;yp=y(*l) = 4.
Ham s6 dat cyc dai tai diém x = 0; y.p = y(0) = =3.
Gi6i han tai vo cuc

lim y= fim 2% 1— 2 -3 | = oo,
X—>—o0 X—>—0 x2 X

lim y= lim x*[1= 2 - > | = feo.
X—>+oo X —>+o0 x2 x4

~

Bang bién thién

X —oo -1 0 1 +o0
y' - 0 + 0 - 0 +
+00 -3 +o00
y \ 4 / \ 4 /
3. Do thi YA

Ham so6 da cho 1a ham s6 chan, vi

¥ = (1) = 2= -3

= x4 - 2)(2 -3 =y(x).
Do d6, d6 thi nhan truc Oy lam truc doi xing.
D6 thi cat truc hoanh tai cdc diém (v/3;0) va

(—/3; 0), cat truc tung tai diém (0 ; =3) (H. 21).
¥ Hinh 21

e 4

2

Khao sat su bién thién va vé dé thi clia ham s y =—x* +2x> +3.
Bang db thi, bién luan theo m s6 nghiém cta phuong trinh 2t +3=m
Vi du 4. Khao sit su bién thién va vé do thi cia ham s6

4
X 2
=—"——x"+
Y 2

36



Gidi
1. Tap x4c dinh :
2. Su bién thién

Chiéu bién thién

y':—2x3—2x:—2x(x2+ 1);y=0x=0.

Trén khoang (- ; 0), ' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (0 ; +o0), ' < 0 nén ham s6 nghich bién.

Cuc tri

Ham s6 dat cuc dai tai x =0, yop = y(0) = 5

Ham s6 khong c6 diém cuc tiéu.

Gi6i han tai vo cuc

. . 41 1 3
Iim y= lim |—x"| -+ —F —— || = —oo.
X —>too x—)iooL 2 x2 2x4

Bang bién thién

X [—o0 0 400

Al

y + 0 -

y _oo/ 2\_00

3. Do thi
Ham s6 da cho la ham s6 chan vi yA
4 4
(—x) 2,3 X 2 3
X)=——(X)"+ == =X+ - = yx). 3
O S =W 3
Do d6, d6 thi nhan truc Oy lam truc doi xing. /\
Mit khic, y=0 & —x —2x" +3 =0 T >
— X
e - +3)=0 e x==l.
Do thi cét truc hoanh tai cic diém (-1 ; 0) va (1 ; 0),
cét truc tung tai diém ( ) (H. 22).
2 Hinh 22
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Dang cua do thi ham s6 y = ax* + bx? + ¢ (a#0)

a>0 a<0
y y
Phuong trinh
y=0
c6 ba nghiém \
phan biét 0 X / 0 \ .
y y

Phuong trinh
V0 \ / /\
cO mot [9) X T
nghiém / \

-5
R L&y mét vi du vé ham s dang y = ax* +bx? +¢ sao cho phuong trinh y' = 0 chi ¢6

)

mot nghiém.
. ~ ax+b
3. Hamso y = (c#0,ad - bc #0)
cx +d
, 9 2, [N LN N ~ N . 9 N g —X +
Vi du 5. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 y = "
X+

Gidi

1. Tap xéc dinh = \{ 1.

2. Su bién thién

(D= (=x+2) -3
(x +1)2 S+t

Chiéu bién thién y' =

y' khong xéac dinh khi x =—1; y' luon luén &m v6i moi x # —1.

38



Vay ham s6 nghich bién trén cac khoang (—eo ; —1) va (=1 ; +c0).
Cuc tri

Ham s6 da cho khong ¢6 cuc tri.

. . . -x+2
Tiémcan lim y= Ilim = —o0 ;
x—-1" xo-1" x+1
. . -x+2
lim y= lim = 400,
x——1F xo-1t X +1

Do dé, duong thang x = —1 Ia tiém can ding.

. .o=x+2
lim y= Ilim =—1.
x—>too x—teo X +1
Vay duong thing y = —1 12 tiém can ngang.
Béang bién thién
X —o00 -1 400
Y - -
Y -1 \ e \
—o -1
3. D6 thi VA
D6 thi cat truc tung tai di€ém (0 ; 2) va
cét truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 23).
Luu y. Giao diém cia hai tiém can la 2]
tam doi xting ctia d6 thi. 1 \
-fo|l 1 2 B
-1 y=-1
T
1l
=
Hinh 23
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Vi du 6. Khao sat su bién thién va vé d6 thi cia ham s6

_x=2
T
Gidi
1. Tap x4c dinh : \ {—2}-
2. Su bién thién
Chiéu bién thién
C2x+1-2(x-2) 5 )
Qx + 1)? Qx+1)72

b

y' khong x4c dinh khi x = — ,
y' luon luon duong véi moi x # —

Vay ham s6 dong bién trén cdc khoang k—oo; - lj va L—

Cuc tri

Ham s6 da cho khong ¢6 cuc tri.

Tiém can
lim y= lim x_2_+c>o’
1Y 1) 2x+1
xﬁk—j x—> —j
2
lim y= lim X =2 = —o0
=) o)
2 2

Do dé, duong thang x = — ) 12 tiém can ding.

. . x—=2 1
lim y= Ilim = .
x—>too x—otee2x +1 2

Vay dudng thing y = 5 l1a tiém can ngang.



Bang bién thién

X —00 - +oo
2
y’ + +
o0
2 —o0
3. D6 thi Ay

D6 thi cit truc tung tai di€ém (0 ; —2) va
cat truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 24).

1 =3
—_
_Lo 2 X
2
—“(\1 7_2
1l
$<
Hinh 24
P rira +b
Dang cua do thi ham soyzax (c#0,ad —bc+0)
cx+d
D=ad -bc>0 D=ad —bc<0
AY AY
5
> o -
o x —\
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111 - SUTUGNG GIAO CUA CAC PO THI

0
SE

.6
=
%, Tim toa d6 giao diém cla dé thi hai ham sé

42

y=x"+2x-3,

y= —x2 —-x+2.
Gia st ham s6 y = f(x) c6 d6 thi 1a (C,) va ham s6 y = g(x) ¢6 do thi la (C,).
Dé tim hoanh do giao diém cua (C,) va (C,), ta phai gidi phuong trinh f(x) = g(x).
Gia sir phuong trinh trén c6 cic nghiém 1a x,, x,, ... Khi d6, céc giao diém
cua (Cp)va(Cy la M (xy 5 fxp)), M (x5 flx))), .. .

Vi du 7. Ching minh rang d6 thi (C) ctia ham s6
x —
x+1

y =
luon luon cat dudng thing (d) : y = m — x v6i moi gid tri clia m.

Gidi. (C) luon cit (d) néu phuong trinh

-1
Y o m—x (1)
x+1
c6 nghiém v6i moi m.
Ta co
— -1=x+1(m-
x=1_ L xml= @ Dm )
x+1 x #-1
o+ Q-mx—m-1=0 (2)
[x;t—l.

Xét phuong trinh (2), ta c6 A :m2 + 8 > 0 v6i moi gia tri cia m va x = —1
khong thoa man (2) nén phuong trinh luon ¢6 hai nghiém khac —1. Vay (C)
va (d) luon cét nhau tai hai diém.
Vidu 8
a) V€& d6 thi cia ham s6
3 2

y=x +3x —2.

b) St dung do thi, bién luan theo tham s& m s6 nghiém ctia phuong trinh

43 —2=m. 3)



Giadi

y A
2
ayy'=3x +6x; 5
yV=0x=0,x=-2. /;\ m /y=m
D6 thi c6 diém cuc dai la (-2 ; 2) va diém / i /
cuc tiéu 1a (0 ; =2). 2 -1\ O X
D6 thi cia ham s6 y = X430 =2 duoc
bi€u dién trén Hinh 25. 5
b) S6 nghiém ctia phuong trinh (3) bang s6
giao diém ctia do thi hAm s6 y = X3 -2 Hinh 25

va duong thang y = m.

Dua vao do thi, ta suy ra két qua bién luan vé€ s6 nghiém ctia phuong trinh (3).
m > 2 : Phuong trinh (3) c6 mot nghiém.

m = 2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

—2 < m < 2 : Phuong trinh (3) c6 ba nghiém.

m = —2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

m < =2 : Phuong trinh (3) c6 mot nghiém.

Bai tap
Khdo sét su bién thién va vé d6 thi ctia cdc ham sd bac ba sau :
a)y=2+3x—x3; b)y=x3+4x2+4x;
c)y=x3+x2+9x; d)y=—2x3+5.

Khdo sét su bién thién va vé& do thi cia cdc ham s6 bac bon sau :

a)y=—x4+8x2—1; b)y=x4—2xz+2;

Oy= e, d) y=-2x" —x*+3.
2 2

Khao sét su bién thién va vé& do thi clia cdc ham s6 phan thic :
X+ 1- x -x+2

a = ; b = ; C = .

Y= T Y=
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Béng cach khao sat ham s&, hdy tim s6 nghiém cua cdc phuong trinh sau :
) X -3 +5=0; b) 20 +3x>-2=0; ¢ 2x —x*=-1I.
a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) ctia ham s6
3
y=—=x +3x+ 1.
b) Dua vao d6 thi (C), bién luan vé s6 nghiém cua phuong trinh sau theo
tham s6 m
3

x =3x+m=0.
mx — 1
2x+m

Cho ham s6 y =
a) Chiing minh rang v6i moi gid tri cia tham s6 m, ham s6 luon dong bién
trén moi khoang xéc dinh ctia né.

b) Xdc dinh m dé tiém can ding cta dé thi di qua A(-1;/2).

¢) Khéo sét su bién thién va vé do thi cua ham s6 khi m = 2.

Cho ham s0 y :ix4 +;x2 + m.

a) V6i gi4 tri nao cta tham s6 m, d6 thi ctia ham s6 di qua diém (-1 ;1) ?
b) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) ctia ham s6 khi m = 1.

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia (C) tai diém c6 tung do bang A

Cho ham s6
y=x3+(m+3)x2+ 1 —m (m la tham s0)
c6 do thila (C,,).
a) Xac dinh m dé ham s6 c6 diém cuc dai 1a x = —1.
b) Xdc dinh m dé do thi (C ,,) €dt truc hoanh tai x = —2.
Cho ham so
_(m+Dx-2m+1

(m 1a tham s0)
x—1

c6 do thi 1a (G).
a) X4c dinh m dé dé thi (G) di qua diém (0 ; —1).
b) Khéo sat su bién thién va vé d6 thi ctia ham s6 vGi m tim dugc.

c¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén cha d6 thi trén tai giao diém cta né voi
truc tung.



On tép chuong |

Phét biéu céc diéu kién dé ham s6 dong bién, nghich bién. Tim cac khodng
don diéu cua cac ham s6

y:—x3+2x2—x—7,

_x=5

y_l—x

Neéu cdch tim cuc dai, cuc tiéu clia ham s6 nhd dao ham. Tim cdc cuc tri
cua ham s6
y= o2 v,
Néu cdch tim tiém can ngang va tiém can ding cta d6 thi ham s6. p dung
dé tim cdc tiém can cta do thi hAm s6
_2x+3
2—-x

Nhic lai so d6 khao sdt su bién thién va vé do thi cia ham so6.

Cho ham s6 y = 227 + 2mx + m— 1 c6 d6 thi 1a (C,,), m 1a tham s6.
a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi cua ham s6 khi m = 1.
b) Xdc dinh m dé ham s6 :
i) Dong bién trén khoang (—1 ; +oo) ;
ii) C6 cuc tri trén khoang (—1 ; +o0).
¢) Ching minh rang (C,) luon cét truc hoanh tai hai diém phan biét véi
moi m.
a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham s6
fx) = —x3 + 3x2 +9x + 2.
b) Giai bat phuong trinh f'(x — 1) > 0.
¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén cta d6 thi (C) tai diém c6 hoanh do x;, biét
rang f"(xg) = —0.
a) Khao sét su bién thién va vé do thi (C) ctia ham s6
y= x3 + 3x2 + 1.
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10.

11.

46

b) Dua vao do thi (C), bién luan s6 nghiém cta phuong trinh sau theo m

x3+3x2+1=l:-

¢) Viét phuong trinh dudng thang di qua diém cuc dai va diém cuc tiéu cta
do thi (C).
Cho ham s6
) =x —3mx +3Q@m—1x+1 (mIa tham s6).
a) Xéc dinh m dé ham s6 dong bién trén tap xac dinh.
b) Vé6i gia tri ndo clia tham s6 m, hAm s& c6 mot cuc dai va mot cuc tiéu ?
¢) Xac dinh m dé f"(x) > 6x.
a) Khao sét su bién thién va vé d6 thi (C) ctia ham s6
1 4 7 3
X)= _x =3x"+ .
f(x) ) 5

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia do thi (C) tai diém c6 hoanh do la
nghiém cta phuong trinh f"(x) = 0.
c¢) Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém cua phuong trinh P 6x +3=m.
Cho ham s6
y= —x4 + 2mx2 —2m + 1 (m la tham s0)
c6 d6 thila (C,).
a) Bién luan theo m s6 cuc tri ctia ham so.
b) Véi gid tri nao cua m thi (C,,) cat truc hoanh ?
¢) Xédc dinh m d€ (C,,) 6 cuc dai, cuc tiéu.
a) Khao sat su bién thién va vé do6 thi (C) cua ham s6

X+
x+1

b) Ching minh ring v6i moi gié tri chia m, dudng thang y = 2x + m luoén
cit (C) tai hai diém phan biét M va N.

¢) Xac dinh m sao cho do dai MN la nho nhat.

d) Tié€p tuyén tai mot diém S bat ki cta (C) cat hai tiém can cua (C) tai P
va Q. Ching minh rang S 12 trung diém ctia PQ.



12. Cho ham s6 f(x) = ;x3 - ;xz —4x +6.
a) Giai phuong trinh f'(sinx) = 0.
b) Giai phuong trinh f"(cosx) = 0.

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén clia d6 thi hAm s6& da cho tai diém c6 hoanh
do 1a nghiém ctia phuong trinh f"(x) = 0.

Bdi tap trdc nghiém
Chon khdng dinh diing trong cdc bai sau dady.

3—x+7121:

1. So6 diém cuc tri cha hAm s6 y = —;x
(A)1; B)0; ©3; (D) 2.

2. S6 diém cuc dai ctia ham s6 y = x* +100 1a :

(A)O; B)1; ©2; (D) 3.

3. S6 duong tiém can cua do6 thi ham s6 y = i " a
+ X
(A) 1 B)2; ©3; (D) 0.
S oK 2x— e
4. Hamso y = dong bién trén :
x+3
A (B) (=05 3) ; (O) (=35 +00); D) N {=3}.

5. Tiép tuyén tai diém cuc tiéu ctia d6 thi ham s6
1
y=§x3 —2x2 +3x-5

(A) Song song véi duong thang x = 1 ;
(B) Song song véi truc hoanh ;
(C) C6 hé s6 goc duong ;
(D) C6 hé s6 goc bang —1.
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HAM SO LUY THUA, HAM SO MU VA
HAM SO LOGARIT

Luy thira

Ham s6 luy thira

Logarit

Ham s6 mii, ham s6 logarit
Phuong trinh mii va logarit

Bat phuong trinh mi va logarit



9' 7 LUY THUA

I - KHAI NIEM LUY THUA
1. Luy thira véi sé mii nguyén
g

3
Tinh (1,5)* ;\_ij . (3Y.

Cho n 1a mot s6 nguyén duong.
Vi a 1a s6 thuc tuy ¥, luy thira bac n cua a la tich ctia n thira s6 a
ad"=a.a....a
—,—/1
n thira sO
Vé6i a#0
ao =1,
_ 1
a n__- .
ai’l

Trong biéu thitca™ | ta goi a 12 ¢o s0, s6 nguyén m 1a s6 mil.
CHU Y.
0"va 07" khong c6 nghia.

Luy thira v6i s6 mil nguyén cd cédc tinh chét tuong tu cua luy
thira v6i s6 mii nguyén duong.

Vidu 1. Tinh gi4 tr cua biéu thiic

" 4 ne-2 LYY
A=|— 277 +(0,2) .25 +128 . )
L3j ©.2) LZj

1 N 1 1 N 1
27 0.2% 252 128
Vi du 2. Riit gon biéu thirc

B:{ a2 2\/5} a

Gidi. A =30, 22 =34+1+4=38.

- (a#0,a=+=xl).
A+a>)™" al | 1-a?
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Gidi. Véia+#0,a#*1,taco

B =|av2(1+ d*) - 242a]- S

a3(1 —a?
= (a2 + V2 —2a2)- !

a —a
= a\/z(az - 1)-¥ = \/5

cz(a2 -1

2. Phuong trinh x" = b

[l
N
(ee)

A

“Dua vao dé thi clia cac ham s6 y=x> va y=x*(H.26, H.27), hay bién luan theo b

s6 nghiém cla cac phuong trinh C=bvax'=bh.

y A
VA
M / y=x y=axt
y=>b
I
1 x
-1
0 X
Hinh 26 Hinh 27
2k+1

Do thi cia hams6 y = x c6 dang tuong tu do thi ham s6 y = x> va dé thi
ham s6 y = x>* 6 dang tuong tu d6 thi ham s6 y = x*. Tir d6 ta c6 két
qua bién luan s6 nghiém cta phuong trinh x" = b nhu sau :

a) Truong hop n 1€ :

V6i moi so thuc b, phuong trinh c¢6 nghiém duy nhat.

b) Truong hop n chan :

Vé6i b < 0, phuong trinh vo nghiém ;

Vé6i b = 0, phuong trinh ¢6 mdt nghiém x =0 ;

Véi b > 0, phuong trinh c6 hai nghiém d6i nhau.
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3. Canbacn
Cho s6 nguyén duong n, phuong trinh
al=b

dua dén hai bai todn ngugc nhau :

Biét a, tinh b.

Biét b, tinh a.
Bai toan that nhat la tinh luy thira cuia mot s6. Bai toan thit hai dan dén
khéi niém 14y can cua mot so.

a) Khai niém

Ching han, 2 va —2 1a céc can bac 4 clia 16 ; —;121 can bac 5 cua —2}43-

Cho s6 thuc b va s6 nguyén duong n (n = 2). S6 a dugc goi la

can bac n cha s6 b néu a”" = b.

Tir dinh nghia va két qua bién luan vé s6 nghiém ctia phuong trinhx” = b,
taco:

Véinlévabe  :Coduy nhidt mot can bac n cla b, ki hiéu la p.
/b < 0 : Khong ton tai can bac ncua b ;
V6i n chan va<—>b =0 : Co mot can bac ncua b 1lasé 0 ;
\b > 0 : C6 hai can trdi dau, ki hiéu gia tri duong la Yp ,
con gid tri am 1a b .
b) Tinh chat cua can bac n
Tur dinh nghia ta c¢6 cic tinh chat sau :
Ya b = Yab :
Ya _,[
gp Nb -
m

(Ya) =H¥am

51



_a, khi n 1é

n n —
Ua\, khi »n chan ;
iz =z

13
"\ Ghitng minh tinh chéit ¥a 45 = ab.

Vi du 3. Riit gon cic biéu thic :

a) 4.9-8: )33 .

Gidi
0 8= =Y2' =2
b)W=W=J§.
4. Luy thira véi s6 mii hiru ti
Cho s6 thuc a duong va s6 hitu ti r = l: trong d6 me

ne N, n>2.Luy thita clia a v6i s6 mii 7 12 s6 @’ xdc dinh béi

a;:% (a>0,n2=22).

Vi du 5. Rit gon biéu thiic
5 5
_xty +oayd

D (x,y>0).
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5.

Gidi. V6i x va y la nhiing s6 duong, theo dinh nghia, ta c

1

1

Do Dty

1

x4 + y4

Luy thira véi s6 mii vo ti

0 xy.

O 16p dudi, ta dc biét s6 V2 1a mot s6 vo ti duge biéu dién dudi dang

s0 thap phan vo han khong tuan hoan :

J2 = 1,414 213 562...

Goi 1, 1a s6 hitu ti thanh 1ap tir n chit s6 dau tién dung dé viét V2 @ dang
thap phan,n =1, 2, ..., 10.

St dung mdy tinh, ta tinh dugc 3™ twong ting. Ta c6 bang ghi cdc dcy s6

(r,) va 3) v6in=1,2, ..., 10 nhu sau :

S

"n

3'n

O 0 31 N Ut & W IN K~

[S—
o

1

1,4

1,41

1,414

1,4142

1,414 21
1,414 213
1,414 2135
1,414 213 56
1,414 213 562

3

4,655 536 722
4,706 965 002
4,727 695 035
4,728 733 93
4,728 785 881
4,728 801 466
4,728 804 064
4,728 804 376
4,728 804 386

Ngudi ta chitng minh duoc ring khi n — 4o thi dcy s6 (3") dian dén mot

gi61 han ma ta goi la 3ﬁ.

Su dung mdy tinh bo tdi (c6 muoi chit s6 thap phan), ta ¢

3\/5 = 4,728 804 388.
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Cho a 1a mot s6 duong, @la mot s6 vo ti. Ta thira nhan rdng luon c¢6 mot
dcy s6 hitu ti (1;,) c6 gi6i han 1a @ va dcy so tuong tng (a™) c6 gi6i han
khong phu thudc vao viéc chon dey so (1) .
Ta goi gi6i han clia dcy s6 (a'7) 12 lu§ thita clia @ v6i s6 mil ¢,
ki hieu 1a a%.
a® =lim a" v6i a =limr, .

n—>+oo n—+oo

Chii y. Tir dinh nghia, tacé 1% =1 (ae R).

II — TINH CHAT CUA LUY THUA V61 SO MU THUC

a Hay nh&c lai cac tinh chat cla luy thira v6i s6 mi nguyén duong.
Luy thtra v6i s6 mi thuc c6 cac tinh chat twong tu luy thura véi s6 mi
nguyén duong.

Cho a, b 1a nhiing s6 thuc duong ; &, f1a nhiing s6 thuc tuy y. Khi do, ta c6 :

a -
Clﬂ ¢ ,
@y =a% ;
(ab)a = a%p%;
aja _ a .
Lb e

Néua> 1 thi ® > a” khi va chi khi a> f3 .
Néua < 1thi a® > a® khiva chikhi a< j.
Vi du 6. Riit gon biéu thic

a\ﬁﬂ. az_\/7

_ (a>0).
(3-2)'

E =
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Gidi. Véia > 0, tacod

aﬁ+1+2—\/7 3

E = -4 - a.
i J2-D6242) 42
L8
/ % B (aﬁ‘l )ﬁ+1
Rat gon biéu thirc W (a>0).

523 4y 532,

Vidu 7. Khong st dung mdy tinh, hcy so sanh céac s6

Gidi. Ta c6 243 = V12, 32 = /18.

Do 12 < 18 nén 243 < 34/2.

Vicosd 516n hon 1 nén 52\6 < 53\/5.

'D
-6
S VB 3

, , .13
So sanh cacsb | — va .
L4) k4)

Bdi tap
1. Tinh:
2 3
a) 95.275; b) 1444 : 94,
| V075 5 2
c) (16) +0,25 2; d) (0,04)"° - (0,125) 3.

2. Cho a, b 1a nhitng s6 thuc duong. Viét cac biéu thic sau duéi dang lu§ thira
vGi s6 mi hitu ti :

1 1 1

a) a3.Ja; b) b2.b3.%b:
4 1

) a3 :a; d) b : b,
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3. Viét cac s0 sau theo thi tu ting dan :

-3 -1
Lo b) 980;L3' - 325,

2) 7)

4. Cho a, b 1a nhiing s6 thuc duong. Rit gon céc biéu thic sau :

4, 1 2) 1
a3La3+a3 b) b5(§/b74—§/bj)

a) 13,75; 2—1 : k

a 1 3 1 ; 2 :
a4La4 +a_4j bg(%—%/bfz)
I 1 1
a3b 3 —a 3b3 a3\b + b3a

c) ; d) .

a2 -2 Ya + b

5. Ching minh rang :

b) 7643 5 7376

HAM sO LUY THUA

9,
YA/

[ - KHAI NIEM
Ta dc biét cic ham s6 y = x"" (ne N*), y=1=,_1,y=\/;=x2 (x>0).
X

Bay gio, ta xét ham s6 y = x% véi a1a s6 thuc cho trude.

|| Ham s6 y = x%, v6i o e , duoc goi 1a ham s luy thira.

V2 n

Chang han, cdc hams6 y = x, y=x>, y=—, y=x3, y=xV2, y=x

b

x4
l1a nhitng ham s6 luy thtra.
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Inl
v 1
" N\ V& trén cling mét hé truc toa do dé thi clia cac ham s6 sau va néu nhan xét vé tap

xac dinh clia ching : y=x%, y=x2, y=x"\.

CHU Y
Tap xdc dinh ctia ham s6 luy thita y = x% tuy thuoc vao gia tri
ctia . Cu thé,
Vé6i anguyén duong, tap xdc dinh [a
Vé6i anguyén am hoic bang 0, tap xac dinh 1a  \ {0};

Véi a khong nguyén, tap xac dinh I1a (0 ; +o0).

II - PAO HAM CUA HAM SO LUY THUA

O 16p 11, ta dc bi€t dao ham cha cdc ham s6 y=x" (ne N,n 1) va
y=\/; la

n—1 (

(x")' = nx xXe );

l—1

1
Wx)' = \/;hayL j=;x2 (x> 0).

Mot céch téng quit, ngudi ta ching minh dugc ham s6 luj thira y = x%
(xe ) codaoham véimoi x > 0 va

(x%)' = ax® 1,
Vidu 1
3) 1 :
| a) Lx4 = ix 4 = 4\/_ b) (x\/g) =\/§x\/§_1(x>0).
L2

7 A Tinh dao ham cla cac ham s6 :
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CHUY
Cong thic tinh dao ham cua ham hop do6i véi ham s6 luy thura
c6 dang

w%)' = ou® .

Vidu 2
2\ 1
l@2x? 4 x- 1)3J - §(2x2 +x=1 32 +x—1)
2(4x + 1)
R -1

" Tinh dao ham cGia ham s y=03x" —1)_‘5.

11 - KHAO SAT HAM SO LUY THUA y = x%

Tap xdc dinh ctia ham s6 luy thita y = x% luon chia khoang (0 ; +co) véi

moi e . Trong trudng hop tong quit, ta khdo sat ham s6 y = x% trén

58

khoang nay (goi la tap khao sat).

y=x% a>0

y=x% a<0

1. Tap khao sat : (0 ; +oo).
2. Su bién thién

y'= ax® s 0, Vx>0.
Gi6i han déc biét :

. o .
lim x“ =0, lim x% = 4.
x—0" X —>+oo

Tiém can : Khong cé.

1. Tapkhaosat: (0 ; +oo).
2. Su bién thién

y' = ax® 1< 0, Vx>0.
Gi6i han dic biét :

lim x% =0.
X—>+oo

. o
lim x~ = +oo,
x—0"
Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang,
Truc Oy la tiém céan ddng cta do thi.



3. Bang bién thién 3. Bang bién thién
X 0 +o00 X 0 +o0
' + 1 _
y / +oc0 y +o0 \
0 0
4. Do thi (H. 28 v6i a > 0). 4. Do thi (H. 28 v6i a < 0).
" a>1
a=1
O<axl1
1 a=0
M <0 -
0 1 X
Hinh 28

D6 thi clia ham s6 luy thira y = x% luon di qua diém (1 ; 1).

Trén Hinh 28 12 d6 thi ctia ham s6 luy thira trén khoang (0 ; +o0) ting véi
cac gia tri khac nhau cua a.
CHU Y
Khi khao sat ham s6 lu§ thira v6i s6 mil cu thé, ta phai xét

ham s6 d6 trén toan bo tap xac dinh cua nod.

Dud6i day la dang do6 thi ciia ba ham s6 @y = X (H. 29a), y = X2 (H. 29b),

y = x" (H. 29c¢).
y A YA y A
7 X
0] ; O X
a) b) c)
Hinh 29
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Vi du 3. Khao sit su bién thién va vé do6 thi cla ham s6 y = x 4.

1. Tap x4c dinh : D = (0 ; +o0).
2. Su bién thién
o3 "

Chiéu bién thién : y=— X 4,

Ta c6 y' <0 trén khoang (0 ; +o0) nén ham s6 dc cho nghich bién.

Tiém can : lim y =+4c, lim y=0.

x—0" X—> e 1

D6 thi c6 tiém can ngang la truc hoanh va
c6 tiém can ding 1a truc tung.
Bang bién thién

X 0 +o0 1
y' —
[9)
o0
3. Do thi (H.30). Hinh 30

Bang tém tit cac tinh chat cia ham so luy thira y = x% trén khoang (0 ; +o)

o>0 a<0
Dao ham y' =ax®!, y' =ax®!,
Chiéu bién thién Ham s6 luon dong bién. Ham s6 luon nghich bién.

Tiém can ngang la truc Ox,

Tigm can Khong co. tiém can dung la truc Oy.
Do thi D6 thi luon di qua diém (1 ; 1).
Bdi tap

1. Tim tip xdc dinh cta cdc ham s0 :

a) y=(1-x 3; b) y=(2-x)5;
¢) y =212 dy=2—x-2)V2.
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2. Tinh dao ham ctia cic ham s0 :

a) y=Qx% —x+1)3; b) y=(4—x—x )4;
T
¢) y=Gr+ D2 d) y=(5-0".

3. Khdo sit su bién thién va vé do thi cua cidc ham sé :

a) y=x3; b) y=x.
4. Hcy so sanh céc s6 sau véi 1 :
a) (4,0>7; b) (0,2)*;
0) (0,1 d) (V3)*4,
5. Hcy so sanh céc cap so sau :
7.2 7,2 10> 122 03 03
a) B va@) T )| =, val-—=, ;5 © (0,3)va (0,27 ;
) (3,1 (4,3) )L“) L“) ) (0,3) 0,2)
{é ? LOGARIT
I - KHAI NIEM LOGARIT
o
/N Tim x dé :
1 ’ 1
2% =38; b)2*="; 3% =381; d) 5" =—.
a) ) . c) )5 o5
Cho s6 a duong, phuong trinh
a* =b

dua dén hai bai todn nguoc nhau :
Biét «, tinh b.
Biét b, tinh a.
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Bai toan thd nhat 1a tinh luy thira v6i s6 md thuc cia mot s6. Bai toan thi
hai dan dén khai niém 1ay l16garit cuia mot s6. Nguoi ta chiing minh duoc

ring véi hai s6 duong a, b, a # 1, luén tén tai duy nhat s6 vsao cho a® = b.
1. Pinh nghia

Cho hai s6 duong a, b v6i a # 1. S6 « thod mcn ding thitc

a% = b dugc goi 1a logarit co s6 a cia b va ki hieu 1a log,, b.

a =log,b < a% = b.

Vidu 1
3 1~
) logy8=3 i 20 =38 ; b log, 9= 2w | 1] =o.
n 3
%..\%2

Y.

a) Tinh log 4, log32L7-

b) C6 cac s6 x, y ndo dé 3* =0, 2 =-3 hay khong ?
CHU Y
Khong c6 logarit cua s6 am va so 0.
2. Tinh chat

Cho hai s6 duong a va b, a # 1. Ta c6 cac tinh chat sau day.

log,1=0, log,a=1,

alogab =b, loga(aa) =q.

L

3
)
/"% Hay chimng minh cac tinh chét trén.

Vidu 2
2log; 5 _ (3log 5)2 2
a)3 30 =1\3"83 =5 =25.
N
b) log; 8 = 1o — = -3.
oz 8= o 3
2 2
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A3 A5
Cho b =2, by=2".

Tinh log, b, +log, b, ; log, (bb,) va so sénh cac két qua.

1. Logarit cua mot tich

DINH Li 1

Cho ba s6 duong a, by, b, v6i a # 1, tacd

log,(byby) = log, by +log, b, .

Légarit ciia mot tich bdng tong cdc logarit.
Chirng minh. it o = log, b, a, =log,b,, tacod
o + 0oy =log, b +log, b,. (1)
Mit khic, vi by = a®, b, = a®, suy ra b, = a®.a®? =M%
Do d6 oq + oy =log,(bby). (2)
Tur (1), (2) suy ra
log, (bby) = log, by +log, by.
Vidu 3. Tinh logg 9 + logg 4.
Gidi. logg 9 + logg 4 = logg(9.4) = logg 36 = 2.
CHUY
Dinh 1i 1 ¢6 thé m& rong cho tich clia n s6 duong :
log,(bb,...b,) = log, b +log, by, +...+log, b,
(a, b, by, ....;b, >0,a +1).
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AL

~Ur 6

SN 1 3

Tinh log, 2+2log, 3+log1 g
2 2 2

2. Lodgarit cia mot thuong

[l
N

%@Q
Cho b =2, b, =2 Tinh log, b, ~log, b,, log, b—l va so sanh cac két qua.
2

DINH Li 2

Cho ba s6 duonga, by, b, véia#1,tacd

b
loga—1 =log, by —log, b, .
by

Logarit cua mot thuong bang hiéu cdc logarit.

Dac biét logalz—logab (a@a>0,b>0,a#1).
b

binh 1i 2 dugc chitng minh tuong tu Dinh 11 1.

Vidu 4. Tinhlog; 49 — log 343.

Gidi. log; 49 — log; 343 = logy ;493 = 10g7; =-log;7 =-1.

3. Logarit cia mot luy thura

DINH Li 3

Cho hai s6 duong a, b ; a # 1. Vi moi @, ta co

log, b% = alog, b.

Logarit ciia mot luy thita bang tich cia s6 mii voi logarit ciia
co s0.

Dic biét log, ¥b = 1 log, b.
n
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Chiing minh. Dat = log, b thi b = aP.

Do d6 b = (P = o

Suy ra af = log, b%hay alog, b = log, b”.

Vi du 5. Tinh gi4 tri clia cac biéu thc :

a) log,47; b) log5\/§ —;logS 15.

Gidi
1 2 ) )
a) log, 47 =log, 27 = 7log;22 =

b) logs x/§ - ;logS 15 = logs \/5 — logs \/E

= log —3—log 1
s 5

111 — POI CO SO

/m\
Sec 8
/N Choa=4,b=64,c=2.Tinh log, b, log a, log,b.
Tim mot hé thic lién hé gilra ba két qua thu dugc.

DINH Li 4

1
>y 1
=logs5 2 =—
g5 )

Chobasoduonga, b, cvéia#1,c#1,tacd log, b =

log,. b

log.a

1
log;, a

bac biét log, b =

1
logaa b= E{loga b

(b #1)

(ax #0).
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Chitng minh. Theo tinh chat cua logarit va Dinh 1i 3, ta c6
log.b = logc(alogab) = log, b.log,. a.

Vi a #1 nén log.a # 0. Do d6

log,.
log, b = M.
log.a
IV - VI DU AP DUNG
Vidu 6. Tinh :
log 2
a) 210g4 15; b)3 ¥

Gidi
a) Ta co logy 15 = 10g22 15 = ;logz 15 = logQ\/B.

Do d6 2'98415 _ ploga V15 _ 5

1 -1 1
b)Vilog; 2=1log. 32 =— logy2 =10g:2 3 =logs =——
) gL 243 51083 g3 &35
1
log; 2 logz ——

5
Vidu 7. Cho o =log, 20. Hcy tinh log,y 5 theo o
Gidi. Ta c6

o =log, 20 = 10g2(22.5) =2logy2 +1logy5=2+1og,5,

suy ra log,5=a-2.
log, 5 -2
Vﬁy 10g205 = ) = a .
log, 20 o

Vi du 8. Riit gon biéu thiic

1
A =1log; 7+ 2logg49 — lo .
g% g9 83 -
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Gidi. Ta c6
A=log,_,7+2log,(7%) —log (77
3 3 5

= —logy7 +2logy 7+ 2logsy7 = 3logz 7.
Vidu 9. So sanh cic s6 log, 3 va logg 5.
Gidi. Pat o = log, 3, f = loge 5.
Tacé 2% =3>2"nena>1;6% =5<6'nenp <1.
Suyra a > f.
Vay log, 3 > logg 5.

V — LOGARIT THAP PHAN. LOGARIT TU NHIEN
1. Logarit thap phan
|| Logarit thap phan la l6garit co s6 10.
log;ob thuong duogc viét 1a logh hoac 1gb.

2. Logarit tu nhién

: : , : 1Y’ >
Nguoi ta chiing minh dugc dcy s6 (u,)voi u, = (1 + j c6 gi6i han 1a
n

mot s6 vo ti va goi gidi han dé lae,

1 n
e = lim L1+ ) .
n—>4o0 n

Mot gia tri gan ding cliae la e =2,718 281 828 459 045.

|| Logarit tu nhién 1a logarit co so e.
log, b dugc viét 1a Inb.

CHUY
Muén tinhlog, b, v6i a # 10 vaa # e, bang mdy tinh bo tii,
ta c6 thé st dung cong thiic ddi co so.
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Chang han,

_ log3
log?2

1
log30,8 = 108 < —0 203 114 013,
In3

log, 3 =~ 1,584 962 501.

Bai tap

Khong st dung may tinh, hcy tinh :

a) g’ b) log 2;
4
c) 10g3‘x‘/§; d) logO,5 0,125.
Tinh :
a) 4lom3. b) 2710892,
¢) 9832, d) 402827

Riit gon biéu thic :
a) logy 6.1ogg 9.10gg 2 ; b) log, b> + log » b*.
So sanh céac cap so sau :
a) logz5va logy 4 ;
b) log0’3 2va logs3 ;
c) log, 10va logs 30.
a) Cho a = logz3, b =logzy5. Hey tinh log; 1350 theo a, b.
b) Cho ¢ = log;53. Hcy tinh log,515 theo c.



z

BAN CO BIET

Al BA PHAT MINH RA LOGARIT ?

Né-pe (John Napier) la nha toan hoc Xcét-len (Scotland).
Ong sinh nam 1550 tai Me-ti-ston (Metiston-Castle),
gan thanh phé E-din-boc (Edinburgh) va tét nghiép
trudng Dai hoc Téng hop E-din-boc.

Né-pe la ngudi phat minh ra légarit. Thuat nglr "Légarit" do
ong dé nghi xuat phat tir su két hop hai tir Hi Lap Adyoc (doc
la "logos" ¢6 nghia la ti s8) va 'ap1bu 6¢ (doc la "aritmos" ¢6
nghia la s8). Trong toan hoc ¢8, binh phuang, lap phuong, ...
dudgc goi 1a cac t/ s6 kép, bdi ba,... Nhu vay, déi véi Né-pe, tur
A6yos 'opi Buds co nghia 1a "sé ti s6". Légarit dugc Né-pe J. Napier
xem |a s6 tro gitip dé tinh fi s& cia hai s6. (1550 1617)

Trong tac phdm "M6 ta bang ldgarit ki diéu" (1614), Né-pe dua ra dinh nghia va

c4c tinh chat cla légarit. Logarit ma Né-pe xét ¢6 co s gan bang

Thuat ngl "Légarit tu nhién" do Men-gb-li (P. Mengoli  1659) va Men-ca-to
(N. Mencator 1668) dua ra. Nam 1893, Prin-xém (A. Pringshelm) da ki hiéu
I6garit tu nhién cla s6 N bdi In N. B3i vay, viéc goi l6garit tu nhién |1a l6garit Né-
pe khéng cé cd sd. Tuy nhién, ngudi ta van thudng goi nhu vay c6 18 1a do da
gan |dgarit tu nhién véi tén ngudi thiét 1ap bang Idgarit dau tién.

Ngoai ra, Né-pe con la tac gia cla mot loat cac céng thiic danh cho viéc giai cac
tam giac cau, rat tién Igi cho viéc |ay I6garit.

Ngay 4-4-1617, Né-pe qua ddi tai qué huong 6ng.
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&'/, HAM sO MU. HAM SO LOGARIT

v

I - HAM SO MU

70

Vi du 1. Bai toan "Ici kép"

Mot nguoi gui so tién 1 triéu dong vao mot ngan hang vdéi Ici suat 7%/nam.
Biét rang néu khong rit tién ra khoi ngan hang thi ¢ sau méi nam, so tién Ici
s€ duoc nhap vao von ban dau (nguoi ta goi d6 1a Ici kép). Hoi nguoi d6 duogc
|~ . DN * < 2 N, . N
linh bao nhiéu tién sau » ndam (n€ ), néu trong khoang thoi gian nay
khong rit tién ra va Ici sudt khong thay doi ?

Gidi. Gia st n > 2. Goi s6 von ban dau 1a P, Ici suat 1a . Ta c6 P = 1 (triéu dong),
r=20,07.

Sau nam thi nhat :
Tiénlcila T, = Pr=1.0,07 = 0,07 (triéu dong).
S6 tién dugc Iinh (con goi 1a von tich luy) 1a
P =P+T, =P+ Pr=P(Q+r) =107 (triéu déng).
Sau nam tht hai :
Tiénlcila T, = PAr =1,07.0,07 = 0,0749 (triéu dong).
Vontichluyla P, =P +T, = A + Pr = A(1+7)
= P(1+7)? = (1,07)% = 1,1449 (triéu dong).
Tuong tu, von tich luy sau n nam la
P, = P(1+ r)" = (1,07)" (triéu dong).
Vay sau n nam, nguoi do dugc linh (1,07)" tricu dong.
Vi du 2. Trong Vat li, sy phan rc cha cdc chdt phong xa duoc biéu dién

bédng cong thic

o=l



AL
(o)
5\

Sk

trong d6 my 1a khoi lugng chat phong xa ban dau (tai thoi di€ém 7 = 0), m(r)
1a khoi lugng chdt phong xa tai thoi diém ¢, T 1a chu ki ban rc (tdc 1a
khoéang thoi gian dé mot nlta s6 nguyén tlr cia chat phéng xa bi bién thanh
chat khac).

Vi du 3. Dan s6 thé gidi dugc u6c tinh theo cong thitic S = Ae™,trong d6 A
la dan s6 clia nam 14y lam mdc tinh, S 1a dan s6 sau n nam, 7 la ti 1¢ tang
dan s6 hang nam.

1

1 Cho biét nam 2003, Viét Nam c6 80 902 400 ngudi va ti 1é tang dan sé la 1,47%.

1.

a

H&i nam 2010 Viét Nam s& c6 bao nhiéu ngudi, néu ti 1& tang dan sé hang nam
khong déi ?

Nhitng bai todn thuc t€ nhu trén dua dén viéc xét cdc ham s6 cé dang y = a™.
Pinh nghia

“ Cho s6 thuc duong a khac 1.

Ham s6 y = a”* dugc goi 1a ham s6 mii co s6 a.

A
e 2

/) Trong cac ham s& sau day, ham s6 nao 1a ham s6 mi ? V6i co s6 bao nhiéu ?

2,

X

a) y=(3)"; b)y=53; o)y=x"; d) y=47"
Dao ham cta ham sé mii
Ta thira nhan cong thic

=1. (1)

DINH Li 1

Ham s6 y = ¢ c6 dao ham tai moi x va

(e") =e".

Chirng minh. Gia sit Ax 1a s0 gia cua x, ta c6
Ay = A X ex(eAx -1).
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Do d6

Ay _ A1
Ax Ax
p dung (1), ta co
Ax —
im & 1o,
Ax—0 Ax
Tu do suy ra
y'= lim ﬂ:ex
Ax—0 AX

CHU Y
Cong thiic dao ham ctia ham hop doi v6i ham s6 " (u = u(x))
1a (") =u'.e".

DINH L 2

Ham s6 y =a* (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x va

(@) =a"Ina.

Chiung minh. Ta c6

X Ina”®

a =e :exlna.

bat u(x) = xIna, theo Chi y trén, ta duoc
(aX)l — (exlna)v — exlna(xlna)| — ax lna.
CHU Y

D6i v6i ham hop y = ¢, ta c6

@) =d"Ina.u'.

2
Vidu 4. Him s6 y = 8° ! ¢6 dao ham 1a

2 2,
y' =8 T2 4 x4+ 1)'In8 =8 T (2x + 1)In8.



3. Khdosathamsémii y=a* (a>0,a%1)

y=a",a>1

y=a",0<a<l

1. Tap x4c dinh :
2. Su bién thién

y'=a‘lna>0, Vx

Gid6i han dac biét

lim ' =0, lim a' = +oo.

X—>—o0 X—>+oo
Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang.

3. Bang bién thién

X —oo 0 1 +o0
y’ + + +
y oo

4. Do thi (H.31)

YA
y=a*

(a>1)

,_______
=Y

a
1
/
0

Hinh 31

1. Tap xéac dinh :
2. Su bién thién

y'=a'lna<0, Vx
Gid6i han dac biét :

lim a° =+, lim a" =0.
X—>—o0 X—>+o0
Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang.

3. Bang bién thién

X —0Q0 O 1 “+o0
Y - - -
Y | too
1
a
0

4. Do thi (H.32)

VA

1 y=a*(0<a<]l)

ap

0 1 g
Hinh 32
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Bang tom tit cac tinh chat cia hAam soé mii y = a* (a>0,a#1)

Téap xac dinh

(zo0 5 +o0).

DPao ham

y'=a"Ina.

Chiéu bién thién

a > 1 :ham s6 luon dong bién ;
0 < a < 1:ham s6 luén nghich bién.

Tiém can truc Ox la tiém can ngang.
di qua cdc diém (0 ; 1) va (1 ; a), nim phia
SA trén truc hoanh

(yzax>0,Vxe ).

11 — HAM SO LOGARIT

1. Dinh nghia

H Cho s6 thuc duong a khéc 1.

Ham s6 y = log, x dugc goi la ham sé logarit co s6 a.

Vidu 5. Cic ham s6 y = logy x,y =log x,y = log\/gx,y =Inx, y =logx

4

l1a nhitng ham s6 logarit véi co s6 1an luot 1a 3, 4’ \/g, e va 10.

2. Pao ham cua ham sé légarit

Ta c6 dinh Ii sau day.

DINH Li 3

Ham s6 y = log, x (a >0, a# 1) c6 dao ham tai moi x > 0 va

(log, X)' = :
xlna

Dac biét (ny) = .
X
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CHUY

boi v6i ham hop y = log, u(x), ta cé

Al

u

(log, u)' = ——.
ulna

Vidu 6. Ham s6 y = log,(2x + 1) c6 dao ham la

y'=(og,(2x +1))' =

=)
(

ez 3

Qx+1)' 2

Q2x+DIn2  2x+DIn2’

Tim dao ham clia ham s8 y=In(x+V1+x2).

3. Khao sat ham sé légarit y =log,x (a>0,a#1)

y=log,x,a>1

y=log,x,0<a<l1

1. Tap x4c dinh : (0 ; 4o0).
2. Su bién thién
1

xlna
Gi6i han dic biét :

1

>0, Vx>0.

lim log, x = —oo,
x—0"

lim log, x = +oe.
x—>+oo

Tiém can :
Truc Oy la tiém can ding.
3. Bang bién thién

1. Tap x4c dinh : (0 ; 4o0).
2. Su bién thién

"= L <0,
xlna

Gid6i han dac biét :

Vx>0.

lim log, x = +oo,
x—0"

lim log, x = —oo.
xX—>+o0

Tiém can :
Truc Oy la tiém can ding.
3. Bang bién thién

X 0 1 a +o00 X 0 a 1 +oc0
y’ + + + y' p— — J—
y +o00 Y | +oo_1
/ 0
—0Q 0 —0Q
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4. D6 thi (H.33)

4. D6 thi (H.34)

YA v A
I frmmmeeeess . 1t-
o . > o @ 1 %
y =log x 1
(@>1) ¥ = 08"
O<a<l)
Hinh 33 Hinh 34
Bang tom tat cac tinh chat cia ham sé y = log,x (a>0,a#1)
Tap xac dinh (0 ; +00).
1
Dao ham "= .
xIna
D a > 1: ham so6 luon dong bién ;
Chiéu bién thién . } ] o
0 <a <1 :ham s6 luon nghich bién.
Tiém céan truc Oy la tiém can ding.
A di qua céc diém (1 ; 0) va (@ ; 1) ; nim phia
DO thi N s
: bén phai truc tung.
Dudi day la do thi ctia cdc ham s6 :
\x
y=log x, y= b) (H.35) ; y =log 7 x, (H.36).
.
N X,
v/, 5
. YA
2 7
%7 ////
4 2 4 x

Hinh 35

Hinh 36



o4
=
/A Neu nhan xét vé madi lién hé gilta d6 thi clia cac ham sé trén Hinh 35 va Hinh 36.
NHAN XET
D6 thi clia cdc him s6 y =d va y = log,x (a>0,a=1) doi
xting véi nhau qua duong thang y = x.

Bang dao ham cua cac ham so6 luy thira, mi, logarit

Ham so cap Ham hdp (u = u(x))

(Xa)l — axa_l (ua')v — 0{”0{—1.

ul
1y _ 1 Llj __w
L.x B x2 u uz
' 1 J_)v =L
(V) = L i
x 2Ju
(eX)v — ex (eLt)v — euM.
(@")' =a‘Ina @) =d". Inau'
1 1
(Inlx)' = (Inlul) = &
(logg xl) = (log, lul) = =
xlna ulna
Badi tép
1. Vé d6 thi cta cac ham so :
\X
a)y =4" ; b) y = )
)y )y L4)
2. Tinh dao ham cta cac ham so6 :
a)y = 2xe* + 3sin2x ; b)y=5x2—2xcosx; c)y:x—Z1
3

3. Tim tap xac dinh cua cdc ham s6 :
b) y= 10g3(x2 -2Xx);

3x+2
d)y:logo,4 .

a) y =10g,(5—2x);

¢) y = log, (x* — 4x +3);
5
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c)y

V& do thi cua cidc ham sg :
a)y =logx; b)y=log x.

2
Tinh dao ham ctia cac ham so :

a)y = 3x2 —Inx +4sinx ;

b)y=log(x2+x+1);

B logs x

PHUONG TRINH MU VA

§ f PHUONG TRINH LOGARIT

I - PHUONG TRINH MU

78

Bai toan
Mot nguoi gui tiét kiém véi Ici sudt 8,4%/nam va lci hang nam dugc nhap
vao von. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi do6 thu duge gap doi so tién ban dau ?
Gidi. Goi s0 tién gui ban ddu 1a P. Sau n nam, s6 tién thu duoc 1a
P, = P(1+0,084)" = P(1,084)".

Dé P, = 2P thi phéi c6 (1,084)" = 2.
Do dé n = 10g1,084 2 = 8,59.
Vi n 1a s6 tu nhién nén ta chon n = 9.
Vay muon thu dugc gap doi so tién ban dau, ngudi d6 phai gui 9 nam.

Nhitng bai toan thuc t€ nhu trén dua dén viéc giai cac phuong trinh c6 chita
4n 6 & s6 mii cha luy thira. Ta goi d6 1a cdc phuong trinh mil.

2 1 X
Chang han, céc phuong trinh 3* = 8§, ng - ix + 3 =0 la nhitng phuong
3
trinh mdi.



1.

Phuong trinh mii co ban

Phuong trinh mii co ban c6 dang

a*=b@>0,a#l).

Dé gidi phuong trinh trén, ta st dung dinh nghia logarit.

Vé6ib>0,tacod a*

=b e x=log,b.

Vé6ib < 0, phuong trinh vo nghiém.

Minh hoa bdng do thi

Hoanh do giao diém ctia d6 thi hai ham s6 y = @* vd y = b 12 nghiém cua

phuong trinh a* = b.

S6 nghiém clia phuong trinh 12 s6 giao diém cua hai do thi.

RO rang, néu b < 0 thi hai d6 thi khong cat nhau nén phuong trinh vo nghiém.

Néu b > 0 ta c6 hai do thi trén cdc hinh 37 va 38. Trén mdi hinh, hai do thi
lu6n cat nhau tai mot diém nén phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat.

YA

yA

y=b

<

I

S
/@

[ merOcaen

loglab 0

=Y

Hinh 37 Hinh 38

Két ludn

Phuong trinh a* =b(a > 0,a # 1)

b>0

c6 nghiém duy nhat x = log, b.

b<0

vO nghiém.

—
>
X
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Vi du 1. Giai phuong trinh 2°%7! + 4%*1 = 5.

Gidi. Dua v€ trdi vé cung co s6 4, ta dugc

1 1
—. 4" +4.4% =5 hay 4" = 0,
2 9

Vay x = logy 190

Cach giai mét sé phuong trinh mii don gian
Ngudi ta thudng st dung céc phuong phdp sau dé giai mot s6 phuong trinh mi.

a) Pua vé cung co s6

~er 1
7

/R

Giai phuong trinh 6> =1 bing cach dua vé dang «*® =aB™ va giai phuong
trinh A(x) = B(x).

2\\x+1

3)

Gidi. Dua hai v€ vé cing co s6 5 ,ta duoc

HERH

Dodo 5x—7T=—-x-1< x=1.

Vi du 2. Giai phuong trinh (1,5)° 77 = L

Vay phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat x = 1.
b) Pat 4n phu
Vi du 3. Giai phuong trinh
9' —4.3' -45=0.
Gidi. Dat t = 3", t > 0, ta ¢6 phuong trinh
12 — 4t —45=0.

Giai phuong trinh bac hai nay, ta duoc hai nghiém 7, =9, 1, = 5.



Chi c6 nghiém #; = 9 thoa mcn diéu kién ¢ > 0.

Giai phuang trinh %.52" +5.5° =250 bang cach dit 4n phu 1 =5".
¢) Logarit hoa

Vi du 4. Giai phuong trinh 3)(.2)"2 =1.
Gidi. Lay logarit hai v€ v6i co s6 3 (con goi la logarit hoa), ta duogc
log3(3x.2xz) = logz1 & logz 3" + logy ¥ 20,
Tir do ta c6
X+ x° log32 =0 x(1 + xlogz2) =0.

Vay phuong trinh dc cho c6 cidc nghiém la

X1 =0va Xy = — ! :—10g23.
logs 2

II —- PHUONG TRINH LOGARIT

Phuong trinh logarit 12 phuong trinh c6 chida 4n s6 trong
biéu thitc duéi dau logarit.
Chang han, cdc phuong trinh
log, x =4 va logg x —2logg x+1=10
2
déu 1a phuong trinh logarit.

1. Phuong trinh légarit co ban

‘/—/\ 3
/
/o5

Tinh x, biét log,x = l
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H Phuong trinh 16garit co ban c6 dang

log,x=b(a>0,a=]1).

Theo dinh nghia logarit, ta c6

logaxzb@xzab.

Minh hoa bang do thi

V& d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thang y = b trén cung mot hé truc
toa do (H. 39 va H. 40).

y“ yﬂ
y:b \ y:b
b ! bl |
| I
L ! >
0 T Ol ab 1 ¥
y =log,x y = log ,x
(@>1) O<a<l)
Hinh 39 Hinh 40

Trong ca hai trudng hop, ta déu thdy do thi cia cdc ham s6 y = log, x va

dudng thang y = b luon cét nhau tai mot diém véi moi b €

KET LUAN

Phuong trinh log, x =b (a >0, a # 1) luon c6 nghiém duy

nhat x = a” vé6i moi b.

2. Cach giai mét sé phuaong trinh 1dgarit don gian
Ngudi ta thuong st dung cdc phuong phdp sau dé giai mot s6 phuong trinh
logarit.
a) Pua vé cung co s6

Lla

82

/R cho phuong trinh log, x+logy x = 6. Hay dua cac logarit & vé trai vé ciing co s6.



Vi du 5. Giai phuong trinh logz x + logg x + logyy x = 11.
Gidi. Dua cic s6 hang & v€ tréi vé€ cling co so 3, ta dugc

log3x+log32x+log33x:11
1 1
= log3x+510g3x+§log3x=11 Slogyx =6.
Vay x = 3% =729,

b) Pat an phu

/'n'\

(oo 5
,

SEC

7R Giai phuang trinh logg x—3log, x+2=0 bang cach d4t an phu = log, x.
Vi du 6. Giai phuong trinh

1 N 2 _
S—logx 1+logx

Gidi. Diéu kién ctua phuong trinh 1a x > 0, logx # 5va logx # —1.

biat r =logx (r # 5, t # —1), ta dugc phuong trinh
ELE -
S5—t 1+t

Tu d6 ta c6 phuong trinh

1+4t+25-0)=G-n1+1)

c:—t+11=—ﬁ4~h+5<:t2—5t+6:0.

Giai phuong trinh bac hai theo ¢, ta dugc hai nghiém ¢ =2, ¢, =3 déu
thoa mcn diéu kién r# 5, ¢t # —1.

Vay logx; =2, logx, =3 nén x; =100, x, =1000.
i 6
/A Giai phuong trinh log x+10g§x=2.
2
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¢) Mi hoa

Vi du 7. Giai phuong trinh log, (5 — 2Y)=2-x
Diéu kién ctia phuong trinh 12 5 - 2% > 0.
Gidi. Theo dinh nghia, phuong trinh dc cho tuong duong v6i phuong trinh

210g2 (5_21\) — 22—)(.

(Phép bién doi nay thudong duoc goi 1a mit hoa). Tir do ta ¢

505 =4 02 5% 4,

2X

bat t = 2% (¢ > 0), ta c6 phuong trinh bac hai - 5t + 4 = 0 v6i hai nghiém
duong ¢t = 1, t = 4. Vay nghiém ctia phuong trinh dc cholax =0, x = 2.

Bai tap
Giai cac phuong trinh m :
a) (0,372 =1; b) ij =25;

5

o) 28 32 _ g d) (0,547,052 = 2.
Giai cac phuong trinh mi :
a) 3771 432X = 108; by 2%+ 4+ 2% 71 4 2% = 28;
¢) 64% — 8% — 56 =0; d) 347 - 2.6" = 9%,

Giai cac phuong trinh logarit :

a) logs(Sx +3) = logz(7x +5);

b) log(x — 1) — log(2x — 11) = log?2;
¢) log,(x = 5) + logy (x +2) = 3;

d) log(x2 —6x +7) =log(x —3).



Giai cac phuong trinh logarit :

a) ! log(x2 + x—5) =log5x + logi;
2 Sx

b) ;log(xz —4x—1) = log8x — log4x;

c) log\/gx + 4logy x + logg x = 13.

BAT PHUONG TRINH MU VA
BAT PHUONG TRINH LOGARIT

I - BAT PHUONG TRINH MU

1.

Bat phuong trinh mii co ban

H Bit phuong trinh mi co ban c6 dang @ > b (hoic a* > b,

a* <b, a" <b)v6ia>0,a=+1.

Ta xét bat phuong trinh danga™ > b.
Néu b <0, tap nghiém clia bat phuong trinh 12 vi a* > 0> b, Vx e
N&u b > 0 thi bat phuong trinh tuong duong véi a* > a'°8a?.
Vé6i a > 1, nghiém cta bat phuong trinh 1a x > log, b .

V6i 0 < a< 1, nghiém cta bat phuong trinh 1a x < log, b .
Vidul

a) 3* >81 & x >log381 & x > 4;

X
b) 1 >32 & x<logy32 & x<-5.
2 1
2
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Minh hoa bdng do thi

V& d6 thi ham s6 y = @* va dudng thing
y = b trén cung mot hé truc toa do.

Trong truong hgp a > 1 ta nhan thay :

Néu b <0thi a* > b véi moi x.

Néub>0thi @ > b véi x > log, b (H. 41).

Truong hopO<a<1,tacod:
Néu b <0thi ¢ > b v6i moi x.

Néu b > 0 thi a' >b véi

VA
y=a*
@>1)

x <log,b (H.42).

b
/ =

1 I
I

0] log ;b X

Hinh 41
YA
b y=b
hw< a<l)
logabl 0 X
Hinh 42

Két Iugn. Tap nghiém clia bat phuong trinh ¢* > b duoc cho trong bang sau :

Tdp nghiém

X
2 a>1

O<ax1

b<0

b>0 (log, b ; + )

(_°° > loga b)

a

(.‘\\ 1
Ser
9%% Hay lap bang tuong tu cho cac bat phuang trinh a* >b, a* <b, a* <b.

2. Bat phuong trinh mii don gian

Du6i day 1a mot s6 vi du vé bat phuong trinh mi don gian.

2
Vi du 2. Giai bat phuong trinh3* =" < 9.

Gidi. Bit phuong trinh dc cho c6 thé viét & dang

3 -x g2
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Vicos 3 16n hon 1 nén x° — x < 2.
Day la bat phuong trinh bac hai quen thudc. Giai bat phuong trinh nay, ta
duoc -1 <x < 2.

Vay tap nghiém cua bat phuong trinh dc cho l1a khoang (-1 ; 2).
Vi du 3. Giai bat phuong trinh 4% — 2.5 < 10",
Gidi. Chia hai v& clia bat phuong trinh cho 10*, ta dugc
X X
5 -2) <
5 2
\x
bat ¢ = LS) (t > 0), ta c6 bat phuong trinh

2_ —
t—g<1hay¥<0.
t

Giai bat phuong trinh nay vdéi diéu kién 7 > 0, ta dugc 0 < ¢ < 2. Do d6

X
0< sz <2.
5
Vi co s6 s nho hon 1 nén x > log 2.
5
Vay tap nghiém cuia bat phuong trinh dc cho la(logy 2 ; +o0).
5

(o)

Y

Gidi bat phuong trinh 2* +27* -3 <0.

II - BAT PHUONG TRINH LOGARIT

1. Bat phuong trinh légarit co ban

Bat phuong trinh logarit co ban c¢6 dang log,x > b (hoac
log, x 2 b, log,x <b,log,x <b)voia>0,a*1.

Xét bat phuong trinh log, x > b.
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n

5 )

S d
/R Hay lap bang tuong tu cho cac bat phuong trinh log, x>b, log, x<b, log, x<b.

88

Truong hopa > 1, tacod
logax>b(:)x>ab.
Truong hopO<a<1,taco
logax>b<:>0<x<ab.
Vidu4

a)logyx>7 & x>2" < x>128.
N’ 1
b)log; x >3 0<x< & 0<x<
5 2 8

Minh hoa bdng do thi

V& do thi ham s6 y = log,, x va dudng théng y = b trén cing mot hé truc toa do

(H. 43, H. 44). YA
yﬂ
y =log,x ab _
(a>1) ol 1\ X
ab _ i
0 i/l X b y=b
b y=b
y =log x
O<ax<l
Hinh 43 Hinh 44

Quan sit do thi, ta thay :

Truong hop a > 1: log,, x > bkhi va chi khi x > .

Trudong hop 0 <a < 1: log, x > bkhi va chi khi 0 < x < a’.

Két Iugn : Nghiém clia bat phuong trinh log, x > b dugc cho trong bang sau :

log,x>b a>1 O<ax<l1

b b

Nghiém xX>a O<x<a




2. Bat phuong trinh l16garit don gian
Ta xét mot s6 vi du vé bat phuong trinh l6garit don gian.
Vidu 5. Gidi bat phuong trinh log 5(5x +10) < logo,S(x2 + 6x + 8).
Gidi. Diéu kién cua bat phuong trinh dc cho 1a

Sx+10>0 x> =2
= & x> -2,
X2 +6x+8>0 x < —4 hoac x > -2

Vi co s6 0,5 bé hon 1 nén véi diéu kién do6, bat phuong trinh dc cho tuong
duong véi bét phuong trinh 5x + 10 > x + 6x + 8

<:>x2+x—2<0<:>—2<x<1.

Két hop véi diéu kién, ta duoc tap nghiém cua bat phuong trinh dc cho la
khoang (-2 ; 1).

Vi du 6. Giai bat phuong trinh log, (x — 3) + log, (x —2) < 1.

Gidi. Diéu kién cua bat phuong trinh 1a x > 3. Khi d6, bat phuong trinh dc
cho tuong duong véi
log,[(x — 3)(x — 2)] < log, 2.

Vicos62I6nhon I nén(x —3)(x —2)< 2.

Giai bat phuong trinh nay, ta tim duoc 1 < x < 4. Két hop véi diéu kién x > 3,
ta dugc nghiém cua bat phuong trinh dc cho 1a 3 < x < 4.

n

ey
/N Giai bat phuong trinh log, (2x+3) > log, Bx +1).
2 2
Bdi tap
1. Giai cac bat phuong trinh mi :
247 -3x
2 .
a) 27F T3 <4, b) Uj > 9;
9 7
) 32 13571 < 28. A4 —32 +250.
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b=

90

Giai cac bat phuong trinh logarit :
a) 10g8(4 -2x)22;

¢) logpp x —logs(x —2) < logp,3 ;

b) log; Bx—=5) > log (x +1) ;
5 5

d)log%x—510g3x+6 <0.

On tap chuong I

Hcy néu cac tinh chit cua luy thira v6i s6 mil thuc.

Hcy néu cac tinh chat cua ham s6 luy thira.

Hcy néu cac tinh chat cua ham s6 mi va ham so logarit.

Tim tap xac dinh clia cdc ham s0 :
1
a)y=——;
3* -3

c)yzlog\/xz—x—12;

Biet 4* + 47" =23. Hey tinh 2" + 277,

x - .
b

2x -3

d) y =+25" - 5.

b) y = log

Cho log, b =3, log,c = —2. Hcy tinh log, x véi:

a) x = a3b2\/2;

Giai cac phuong trinh :

a) 3x+4 + 3 5X+3 — 5X+4 + 3X+3,
c) 49% +12% -3.16" =0;

e) log3x+log\/§x+loglx=6;

3
Giai cac bat phuong trinh :

a) 22871 492072 | 9203 5 yug

c) logs Llogl ()c2 — 1)} <1;
2

a*p

C3

b) x =

b) 25" -65" +5=0;
d) log;(x —1)logy x = logy x ;

x+8

g) log = log x.

X —

b) (0.4)% —(2.5)" > 1,5

d) log(2)’2 x —5logpy x < 6.



Bdi tap trdc nghiém

x—2

Tap xac dinh cta ham s6 y = log la:

1—x
(A) (=05 DU (25 + o) ; B) (1:2);
© N D) \{

Chon khang dinh sai trong cdc khang dinh sau :

Ay Inx>0=x>1; (B) log x <0=0<x<1;

(C) logya>logibe=a>b>0; (D) logya=1logybesa=5b>0.
3 3 2 2

Cho ham s6 f(x) = In(4x — xz). Chon khéng dinh ding trong cdc khang
dinh sau :

A)f'2)=1; Bf'@2)=0;
O f'5)=12; D) f'H=-1.2.
Cho ham s6 g(x) = log; (x2 —5x+ 7). Nghiém cta bat phuong trinh
2

gx)>01a:
(A)x>3; (B)x<2hoacx>3;
C)2<x<3; (D) x < 2.
Trong cdc ham s6 :

F) = o) =T =,

sin x cos X oS X
ham s6 nao c6 dao ham la ?
cos X
(A) f(x) ; (B) g(x) ; (©) h(x) 3 (D) g(x) va h(x).
2

S6 nghiém ctia phuong trinh 22% =743 = [a:
(A)O; B)1; ©) 2; (D) 3.
Nghiém ciia phuong trinh 10°2° = 8x + 5 1a :
A)O; B ; o D) .
(A) (B) 5 © 9 (D) 4
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ChuongM

NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG

Nguyén ham
Tich phan

Ung dung cta tich phan trong hinh hoc



NGUYEN HAM

I - NGUYEN HAM VA TiNH CHAT

1. Nguyén ham
D

/%) Tim ham s6 F(x) sao cho F '(x) = f(x) néu :

0082 X 2

a)f(x)=3x2 V6i x € (—o0 ; +o0) ; b) f(x)= ! véi xek—g;nj.
Ki hiéu K 1a khoang hoac doan hoac ntra khoang ctia

DINH NGHIA

Cho ham s06 f(x) xac dinh trén K.
Ham s6 F(x) dugc goi l1a nguyén ham cua ham s6 f(x) trén K
néu F '(x) = f(x) v6i moi x € K.

Vidul

a) Ham s6 F(x) = X la mot nguyén ham cta ham s6 f(x) = 2x trén

khodng (oo ; +e0) Vi F '(x) = (x”)' = 2x, Vi € (—o0 ; +o0).

y . s y 1
b) Ham s6 F(x) = Inx la mot nguyén ham cua ham s6 f(x) =  trén

khoang (0 ; +o0) vi F'(x) = (Inx)'= , Vx € (0; +co).
X

AL
(os)
e 2

/R Hay tim thém nhiing nguyén ham khac clia cac ham sé néu trong Vi du 1.

DINH L 1

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K thi
v6i moi hing s6 C, ham s6 G(x) = F(x) + C ciing 1a mot
nguyén ham cua f(x) trén K .

D\
ser 3

"\ Hay chimg minh Binh 1i 1.
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DINH LI 2

Néu F(x) la mot nguyén ham cta ham s6 f(x) trén K thi
moi nguyén ham cua f(x) trén K déu c6 dang F(x) + C, v6i
C 1a mot hang so.

Chirng minh. Gia st G(x) ciing 1a mot nguyén ham cua f(x) trén K, tic la
G'(x) = f(x), x € K. Khi d6

(G(x) - F)' =G'(x) - F'(x) =f(x) - f(x) =0, x € K.
Vay G(x) — F(x) 1a mot ham s6 khong déi trén K. Ta c6
Gx)-Fx)=C Gx)=Fx)+C,xe K.
Hai dinh Ii trén cho thay :

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K thi F(x) + C, Ce
l1a ho tit ca cac nguyén ham cua f(x) trén K. Ki hiéu

[fde = Fao + €.

CHUY
Bi€u thic f(x)dx chinh 1a vi phan cta nguyén ham F(x) cua
f(x), vidF(x)=F '(x)dx = f(x)dx.
Vidu 2

2) Vi x € (=00 ; +00), jzxdx =x>+C;
b) V6i s € (0 ; +oo), Iids =Ins+C ;

c) VGit e (—oo ; +00), jcostdt =sint + C.
Tinh chat cia nguyén ham

TINH CHAT 1

[£ie0dx = o) +c.

Tinh chat nay dugc suy truc ti€p tir dinh nghia nguyén ham.
Vi du sau day minh hoa cho tinh chat do.



Vidu 3. I(cosx)'dx = I(—sinx)dx =cosx + C.

TINH CHAT 2

[k ()dv = k] f0)dx (k 13 hiing 6 khdc 0).

Chitng minh. Goi F(x) la mot nguyén ham cua kf(x), ta c6
kf(x) = F'(x) (*)
Vik#0neén f(x) = Tew =1 F(x)j'
k Lk ‘
Tt do, theo tinh chat 1 ta c6
| ' 1
k[ foyde = kJLkF(x)j dx = kL%F(x) + clj = F(x)+kC; (Cje )

=F(x)+C (vi Cy tuyythuoc vak#0nén C = kC,
tuy y thudc )

= [Kf (x)dx (do (+)).

TINH CHAT 3

[[£00) + go]dx = [ fdx * [ g(x)dx.

;, ‘g 4
J aQH ay chiing minh Tinh chat 3.
Vi du 4. Tim nguyén ham cua ham s6 f(x) = 3sinx + 2 trén khoang (0 ; +oo).
X
Gidi. VGix € (0;+), ta cod
) 2 . 1
I(Ssmx += |dx = 3[sinxdx +2[~dx = —3cos x + 2Inx + C.
X X
3. Su ton tai nguyén ham

Ta thira nhan dinh I duéi day.
DINH LI 3

[ Moi ham s f(x) lién tuc trén K déu c¢6 nguyén ham trén K. }
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Vidub

a) Him s6 f(x) = x3 ¢6 nguyén ham trén khoang (0 ; +) va
2 5
3dr = 543
x2dx = gx + C.

b) Ham so6 g(x) = — ! cé nguyén ham trén timg khoang (km ; (k + 1)T)
sin” x
(ke ) va
1
2 dx = —cotx + C.
sin” x

4. Bang nguyén ham cta mot s6 ham sé thudng gip

5
5
/" Lap bang theo miu dusi day réi dung bang dao ham trang 77 va trong SGK Dai s6
va Giai tich 11 dé dién cac ham sé thich hap vao cot bén phai.

[ fx)+C
0

a-1

X
e

a“lna (@a>0,a#1)

COSx

sinx

Tur bang cac dao ham, ta c6 bang nguyén ham sau day.
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X
Jodx = fa‘dr="—+.@>0a%1)
Ina
jdx=x+C jcosxdx:sinx+C
J.xadxz ! xa+1+C(0{¢ 1) Isinxdx:—cosx+C
a+1
1 1
J'fdlen‘x“_c j 5 dx =tanx + C
X cos” x
jexdx=ex+C I.lz dx = —cotx + C
sin” x

Vidu 6. Tinh :
2 1 R )
a) J-sz + 3]dx trén khoang (0 ; +o0) ;
,XZ
b) I(3cosx — 3" 1) dx trén khodng (—oo ; +o0).
Giai
a) Véixe (0; +o0) tacod
_2
.[L2x2 +1]dx:2jx2dx+jx 3dx
3.2
1
= §x3+3x3 +C=§x3+3§/;+c-
b) VGi x € (=0 ; +0) ta cO
_ 1
[Beosx —3*"1)dx = 3[ cos xdx — 5j?ﬁ“dx

1 3% x—1
=3sinx————+C =3sinx —
31In3 In3

+C.
CHU Y

Tur day, yéu cdu tim nguyén ham ctia mot ham s6 dugc hiéu 1a
tim nguyén ham trén tung khoang xac dinh ctia né.
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I PHUONG PHAP TINH NGUYEN HAM

1. Phuong phap déi bién sé

=~ 6

/A a)Cho (x—1)""dx . Datu=x— 1, hay viét (x—1)"%dx theo u va du.

ll'lx o t - . In X N
b) Cho ——d.. Bat x=¢', hay viét ——d- theo ¢ va dr.
X X

DINH Li 1

Néu f(u)du = F(u) + C va u = u(x) 1a ham s6 c6 dao ham
lién tuc thi

fw(x)u'(x)dx = F(u(x)) + C.

Chitng minh. Theo cong thic dao ham cua ham hop, ta c6
(F(u(x)))" = F'(u).u'(x).
ViF'(u)=f(u)=fulx)) nén (Fu(x)))" = fux)u'(x).
Nhu vay, cong thic  f(u)du = F(u) + C ding khi u 1a bié€n s6 doc 1ap thi
cling ding khi u 1a mot ham s6 cta bién s6 doc 1ap x.
HE QUA
Véiu=ax+b(a+0),tacd

flax + b)dx = lF(ax+b)+C.
a

Vidu 7. Tinh sin(3x —1)dux.
Gidi. Vi sinudu = —cosu + C nén theo hé qua ta cd
sin(3x — 1)dx = —;cos(Bx -+ C.
CHUY
Né&u tinh nguyén ham theo bién méi u (u = u(x)) thi sau khi

tinh nguyén ham, ta phai tro lai bién x ban ddu bang céch thay
u boi u(x).
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X

dx.
(x +1)°

Vi du 8. Tinh j

“_Sld . Khi dé,

dx duoc viét thanh
(x + 1) u

Gidi. Datu=x+1thiu' =1va
nguyén ham can tinh trd thanh

jugldu = J-klét—lsldu = Iu_4du—fu_5du = —;.1-1—1.14+C.
u u' u

Thay u = x + 1 vao két qua, ta duoc

[ cax= ! 3L1' ! —1j+c.
(x +1) x+1°\4 x+1 3

2. Phuong phap tinh nguyén ham tirng phan

wv/% 7
/ N\ Taco (xcosx)'=cosx—xsinx
hay —xsinx =(xcosx)' —cosx.

Hay tinh J.(xcosx)'dx va Jcosxdx. T d6 tinh J.xsinxdx.

DINH Lf 2

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham lién tuc
trén K thi

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — Iu’(x)v(x)dx.

Chitng minh. Tt cong thic dao ham cta tich

@()v(x)" = u'(X)w(x) + u(x)v'(x)

hay u(x)v'(x) = (uxv(x)" —u'(x)v(x),

ta cé ju(x)v'(x)dx =j u(x)v(x)) dx — J’ ' (x)v(x)d.

Vay ju(x)v'(x)dx = u(xX)v(x) — j ' ()v(x)dx.
CHUY

Vi v'(x)dx = dv, u'(x)dx = du, nén dang thiic trén con duoc

viét 6 dang

Iudv =uy — jvdu.

D6 1a cong thic tinh nguyén ham timg phan.



Vi du 9. Tinh

a) jxexdx; b) Ixcosxdx; c) J.lnxdx.

Gidi

a)Patu=xvadv=e'dx, tacé du=dx vai v =¢". Do d6
J-xexdx = xe' — Iexdx =xe* —e* +C.

b) Pat u =xva dv = cosxdux, tadugc du =dx va v =sinx. Vay

J.xcosxdx = xsinx — Isinxdx

hay Ixcosxdxzxsinx+cosx+C.

c)Patu= Inx, dv=dx,tacddu= ld, vav=x. Do dé
X

Jlnxdx = xlnx — Idx =xlnx—-x+C.

-8
/" Cho P(x) 1a da thlic cGia x. TU Vi du 9, hay 1ap bang theo mAu dusi day réi dién u va
dv thich hgp vao 6 tréng theo phuaong phap tinh nguyén ham ting phan.

j P(x)e*dx j P(x)cos xdx j P(x)In xdx
u P(x)
dv efdx
Bdi tap

1. Trong cac cap ham s6 dudi day, ham s6 nao la mot nguyén ham ctia ham
s6 con lai ?

_ N _ . . . 2
a)e ¥ va —e ' b) sin2x va sin x ;

C)Ll - i}zex va Ll - ijex.

2. Tim nguyén ham cua cac ham s6 sau :
X
x+1 27 —1

X+
=== "~ b = ;
a) f(x) %/; ) f(x) r
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1

c) flx) = TN d) f(x) = sin5x.cos3x ;
sin” x.cos“x

e) f(x) = tan"x ; 2 flx) = 372

h) f(x) = 1

(1+ x)(1-2x)
3. Surdung phuong phap déi bién s6, hdy tinh :

a) (I—x) dr(datu=1-2x);

3
b) x(1+x%)2dx (dat u =1+ x2) ;

3 . o
c) cos xsinxdx (dat ¢t =cosx) ;

d
d) ———— (datu=e* +1),
X —X
e +e " +2

4. St dung phuong phép tinh nguyén ham tirng phan, hay tinh :
a) xIn(l + x)dx; b) (x> +2x — Deldr;

c) xsin(2x + 1)dx; d) (1-x)cosxdx.

TICH PHAN

9,
YA

[ - KHAI NIEM TICH PHAN

1. Dién tich hinh thang cong

ser 1

ki hiéu T 1a hinh thang vuéng gi6i han bdi dudng thdng y = 2x + 1, truc hoanh va hai
duong thdng x=1, x=1 (1 < r < 5) (H.45).
1. Tinh dién tich & cla hinh T khi ¢ = 5 (H.46).
2. Tinh dién tich S(¢) cGia hinh T khi t € [1; 5].
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Hinh 45 Hinh 46
3. Ching minh rang S(¢) 1a mot nguyén ham cla f(r) = 2t + 1, t € [1 ; 5] va dién tich
S =5(5)-S(1).

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khong ddi ddu trén doan [a ; b]. Hinh phang
gi6i han bdi dé thi cia ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a,
x = b dugc goi 1a hinh thang cong (H. 47a).

16p dudi, ta da biét cach tinh dién tich hinh chit nhat, hinh tam gidc. Bay
gid, ta xét bai toan tinh dién tich hinh phang D giéi han bdi mot duong
cong kin bat ki (H. 47b).

yA
i B
A /
> —
(0] a b X
a) b)

Hinh 47

Bing cich ké cic dudng thang song song véi céc truc toa do, ta chia D
thanh nhitng hinh nho la nhiing hinh thang cong (H.47a). Bai todn trén
dugc dua vé tinh dién tich ctua hinh thang cong.

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong giéi han boi duong congy = xz,

truc hoanh va cac dudng thang x = 0, x = 1.
Gidi. V6i moéi x € [0 ; 1] goi S(x) 1a dién tich cta phan hinh thang cong da

cho nam gitta hai dudng thang vuong géc véi truc Ox tai diém c6 hoanh do 0
vax (H. 48).



yn yﬂ
) y= x2 ) [ y= x2
F E
<
5(x) MESIN _
0 X 1 x 0 X x+h 1 X
Hinh 48 Hinh 49

Ta chiing minh
S'(x) = x%,x € [0;1].

That vay, v6i h > 0, x + h < 1, ki hiéu Smnpo V& SMNEF lan lugt 1a dién
tich cac hinh chit nhat MNPQ va MNEF (H.49), ta c6

Sunpg < S(x +h) — S(x) < SyNEF
hay

hx? < S(x + h) = S(x) < h(x + h)>.
Vay

S(x+h) = S(x)

0< X% < 2xh + W2

Véi h <0, x + h >0, tinh todn tuong tu, ta dugc
S(x+ h) —S(x) _ 2

2xh+ W < <0.
h
Toém lai v6i moi 4 # 0, ta co
S+ ) = 5(x) — %< 2x|hl + h2.
h
Suy ra
S = lim S FW =W 20,
h—0 h

Ta cling chitng minh dugc S'(0) =0, S'(1) =1.

Do d6, S(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) = 2 trén doan [0 ; 1].
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3
Mat khéc trén doan do, F(x) = % cling 1a mot nguyén ham cua f(x) = x nén

3
S(x)=%+C,Ce

Tu gia thiét S(0) = 0, suy ra C = 0. Vay

3
X
S(X) = ?

Thay x = 1 vao dang thifc trén, ta c6 dién tich ctia hinh can tim 1a S(1) = ;

Bay gi0, ta xét bai todn tim dién tich hinh thang cong bat ki.

Cho hinh thang cong gi6i han béi cidc dudng thing x = a, x = b (a < b),
truc hoanh va duong cong y = f{x), trong d6 f(x) la ham s6 lién tuc, khong
am trén doan [a ; b]. yA
V6i moi x € [a; b], ki hieu S(x) 1a dién tich
ctia phan hinh thang cong d6 nam giita hai
dudng thang vuodng goc véi Ox lan luot tai a
va x (H.50).

Ta ciling ching minh dugc S(x) la mot
nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b]. o

=V

Gia st F(x) cling 1a mot nguyén ham cua f(x) thi

¢6 mot hang s6 C sao cho S(x) = F(x) + C. Hinh 50
Vi S(a) =0 nén F(a) + C = 0 hay C = —F(a).
Vay S(x) = F(x) — F(a).

Thay x = b vao dang thic trén, ta c6 dién tich clia hinh thang cin tim 12

S(b) = F(b) — F(a).

2. Dinh nghia tich phan

L2

J A Gia s f(x) 1& ham s6 lién tuc trén doan [a ; b], F(x) va G(x) la hai nguyén ham cla
f(x). Chling minh rang F(b) — F(a) = G(b) — G(a), (tlic 1a hiéu sé F(b) — F(a) khong
phu thudc viéc chon nguyén ham).
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Cho f(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan [a ; b]. Gia sit F(x) la
mot nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b].
Hiéu s6 F(b) — F(a) dugc goi la tich phan tir a dén b (hay tich
phan xac dinh trén doan [a ; b]) ciia ham s6 f(x), ki hiéu la
b
f(x)dx.

a
Ta con dung ki hiéu F(x)‘a dé chi hiéu s6 F(b) — F(a).

b
Vay | fodr = F|, = F(b) - Fa).

a

Ta goi 12 ddu tich phdn, a la cdn dudi, b 1a cdn trén, f(x)dx
a
1a biéu thitc dudi ddu tich phdan va f(x) 1a ham sé dudi ddu

tich phan.
CHUY
Trong truong hop a = b hodc a > b, ta quy uéc
a b a
fdx =0: f()dx = - f(x)dr.
a a b

Vidu 2

2 2
) 2xdv =22 =22 12 =4-1=3;

1

e

1 e
2) ~dr=1Int; =Ine-Inl=1-0=1.

1l‘

NHAN XET
b
a) Tich phan ctia ham s6 f tir @ dén b c6 thé ki hiéu boi £ (x)dx

a
b

hay f(¢)dt. Tich phan d6 chi phu thudc vao f va cac can a, b
a

ma khong phu thudc vao bién s6 x hay .

105



b) nghia hinh hoc cua tich

phdn. Néu ham so6 f(x) lién tuc va
b

khong am trén doan [a ; b], thi tich phan j f(x)dx la dién tich

a

S ctia hinh thang cong gigi han bdi d6 thi cta f(x), truc Ox va

hai duong thang x=a, x=b

(H.47a). Vay

b
S = j f(x)dx.

II — TINH CHAT CUA TiCH PHAN

TINH CHAT 1

b b
[k (o) = kf f(x)dx

a

TINH CHAT 2

(k 12 hdng s0).

ﬁﬂm+mm

Lﬂxﬂx+jgxMx

/n\
A
/% Hay chiing minh cac tinh chat 1 va 2.

4
Vi du 3. Tinh j (x> + 3/x)dx.
1
Gidi. Ta c6
4 4 4 1
[ + 3Vx)dx = [xPdr + 3] x2dx
1
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TINH CHAT 3

b c b
j F(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx (a<c<b).

Chirng minh. Gia su F(x) 1a mot nguyén ham cuta f(x) trén doan [a ; b]. Khi
dé6, F(x) cling 1a mot nguyén ham cta f(x) trén méi doan [a ; ¢] va [c ; b]. Do
do, ta cod

c b
[ FOodx +] f0dx = (F(e) = F(a) + (F(b) = F(c))
b
= F(b) — F(a) = f(x)dx.

27

Vi du 4. Tinh j J1 = cos2xdx .
0

Gidi. Ta c6

271 27 21
J.\/I—COSZde: j 2sin2xdx:\5j\smx\dx.
0 0 0

. sinx, nfu0<x<w
Vi [sinx| = . ’
—sinx,néum < x <21
nén
27 o4 27
I V1 —cos2xdx = \/5 J. sin x|dx + I 'sin x| dx
0 0 b

b8 21
= \/5 J.sinxdx— I sinxdx}

0 T

= \/E[(—cosx)‘g +(cosx)‘?E ] = 4\/5.
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II1 — PHUONG PHAP TIiNH TiCH PHAN

1. Phuong phap ddi bién sé
4
AR 1
Cho tich phan 7= (2x+1)*dx.
0

1. Tinh I bng cach khai trién (2x+1)°.
2. D&t u=2x+1. Bién d&i bidu thiic (2x+1)>dx thanh g(u)du.

u(l)
3. Tinh g(u)du va so sanh két qua véi I trong cau 1.

u(0)

Tuong tu phuong phdp déi bién s trong viéc tinh nguyén ham, ta c6 dinh i
sau day.

DINH LI

/ Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [a ; b]. Gia sit ham 56\
x = @(t)cé6 dao ham lién tuc trén doan [« ; S ](*) sao cho
o@)=a,@o(f)=>b va a< @(t)<b v6i moi te[a; pf].
Khi d6

b B
fdx = fle@)p'(ndt.
o “ « /
1
Vidu 5. Tinh

dx.

2
O1+x

.« 20 Tm T T L
Giai. Dat x =tant, — _ <t< _. Taco x'(t) = 5
2 2 cos”t

Khix=0this=0,khix=1this= Z

Cac gia thi€t cua dinh 1i trén duoc thoa man. Do dé

n n
1
1 4 dr 4 n
2dx= 5 5= dr =",
O1+x 01+tant cos“t 4

(*) Néu < a,taxétdoan [§; a].
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CHU Y

Trong nhiéu trudng hop ta con sit dung phép déi bién s6 &

dang sau :
b

Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [a ; b]. Dé tinhjf(x)dx,
a

doi khi ta chon ham s6 u = u(x) 1am bién s6 mdi, trong d6 trén

doan [a ; b], u(x) c6 dao ham lién tuc va u(x) € [« ; f].

Gia str c6 thé viét

f(x) = gu(x)u'(x),x € [a;b],
vGi g(u) lién tuc trén doan [« ; f].
Khi do, ta c6

b u(b)
[roode= [ gedu.
a u(a)

T
2

Vidu 6. Tinh Isinzx cos xdx.
0

Gidi. Dat u = sinx. Ta c6u' = cos x.

) ) W T
Kh1x=0thiu(0)=0,kh1x=2thiukﬂzl.

2
Vay
3 1
2
1
J.sinzxcosxd_x = qudu = 1u3 = 1.
0 3
0 0
; X
oL+ x7)

Gidi. Pat u =1+ %, tacé u' = 2x, u(0) = 1, u(1) = 2 nén

2 11 3
= — 7—1 = —.
1 4\22 16
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2. Phuong phap tinh tich phan tirng phan
5

W' p

( N
N

a) Hay tinh  (x+1)e*dx bang phuong phap tinh nguyén ham ting phan.

1
b) Tk d6 tinh  (x+1)e™dx.
0

Tuong tu phuong phdp tinh nguyén ham titng phan, ta c6 dinh Ii sau day.

DINH LI

ﬁ\lé'u u = u(x) va v = v(x) la hai ham s6 c6 dao ham lién tum
trén doan [a ; b] thi

b b b
u(xy'(x)dx = (u(x)v(x)) u u'(x)v(x)dx
b b

(SR}

Vidu 8. Tinh xsinxdx.
0

Gidi. Dat u = x va dv = sinxdx, ta ¢6 du = dx va v = —cos x. Do d6

T T
2 2 2
xsin xdx = (—xcos x) ot cos xdx
0 0
T T
2 2
=(—xcosXx) 0 + (sin x) 0= 0+1=1.
“Inx
Vidu 9. Tinh —2dx.
1 .x
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Gidi. Dat u = Inx vadv = Ld ,tacé du=—d. vay = 1 . Do doé

x? X
.e[lnxdx— —1lnxje+jlw— —1lnx—1j
t 2 _L X 1 1x2 _L X X

BAN CO BIET

NIU-TON (I.NEWTON)

Niu-ton Ia nha toan hoc, vat li hoc, co hoc va thién van hoc
vi dai ngudi Anh.

Sinh ra thi€u thang, Niu-ton 1a mét da tré yéu 6t. Lén
I&n Niu-tan cling khong phai 1a mét cau bé khoé manh. Céu
thudng phai tranh nhiing trd chaoi hi€u dong cla dam ban beé
cling I tudi. Thay vao d6, cau tu sang ché ra nhiing trd
chaoi cho riéng minh, qua do6 ciing thdy dudc tai nang thuc
nghiém cla Niu-ton s6m dugdc boc 16. Khi thi cau lam ra
nhiing d6 choi co hoc, nhu chiéc déng hé bang gb chay
dugc, khi thi cau sang ché ra chiéc c6i xay gi6, bén trong dé
mét con chudt dong vai trd ngudi thg xay. C6 1an vao ban 1. Newton

dém Niu-ton da tha chiéc diéu mang dén I6ng chiéu sang, (1643 — 1727)
khién cho dan lang hoang sg. Va ngay tir Itic nhd, Niu-ton da rat chiu khé doc sach va
ghi chép can than nhiing diéu Ii thd ma cau doc dudc trong sach.

Nam 1661, 18 tudi, Niu-ton vao hoc tai trudng Dai hoc Cam-brit (Cambridge). Tur d6
Niu-ton thuc su quan tdm dén khoa hoc. Thay day toan cta Niu-ton thira nhan
cau sinh vién xudt sic da vugt minh va nam 1669 6ng nhudng chiic vu gido su
cho ngudi hoc trd 16i lac &y. Niu-ton gilr chiic nay cho dén nam 1701.

Céng hién 16n lao clia Niu-ton d6i vGi toan hoc la dong thai va doc 1ap véi Lai-bo-nit
(G. Leibniz), 6ng da sang lap ra phép tinh vi phan va tich phan. Ngay ti nhitng nam
1665 — 1666, luc 22, 23 tudi, Niu-ton da xay dung co sd cla phép tinh nay ma
ong goi la "phuong phap théng luong", va 6ng da ap dung phuong phap d6 dé
giai nhitng bai toan vé Ca hoc.

Niu-ton va Lai-bo-nit déu phat hién ra méi lién hé sau sic gilra tich phan va
nguyén ham. Lich s Toan hoc cho thay khai niém tich phan da xuét hién doc lap

111



112

vGi dao ham va nguyén ham. Do dé, viéc thiét l1ap méi lién hé gita tich phan voi
nguyén ham la moét phat minh clia Niu-ton va Lai-bo-nit.

Niu-ton da c6 nhiing phat minh co ban vé day vé han. Dac biét, dng md réng
dinh li, nay goi Ia "dinh li nhi thic Niu-ton" cho trudng hop s6 mi |a mét s6 thuc
tuy y.

Niu-tan con cb nhiing céng hién 16n lao trong céac linh vuc Pai s6, Hinh hoc, Co
hoc va Vat Ii. Ong da phat minh ra dinh luat vi dai vé van vat hap dan.

Bdi tap
Tinh céc tich phan sau :
1 n
2 2 T
a) |- x dy; b) J.sink— —x)dx,
o 0o
2
2 1 2 5
c) | ——dx; d) | x(x + Ddx;
) !x(x +1) ) g ( )
2
n
2 1-3x Z
e) 72dx; g) I sin 3x cos Sxdx.
1 (X + 1) T
2 2
Tinh c4c tich phan sau :
n
2 2
a) 1= xld; b) jsinzxdx;
0 0
In2 2x+1 T
c) J. e7-|_1dx; d) J.sin2xcoszxdx.
X
0 © 0



3. Sir dung phuong phdp déi bién so, hdy tinh :

3 2
X

a)

3dx (datu = x+1) ;
%1+ x2

1
b) V1-x%dx (dat x =sinf) ;

0
Le¥d + 0
c) ———~dx (dat u =1+ xe") ;
0 1+ xe*
% 1
d) dx (a > 0) (dat x = asint).

()\/a2 —x?

4. Sir dung phuong phap tinh tich phan timg phan, hay tinh :

T
9 e
a)  (x + 1sinxdx; b) x%Inxdx;
0 1
1 1
¢) In(1 + x)dx; d)  (x% —2x —1)e Ydx.
0 0

5. Tinh céc tich phan sau :

1
1 3 2 3 2
a) (1+3x)2dx; b) x2 X o md+o,.

1
6. Tinh x(1 - x)°dx bing hai phuong phép :
0

a)boibiensou=1-x;

b) Tinh tich phan ting phan.
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UNG DUNG

CUA TiCH PHAN

§“ ? TRONG HINH HOC

I - TINH DIEN TICH HINH PHANG

n

<o 1

/A Tinh dién tich hinh thang vuéng dudc gidi han bdi cac dudng thdng y=-2x—-1, y =0,

x=1vax=5.

=R

So sanh vdi dién tich hinh thang vuéng trong /3%1 cla 2.

1. Hinh phang gidi han bdi mét dudng cong va truc hoanh

YA
//l B'
f - I
A -7 |
=== I
1 1
1 1
1 1
1 1
! ! 5
ol ¢ b x
A
B

Hinh 51

S =SaABb = SaA’B'b

Téng quat, dién tich S cta hinh
phang giéi han bsi do thi cla
ham s6 f(x) lién tuc, truc hoanh
va hai dudng thaing x = a, x = b
(H.52) dugc tinh theo cong thuc

b
S= |f(x)dx.

a

114

Gia st ham s6 y = f(x) lién tuc, nhan gia tri
khong am trén doan [a ; b]. Ta da biét hinh
thang cong giGi han bdi do6 thi cua flx), truc
hoanh va hai dudng thang x = a, x = b ¢6
dién tich S dugc tinh theo cong thic

b

S = f(x)dx (1)

a
Truong hop fix) O trén doan [a ; b], ta c6
—f(x) = 0 va dién tich hinh thang cong
aABb bang dién tich hinh thang cong
aA'B'b 1a hinh d6i xtng cta hinh thang da
cho qua truc hoanh (H.51). Do dé

b

= (—f(x))dx. (2)
a YA
Y \Af)
ol b x
(3)
Hinh 52



Vi du 1. Tinh dién tich hinh phing duoc gi6i han béi d6 thi ctia ham s6 y =x°,
truc hoanh va hai dudng thang x = —1, x = 2 (H.53).
Gidi. Ta c6 x> <0 trén doan [-1 ; 0] va

x> 20 trén doan [0 ; 2]. p dung cong thic
(3),tacod:

2 0 2
S = ‘x3‘dx: (—x3)dx+ X dx

=V

o ‘0 X ‘z 17
4 -1 410 4
2 2. . s Hinh 53
Hinh phang giéi han bgi hai duéng cong "
Cho hai ham s6 y = f{(x) va y = f,(x) lién tuc VA
trén doan [a ; b] . Goi D la hinh phang gi6i
han béi d6 thi hai haim s6 d6 va cac dudng - =h ()
thang x = a, x = b (H.54). _ /
Xét truong hop fi(x) = fr(x) v6i moi |
x€la;b]. Goi Si,5, ladién tich cla hai | V7AD b >
a
hinh thang cong giéi han boi truc hoanh, hai 0 g
dudng thang x = a, x = b va cic dudng cong
Hinh 54

y =f1(x), y = f,(x) tuong ting. Khi d6, dién tich
S cta hinh D 1a
b
S=5 -5 = (itx) A,

a

Trong trudng hop téng quét, ngudi ta chiing minh dugc cong thic

b
S= |A(x) = fH0)]dx. (4)

a

CHUY

Khi dp dung cong thic (4), can khtr ddu gia tri tuyét doi cua
ham s6 dudi dau tich phan. Mudn vay, ta giai phuong trinh
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fi(x) = f>(x) =0 trén doan [a ; b]. Gia st phuong trinh c6 hai
nghiém c¢, d (¢ < d). Khi d6, f;(x) — f>(x) khong déi ddu trén

céc doan [a ; c], [c ; d], [d ; b]. Trén mbi doan d6, chang han
trén doan [a ; c], ta co

i) = f(0)dx =

a

LAG) = fo(0)]dx.

a

Vi du 2. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi hai dudng thing x =0, x =7
va do thi ctia hai ham s6 y = cosx, y = sinx (H.55).

YA
Gidi. Dat f,(x) = cosx, f,(x) = sinx.

Taco fi(x) - fr(x) =0 1 5
&< cosx —sinx =0 Z ! %Z?) . .

o = = A/ x
mn 4 2
& x=— € [0;m]. S IS
4 Yy = cosx
Vay dién tich ctia hinh phang da cho la Hinh 55
T
T 4 T
S = |cosx —sinxldx = [cosx —sinx/dx + |cosx —sinx|dx =
0 0 T
4
T
4 T
=| (cosx —sinx)dx|+| (cosx — sinx)dx
0 T
4
T
4 T
= |(sinx + cosx) ol t (sinx + cosx)| | = 2.

T

4

Vi du 3. Tinh dién tich hinh phing giéi han béi hai dudong cong y = X —xva
2

y=Xx-—x.

Giai. Ta co

[ = H0) =3 =0 —(x—x%) =2+ 1% - 2x,
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Phuong trinh f;(x) — f,(x) =0 ¢6 ba nghiém x; = -2, x, =0, x5 = 1.

Vay dién tich hinh phang da cho Ia

1

1 0
S = .Hx3 +x2 —2x‘dx= J.(x3 + x2 —2x)dx + I(x3 + x? —2x)dx

-2 -2 0
PR 2} 0 PR 7 |1 5 37
:L7+——x +L + - X = +—= .
4 3 0 4 3 oo 3 12 12
11 - TINH THE TiCH
Y
/" N\ Hay nhéc lai céng thic tinh thé tich khéi 1ang tru c6 dién tich day bing B va chiéu
cao bang .

1. Thé tich cha vat thé

Cat mot vat thé 0 béi hai mat phang (P) va (Q) vuong goc véi truc Ox 1an luot
tai x = a, x = b (a < b). Mot mat phang tuy y vuong goc véi Ox tai diém x
(a < x £ b) cat?0 theo thiét dién c6 dién tich 1a S(x) (H.56). Gia st S(x) lién tuc
trén doan [a ; b].

=Y

Hinh 56

Ngudi ta ching minh duoc rang thé tich V ctia phan vat thé 0 gi6i han boi
hai mat phing (P) va (Q) duogc tinh béi cong thic :

b
V= j S(x)dx. (5)
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Vi du 4. Tinh thé tich khéi lang tru, biét
dién tich ddy bang B va chiéu cao bang h.
Gidi. Chon truc Ox song song vGi dudong
cao cua khoi lang tru, con hai ddy nam
trong hai mat phiang vuong géc véi Ox
taix=0vax=h (H.57).

Hién nhién, mot mat phang tuy ¥ vuong goéc
vai truc Ox, cét lang tru theo thiét dién c6
dién tich khong déi S(x) = B (0 < x < h).

p dung cong thic (5), ta co

h h i
V = [S()dx = [ Bdx = Bx|; = Bh.
0 0 Hinh 57

2. Thé tich khdi chép va khdi chép cut

a) Cho khoi chép ¢6 chiéu cao bang & va
dién tich ddy bang B.

Chon truc Ox vuong géc v6i mat phang
ddy tai diém I sao cho goc O tring véi
dinh cua khéi chép va cé huéng xéac dinh
bdi vecto OI. Khi d6 OI = h. Mot mat
phang (@) vuong géc v6i Ox tai x

(0 £ x £ h) cat khoi chop theo thiét dién
c6 dién tich 1a S(x) (H.58). Ta c6

S(v) =B~
h
Khi d6, thé tich V ctia khoi chop 1a Hinh 58
h 2 3\ |h
V:.[szdx:BzLxJ _ Bk
o h ho\3/lo 3

b) Cho khai chép cut tao bdi khdi chép dinh S ¢6 dién tich hai ddy 1an luot
1a B, B' va chiéu cao bang h.
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Chon truc Ox trung vé6i dudng cao cua
khoi chop va géc O trung vé6i dinh S.
Hai mat phang ddy cta khéi chép cut
cat Ox tai I va I' (H.59). bat Ol = b,
OI' = a (a < b). Goi V 1a thé tich cta
khai choép cut. Ta cd

b o
V= Bx—zdx - %(b3 — )
b 3

a

b—a a2+ab+b2

=B
3 b2

Vi B =BL vah=b-anen
b2

h [

111 — THE TICH KHOI TRON XOAY

=3
v
/" Nhac lai khai niém mat tron xoay va khai tron xoay trong hinh hoc.

Nghé nhdn lang gém Bdt Trang

119



120

Bai toan

Gia st mot hinh thang cong gidi han
bdi d6 thi ham s6 y = f(x), truc Ox va
hai dudng thang x = a va x = b (a < b)
quay xung quanh truc Ox tao thanh
mot khai tron xoay (H.60). Hay tinh thé
tich V cua n6.

Giai. Thiét dién cua khoi tron xoay trén
tao béi mat phang vuong goc véi truc Ox
tai x € [a ; b] 1a hinh tron c6 ban kinh
bang |f(x)|. Do d6, dién tich cla thiét

dién la S(x) =7tf2(x). Vay theo cong
thic (5) tacé

b
V= F2(x)dx. (6)

Vi du 5. Cho hinh phing gi6i han béi
duong cong y = sinx, truc hoanh va
hai duong thang x = 0, x =« (H.61).

Tinh thé tich khéi tron xoay thu duogc
khi quay hinh nay xung quanh truc Ox.

Gidi. p dung cong thic (6), ta c6
T .
V= nj sin” xdx = 5_[(1 — cos2x)dx

I 7'52

= Lx - lsinZ)CJZ)t =—.
2 2 2
Vi du 6. Tinh thé tich hinh c4u ban kinh R.
Gidi. Hinh cau ban kinh R 1a khéi tron
xoay thu dugc khi quay ntra hinh tron

gi6i han bdi dudng y =R —x?

(=R < x < R) va dudng thang y = 0 xung
quanh truc Ox (H.62).

VA

y=1x) \

\

/ \

1 \

I 1
! AL I
1 7 T >

\|,' % l\ [N

M-l vl

T W R

SN/

N/

Hinh 60

= sinx

Hinh 61

yﬂ

C\
=Y

R, 0 W% R
\

Hinh 62



2

R
Vayvznj(x/Rz—xz) dx

—-R
R 3\IR

= nj (R? — x*)dx = RLRZX_XJ AR
"R 3J)l-R 3

Bdi tap
Tinh dién tich hinh phang giéi han bdi cdc dudng :
a)y:xz,y:x+2; b)y=lnxl,y=1; c)y=(x—6)2,y=6x—x2.
Tinh dién tich hinh phang gi6i han béi duong cong y = o+ 1, ti€p tuyén
v6i dudng ndy tai diém M(2 ; 5) va truc Oy.
Parabol y = B chia hinh tron c6 tam tai goc toa do, ban kinh 22

thanh hai phan. Tim ti s6 dién tich ctia ching.
Tinh thé tich khoi tron xoay do hinh phang giéi han bdi cic dudng sau
quay quanh truc Ox :

a)y=l—x2,y=0;

b)y=cosx, y=0,x=0,x=T7;
T

c)y=tanx, y=0,x=0,x=

Cho tam giac vuong OPM c¢6 canh OP nam trén truc Ox. Dat

POM = a, OM = R LOSO{ST;,R>OJ.

Goi 0 1a khoi tron xoay thu dugc khi quay tam

yA
gidc d6 xung quanh truc Ox (H.63).
M
a) Tinh thé tich cha Utheo ava R. R 7\
\
b) Tim & sao cho thé tich cia ¥16n nhat. 0 \a '\P,: o >
\\\ v\
Hinh 63
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z

BAN CO BIET

LICH SU PHEP TiNH TiCH PHAN

Phép tinh tich phan da dudc cac nha bac hoc sl dung tur true thé ki XVIII. Dén thé
ki XIX, Co-si (Cauchy, 1789 — 1857) va Ri-man (Riemann, 1826 — 1866) md&i xay
dung dugc mét Ii thuyét chinh xac vé tich phan. Li thuyét nay vé sau dudc Lo-be-go
(Lebesgue, 1875 — 1941) va Bang-gioa (Denjoy, 1884 — 1974) hoan thién.

P& dinh nghia tich phan, cac nha toan hoc & thé ki XVII va XVIII khéng dung dén
khai niém giéi han. Thay vao d6, ho néi "téng clia mét s& vo cung 16n nhiing sé
hang v6 cling nhd". Chéng han, dién tich cGa hinh thang cong |a téng clia mét sé
vd clng I6n nhiing dién tich cla nhiing hinh chi nhat vé cung nhd. Dua trén co s6
nay, Ké-ple (Kepler, 1571 — 1630) da tinh mot cach chinh xac nhiéu dién tich va
thé tich. Cac nghién cliu nay dudc Ca-va-li-o-ri (Cavalierie,1598 — 1647) tiép tuc
phat trién.

Duéi dang triiu tudng, tich phan da dudc Lai-bo-nit dinh nghia va dua vao ki hiéu |. Tén
goi "tich phan" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705), hoc tro clia Lai-bo-nit
dé xuat.

Nhu vay, tich phan da xuét hién doc lap véi dao ham va nguyén ham. Do dé, viéc
thiét 1ap lién hé gilra tich phan va nguyén ham 1a mot phat minh vi dai ca Niu-ton
va Lai-ba-nit.

Khai niém hién dai vé tich phan, xem nhu gidi han clia cac téng tich phan, |1a cla
Cb-si va Ri-man.

AN

BAI POC THEM

TINH DIEN TiCH BANG GIGI HAN

1. Tinh dién tich hinh thang cong

Xét hinh thang cong giGi han bédi cac dudng x=a, x =b (a < b), y =0 va y = f(x),
trong d6 f(x) l1a ham sé lién tuc, khdng am trén doan [a ; b].

DPé xac dinh dién tich cGia hinh thang cong trén. Ta dung phép chia nhd, xap xi
bdi mét hinh bac thang va chuyén qua gidi han.

Ta chia doan [a ; b] thanh n phén tuy y bdi cac diém x,, x, ..., x, sao cho

a=x,<x <...<xn=b.



Tu cac diém chia, vé cac dudng thdng song song v6i truc Oy, tuong (ng chia hinh
thang cong thanh » hinh thang cong nhd (H.64a).

71 v =fx)

A"

i

-

L
o

Rl

G
Q2
\j\

2%

0] xo=a§f1 X g E_\'xi xn—laif)=x,,
l

=V

a) b
Hinh 64

=

Tai mdi hinh thang cong x,_ AB;x;, ta dung mot hinh chif nhat c6 day la doan

[x._,;x] va chiéu cao bang f(&) véi & ldy tuy y trén doan [x,_;x] (H.64b).
Hinh chi nhat nhan dugc x,_ M;N,x; c6 dién tich bang

f(fi)(x,' —X;_y).

S6 nay x&p xi dién tich hinh thang cong X;_ ABx; -

Ki hiéu S Ia dién tich hinh thang cong aABb cén tim, ta ¢

S= f(E)x = xp)+ f(E) (0 —x)+.+ f(E)(x, =X, ),

n
hay S= f(égl)(xl _xi—l ) (1)

i=1
X&p xi nay cang chinh xac néu tat c cac hiéu s6 x, —x,_, cang nhd. Su kién nay gai y
cho ta vé phép chuyén qua gi6i han khi max (X, —x, ,) dén t&i 0 d& thu dugc dién tich

1<i<n
hinh thang cong aABb.
Xét

n
lim  f(&)(x; —x._,) khi max (¥ —x, )—=0. (2)
i=1 1<i<n
Ngudi ta chitng minh dudc rang néu f(x) lién tuc trén doan [a ; b] thi gidi han (2)
ludn tén tai khong phu thudc cach chia doan [a ; b] va cach I8y diém Selx_psx],

i=1,2,..,n Tacoigi6i han &y la dién tich cla hinh thang cong d4 cho.
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Vay S=1im)_ f(&)(x;—x,_;) khi max (¥, -x, ) —0. (3)

pm 1<i<n
Gi6i han nay chinh 13 jf(x)dx.

2. pdung

Nhd gidi han dang (3), ta c6 thé tinh dudc dién tich mot s& hinh phéng.

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong y ,

giGi han bdi cac dudng
)’=X2,y=0,x=0véx= 1.

Gidi. Ta tién hanh theo phuong phap trén

nhung chia doan [« ; b] thanh n phan bang
nhau, tic la d6 dai cac doan [x_;;x] "
3
bang . Diém & dugc chon la mat trai 3
n
clia doan RSP $ = . Khi d6
= >
i1V Ol X1 X l=x, X
f(é):(j ,i=1,2, .., n(H.65).
" Hinh 65

Ta lap téng dang (1)

S"if(f)(x -x )—1{ 1)2+ 2)2+ + Hﬂ
Nl.:l PR T, Ln Ln L n

:%(1+22+-..+(n—1)2):%(32”_1)
" 6n
_(=D@2n-1
6n ’

n
A L . (m-D@2n-1) 1
Vay §= lim DG —n= lm TS

(vi chia déu doan [a ; b] nén max (X, —x,_;) =0 & n— o).
1<i<n

Vi du 2. Tinh dién tich hinh tron ban kinh R.

Gidi. Vi dién tich hinh tron khoéng phu thudc vi tri cGia né trong mat phing Oxy
nén dé xac dinh, ta g|a s tm hinh tron trung voi goc toa d6. Hinh tron doi xu’ng
qua tdm, nén ta chi can tinh dién tich cGa phan nam & gbéc phan tu th(t nhat cta
mat phang toa do.
Hinh tron dugdc gi6i han bdi dudng tron cé phuong trinh 1a x> +y% = R%. Ta c6 thé
viét phuong trinh nay 8 dang tham sé&

x=Rcost, y=Rsint, 0<t <27



Ta tinh dién tich phan tu hinh tron dugc gi6i han béi cung tron x = Rcost,

LOSzST;) va hai tructoa dé x=0vay=0.

Ta chia doan [0 ; R] trén truc hoanh
thanh » phén bdi cac diém x; (i=0, ..., n)
sao cho cac diém M; (i=0, ..., n) tuong

{mg chia cung tron thanh » phan bang
nhau. Khi d6, s6 do cac cung nhd

déu bang 21 Piém & dugc chon
n

tring véi x; (mut phai doan [x,_,; x;])
(H.66). Ta c6

x; :Rcoskn—in)
2 2n

(i=1,2,..,n).
. T T
.=Rsin| —i—
Vi LZ ZIJ
X =0, Y =R.

Lap téng dang (1), ta dugdc

i=1 n

=2R? Zsm(n - l)— sin(2n —2i + 1)— sin

i=1

-2R? sinflisin(n - 1)21.sin(2n LA
n

n

if(fl.)(xi X_)= ZR s1nL —zzj{coskg

y = Rsint
yﬂ
Myl M,
Mi(xi:yi)
Yi 7
Q.
Mﬂ -
0 Xil X n=R X
Hinh 66
T T T
—i— |—cos| —(i—-1)—
2n) L2 ( )211)}
K
4n 4n
4n
3n]
+ sin(n— 2)—sm(2n 3)—+ +sm—sm—
2n 4n 2 4n

-R sinnhcosn —cos(4n— 3)75) + Lcos1 —cos(4n— 7)nj +
4 4n 4n 4n 4n

n

= R2 cosl.(n—l)sinl—
4 4n

n

++L

4n

sin(4n—1)x—sin3x

Vi cos5x+cos9x+...+cos(4n—3)x =

2sin2x

]

COS— —COS SH
4n

vl

- R sinn{0055n+cos9n+... +cos(4n—3)—
4n 4n

n
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nén téng trén viét thanh

. T . 3n
n 5 - - 5 - sm(4n—l)a—sm dn
J(x.—x._)=R —.(n—1)sin——R* sin—
i=l 2sin—
4n
- sin(4n — 1)1 —sin 3n
=R?cos—.(n—1)sin— — R2. 4n an .
4n 4n 4 T
cos—
4n
Chuyén qua gidi han dang thirc trén khi n — +co (Vi max(¥, —x, ) >0 & n — +oo),
1<i<n -
ta dugc
n
SZ 11m X —Xx. =
n_>+w§f(§,)( i~ %iy)
T L 3n
sin— sin(4n—1)——sin
1
= lim chosn.nkl—j dn _ g2 4n_ 4n | _TR
n—>+o0 4n n T T 4
— 4cos—
4n 4n

Vay dién tich hinh tron bing 7R>.

On tép chuong lli

1. a) Phat biéu dinh nghia nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén mot khoang.
b) Néu phuong phap tinh nguyén ham ting phan. Cho vi du minh hoa.
2. a) Phdt biéu dinh nghia tich phan ctia hAm s& f(x) trén mot doan.
b) Néu cac tinh chat cua tich phan. Cho vi du minh hoa.

3. Tim nguyén ham cua cdc ham s sau :

a) f(x) = (x—=1)(1 =2x)(1 = 3x); b) fix) = sindxcos”2x ;
f) = —— d) fx) = (¢ =1,
1-x
4. Tinh :
2
2) (2 - x)sinadr; b) j(x\%l)dx;
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3x 1

o T x d) 5 dx:
et +1 (sin x + cos x)
) ! dx ) 1 dx
e) ———~=dx; g
i+ x ++/x I+ x)(2-x)
Tinh :
a)3 ASE b)641+*/;~'x-
oVI+x o | Ix ,
2 T
©) x%ePrdx; d) 1 +sin2x dx;
0 0
Tinh :
T
2 1
a) cos2xsinZxdx ; b) ‘2x —27%dx;
-1
2(x + D(x +2)(x +3) 2
C) 3 dx; d) 27dx;
1 X 0X —2x-3
T
2 T
e) (sinx + cos x)zdx; g) (x+sin x)2 dx.
0 0

Xét hinh phiang D gi6i han béi y = 2v1 — X2 va y =2(1-x).
a) Tinh dién tich hinh D.

b) Quay hinh D xung quanh truc Ox. Tinh thé tich khdi tron xoay duoc
tao thanh.

Bdi tap trdc nghiém

m,kétquéla

C 2
A ——; (B) CJ1-x; C) 241 - C; D) ——+C.
()m (B) CV1-x; (C) 241—-x + ()m+
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2. Tinh j V¥ L et quid sai la

Jx
A) 2V e (B) 2L2& —1)+C;
(C) 2(2& +1j+c; o 2V +C.
3. Tich phan jcoszxsinxdx béng :
0
A) =%, B) _; ; D) 0.
(A) —=; ()3, (C)2, (D)0

T T

2 2
4. Cho hai tich phan Isinzxdx va J. cos®xdx , hiy chi ra khang dinh ding :

0 0
n T T T
2 2 2 2
(A) Isinzxdx > Icoszxdx; (B) Isinzxdx < Icoszxdx;
0 0 0 0
T T
2 2
© Isinzxdx = Icoszxdx; (D) Khong so sanh dugc.

0 0
5. Dién tich hinh phang gi6i han bdi cdc dudng cong

a) y=x>va y= x> bing :

(A)O; (B) -4 © 6’ (D) 2.
b) y=x+sinxva y=x (0<x<2m) bang:
(A) —4; B)4; ©0; (D) L.
6. Cho hinh phang gi6i han boi cic duong y = Jx va y =X quay xung
quanh truc Ox. Thé tich ctia kh6i tron xoay tao thanh bang :

T

(A)0O; (B) —m; O m; (D) 6
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Cong, trir va nhan sé phuc

phtic

Phép chia so hl.'lC.
— p p

Phuong trinh bac hai vé6i hé sé thuc



s® PHUC

1. SO

Ta da bi€t cac phuong trinh bac hai véi biét s6 &m khong cé nghiém thuc.
Phuong trinh bac hai don gian nhit khong c6 nghiém thuc 1a phuong trinh

¥ +1=0.

Vé6i mong muén mé rong tap hop so thuc dé€ moi phuong trinh bac n déu c6
nghiém, nguoi ta dua ra mot s6 mdéi, ki hiéu 1a i va coi n6é l1a nghiém cua
phuong trinh trén. Nhu vay

%=1,

2. Pinh nghia sd phtrc

X: 1R , . ) 2

Moi biéu thic dang a + bi, trong d6 a,be , i" =—1 duogc
goi 1a mot so phirc.

Dai v6i sO phiic z = a + bi, ta ndéi a 1a phan thuc, b 1a phan
ao cua z.

Tap hop céac so6 phuc ki hiéu 1a C.
Vidu 1. Cac s6 sau la nhitng so phtc :
2 4+ 5i; —~N2+31; 1+ (=3)i (con viét la 1—3i); 1++/3i (con viét la

1+i3).

/n\

;‘;;/%1
/" \Tim phan thuc va phan 4o cla cac s6 phic sau : —3+5i, 4—i2, 0+, 1+ 0i.
3. S& phirc biang nhau

Hai s6 phic 1a bang nhau néu phin thuc va phan do cuia
ching tuong ng bang nhau.

a+bi=c+dissa=cvab=d.
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Vidu 2. Tim cac s6 thuc x va y, biét
Rx+D+@Cy-=2)i=x+2)+(y+4).
Gidi. T dinh nghia cla hai s6 phic bang nhau, ta c6
2x+1=x+2va3y-2=y+4
Vayx=1vay=3.
CHUY
Moéi s6 thuc a duge coi 1a mot s6 phic v6i phan 4o bang 0
a=a+0i
Nhu vay, méi so thuc ciing la mot so phiic. Tacé < C.
S6 phic 0 + bi duoc goi 1a s6 thuan ao va viét don gian 1a bi
bi =0 + bi.
Dac biét i=0+1i
S6 i duoc goi la don vi ao.

nl

(«3)
(
%,gg
/"
J
/

2
s

Viét s8 phic z ¢6 phan thuc bang . phan 4o bang -

VA
. 2 % N n , O M
4. Biéu dién hinh hoc so phurc ;
Nhu trén da thdy, mdi s6 phic z = a + bi hoan ’ >
toan duoc xac dinh bdi cap so6 thuc (a ; b). 0 “ !
Dl?m M,(a ;qb) t{ong lmQt hé toa.d(;) Hink 67
vuong géc cua mat phang duoc goi la
2 o2 X N , . A
diém bi¢u dién s6 phiic z = a + bi Y
(H.67). s 1p
A
Vidu 3. (H.68) 297 !
Diém A biéu dién s6 phic 3 + 2i ; 1 !
biém B biéu dién so6 phic 2 — 37 ; 31 1 ol 1 2] 3 e
Diém C biéu dién s6 phic -3 — 2 ; | - |
Piém D biéu dién s6 phic 3i. T 7
3 B
Hinh 68
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[a}
.3
N

SEC

/N a) Bidu dién trén mat phang toa dd cac s6 phiic sau : 3 — 2i, —4i, 3.
b) Cac diém biéu dién s6 thuc, s6 thuan 4o ndm & dau trén mat phéng toa do ?

5. Médun cua sé phirc

Gia st s6 phiic z = a + bi dugc biéu dién bdi
diém M(a ; b) trén mat phang toa do (H.69).

bo dai cta vecto OM duoc goi la
modun cua sé phic z va ki hiéu 1a IzI.

Vay

2| = ‘OZ\Z‘ hay la + bil = ‘01\2‘

Dé thay la + bil =\a® +b*.

Vidu 4

3-2il =32 + (=22 =13 ;
1+i3 =1+ W3)? =2.

Q\R S6 phiic ndo c6 médun bang 0 ?

a

-9 4

6. S& phuc lién hgp

yl
bleo . M
[0 a Jf

Hinh 69

/" Biéu di&n cac cép s6 phic sau trén mit phing toa do va néu nhan xét :

a)2+3i va 2-3i ;
b) -2+3i va -2-3i.

Cho sO6 phic z=a+bi. Ta goi
a — bi 1a s6 phirc lién hop cua z va
ki hieula z = a — bi.

Vidu 5
z=-3+2i; z
z=4-3]; z

-3-2i;
4 + 3i.

Trén mat phang toa do, cdc diém biéu dién z
va z d6i xing véi nhau qua truc Ox (H.70).
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<~ 6

/"N choz=3-2i.
a) Hay tinh z va z. Néu nhan xét.
b) Tinh |z| va [z|. Néu nhan xét.

Tt dinh nghia ta c6 :

CAC- PA-NO (G.CARDANO)

Cac-da-n6 la mot nha bac hoc ngudi I-ta-li-a. Ong sinh n&m
1501, dat hoc vi tién si y khoa nam 1526, nhung khong
dudc hanh nghé y ma tré thanh thay giao day toan. Ong
c6 trén 200 cong trinh vé cac linh vuc Toan hoc, Y hoc,
Triét hoc, Thién van hoc, Am nhac va Than hoc. Nam
1545 6ng xuat ban quyén sach "Nghé thuat 16n cla
phép gidi cac phuong trinh dai sé". Trong cudn sach
nay, éng trinh bay cach giai phudgng trinh bac ba, bac
bén va dé cap téi can bac hai clia s6 am. C6 thé néi su
nghién cu sé phirc khdi nguén tir céng trinh nay.

G. Cardano
(1501 — 1576)

Bai tap
1. Tim phan thuc va phan ao cua s6 phiic z, biét :

a) z=1-mi; b)zzx/i—i;
¢) z=22; d) z = 7i.
2. Tim cac s6 thuc x va y, biét :
a) Bx—=-2)+QRy+i=x+1)-(-95);
b) (1—-2x) —iv/3 = /5 + (1 - 3y)i;
) 2x+ )+ Q2y—x)i=x-2y+3)+(+2x+ 1.
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3. Trén mat phang toa do, tim tap hop diém biéu dién c4c s6 phifc z thod min
diéu kién :
a) Phan thuc cla z bang -2 ;
b) Phan 40 cla z bang 3 ;
¢) Phan thuc cta z thudc khoang (-1 ; 2) ;
d) Phén ao cua z thuoc doan [1 ; 3] ;
e) Phan thuc va phan do ctia z déu thuoc doan [-2 ; 2].
4. Tinhlz| véi:

a)z=—2+z\/§; b)z=\/§—3i;
) z=-5; d) z = i\3.

5. Trén mat phang toa do, tim tap hgp diém biéu dién cdc s6 phic z thod mén
diéu kién :
a) |zl =1; b) Izl < 1;
c) 1<lzl<2; d) |z| = 1va phin 4o ctia z bang 1.
6. Tim z, biét:
a) z=1-iV2; b) z =2 +i\3;

c)z=5; d) z="17i.

9‘%) CONG, TRU VA NHAN sO PHUC

1. Phép cong va phép trur

S 1

/" Theo quy tac cong, trir da thiic (coi i 1a bién), hay tinh :
B+2i)+(5+8i);

(T+5)—-(4+3i).

Phép cong va phép trir hai s6 phiic dugc thuc hién theo quy tac
cong, tru da thic.
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Vidul
G+20)0+B+7)=0B+3)+2+7i=8+9 ;

I1+6i))—4+3)=1-4)+(6-3)i =-3+3i.
Téng quat

(a+b)+(c+di)y=(@+c)+b+d)i;
(a+bi)y—(c+di)y=(a—c)+ (b-4d).

2. Phép nhan

2N
aH4 N

heo quy tdc nhan da thirc v6i cha y i2 =—1, hay tinh 3+2)(2+3i).
Phép nhan hai s6 phiic duoc thuc hién theo quy tic nhan da
thic roi thay 2= -1 trong két qua nhan dugc.
Vidu 2
5+2))4+30)= 20 + 15i + 8i + 6i% = 20-6)+ 15+ 8)i =14 + 23i;
(2—31’)(6+4z’)=12+8i—18i—12i2 =12+8 —18i +12
=(12+12)+ (8 —-18)i =24 -10..
Téng quat
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac + adi + bei — bd.

Vay

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bco)i.

CHUY
Phép cong va phép nhan cac s6 phitic cd tit ca cic tinh chat
cua phép cong va phép nhan cac so thuc.

- 3
A Hay néu cac tinh chat clia phép céng va phép nhan sé phec.

Bdi tap
1. Thuc hién cac phép tinh sau :
a) B-5)+@2+4i); b) (-2 - 3i) + (-1 -="Ti);
c) 4+3)—-(5-70); d) 2-3i)—(5-4).
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2. Tinh a+ B, a— f véi:

a) =3, p=2i,; b) a=1-2i, B =6i;

c)a=5i, =7 ; d)a=15 =4-2i
3. Thuc hién céac phép tinh sau :

a) 3-20)2-3i); b) (-1+i)3+7i);

c) 54 +3i) ; d) (-2 — 5i).4i.

4. Tinh 3, 4, 7.
Néu cach tinh " vé6i n 12 mot s6 tu nhién tuy y.
S. Tinh:
2 3
a) 2+ 30)" ; b) (2 + 3i)".

§ ? PHEP CHIA SO PHUC

1. Téng va tich cta hai s& phrc lién hop

~
1 D
/

<1
/N Choz =2 +3i. Hay tinh z+Z va zz. Néu nhan xét.

¢

Cho s0 phic z = a + bi. Taco:
z+7z =(a+bi)+ (a—bi)=2a;
27 = (a + bi)a - bi) = a* — (bi)? = a® + b* = 2.
Tong ciia mot s phiic véi s6 phiic lién hop ciia né bdang hai
ldn phan thuc cua s phiic dé.
Tich ciua mot s6 phiic voi s6 phiic lién hop cua né bang binh
phuiong modun ciia s6 phirc do.

Vay téng va tich ctia hai so phiic lién hop 12 mot s6 thuc.
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2. Phép chia hai sd phirc

Chia s6 phtc ¢ + di cho s6 phic a + bi khac 0 la tim s6 phutc z sao cho
¢ + di = (a + bi)z. S6 phuc z dugc goi 1a thuong trong phép chia ¢ + di cho
a + bi va ki hiéu la

c+di
z = .
a+ bi
Vi du 1. Thuc hién phép chia 4 + 2icho 1 + 1.
e vin 4+ 2i . - ) . .
Giai. Gia su z = R Theo dinh nghia, ta c6 (1 + i)z =4 + 2i.
+1

Nhan ca hai v€ vé6i s6 phiic lién hgp cua 1 + i, ta dugc
(I-DA+Dz=(1-DE + 20)

suy ra 22=6-2i
1
hay z=—"(6-2)=3-1i.
2
4
Vay i 2.1 =31
1+
2 e c+di ) - , e e, )
Tong quat, gia su z = P Theo dinh nghia phép chia so6 phiic, ta c6
a 4 Di

(a+ biz=c+di.
Nhan ca hai v€ vé6i s6 phiic lién hgp cua a + bi, ta dugc
(a = bi) (a + bi)z = (a - bi)(c + di)

hay
2 2 .

(a +b)z=(ac + bd) + (ad — bc)i.

Nhan ca hai v€ véi s6 thuc %, ta dugc
a  +b
2= ! 2[(ac+bd)+(ad—bc)i].
a”~+b

Vay

c+di ac+bd ad-bc.

- = i.
a+bi g 4p* @ +b°
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CHU Y
C

Trong thuc hanh, d€ tinh thuong ta nhan ca tir va mau véi

.2

a+ bi
sO phuc lién hop cua a + bi.

Vi du 2. Thuc hién phép chia 3 + 2i cho 2 + 3i.

Gidi
3+21  3+20)(2-31) 12-5 12_31,
3 243 (2+30)(2-30) 13 13 13°
2
J”/ \ 1
aThu’c hién cac phép chia sau : l. ; 6+.3 .
2-3i 5i
Bdi tap
1. Thuc hién cac phép chia sau :
1+ \2 i 52
a) — ; c) ; d)
3-2i 2 +i3 2-3i i
2. Tim nghich ddo  cua so phic z, biét :
z
a)z=1+2i; bz=v2-3i; o) z=i; d)z=5+iV3.

3. Thuc hién cac phép tinh sau :

1+i*Q2)

a) 213+ )2+ 4i) ; b) ————;
-2+

) 3+2i+(6+i)5+10); d)4—3i+5+4l.-
3+ 6i

4. Giai cac phuong trinh sau :

a) 3-2i)z+ (4 +5i)=T7+3i; b) 1+3)z-Q2+5)=Q2+1i)z;
z : .
c) -+ (2-30)=5-12i.
4 -3i
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PHUGNG TRINH BAC HAI VOI
/, HE SO THUC

v

1. Cén bac hai cla sé thuc am

e
L)
s

/" X\ Thé nao Ia can bac hai clia s6 thuc duong a ?

- A . 2 A A N 2 2, 2 PSR BN
Tuong tu can bac hai cua mdt s6 thuc duong, tir dang thiici™ = —1, ta n6i i 1a
mot can bac hai cua —1 ; —i cling 1a mdt can bac hai cua —1, vi (—i)2 =-1.Tu
dé, ta x4c dinh dugc can bac hai chia c4c s6 thuc am, chang han :
Can bac hai clia =2 1a £i/2, vi (£ iv2)? = -2 ;
Can bac hai ctia -3 1a = iv/3, vi (+iv/3)* = -3 ;
Can bac hai ctia —4 1a £ 2i, vi (£ 2i)> = —4.

Téng qudt, cdc can bac hai ctia s6 thuc g am 1a + i ‘a‘ .
2. Phuong trinh bac hai véi hé sé thuc

Cho phuong trinh bac hai ax2 +bx+c=0v6ia b, ce ,a#0.Xét biét
s6 A = b% — dac cla phuong trinh. Ta thay :

Khi A =0, phuong trinh c6 mot nghiém thuc x :—2—;
a

Khi A >0, ¢6 hai can bac hai (thuc) cia A 1a +/A va phuong trinh c6
hai nghiém thuc phan biét, dugc xac dinh bdi cong thic
—bE A
2a
Khi A <0 phuong trinh khong c¢6 nghiém thuc vi khong ton tai can bac
hai thuc cuaA.

M2 =
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Tuy nhién, trong truong hgp A < 0, néu xét trong tap hop s6 phic, ta van
c6 hai can bac hai thuén 40 cia A 1a % i,J|A|. Khi d6, phuong trinh ¢6 hai
nghiém phitc dugc xac dinh badi cong thic
—b+i\JA

2a '

X2 =

Vi du. Giai phuong trinh 4 x+1=0 tren tap hgp so phic.
Taco A =1—-4=-3. Vay phuong trinh da cho c6 hai nghiém phic la

_1+i3

M2 = )

NHAN XET
Trén tap hop s6 phic, moi phuong trinh bac hai déu c6 hai
nghiém (khong nhit thiét phan biét).

Téng qudt, ngudi ta di chitng minh duoc ring moi phuong
trinh bacn (n > 1)

apx" + alxn_l +..+a,_1x +a,=0,
trong d6 ay, a,, ..., a,€ (C: ag # 0 déu c6 n nghiém phic
(cac nghiém khong nhat thiét phan biét).
D6 1a dinh 1i co ban cua Dai s6 hoc.

Badi tép
Tim cédc can bac hai phic cua cac so sau : =7 ; =8 ; —12; =20 ; —121.
Giai cac phuong trinh sau trén tap hop so phic :
a) 37 +2:-1=0; b) 7 +3z+42=0; c¢) 57 —Tz+11=0.
Giai cac phuong trinh sau trén tap hgp so phiic :
a) 2t +22-6=0; b) z* +7z% +10 = 0.
Choa,b,ce , a#0, z, 2,12 hai nghiém ciia phuong trinh az” + bz + ¢ = 0.
Hay tinh z; + z, va z;.zp theocdc h¢ s6 a, b, c.

Cho z = a + bi 1a mot s6 phic. Hay tim mot phuong trinh bac hai vé6i hé s6
thuc nhan z va z lam nghiém.



AN

BAI POC THEM

PHUONG TRINH DAI SO

Phugng trinh dai s6 |a phudng trinh dang
agx" +a1x”_1 +..+a,_ x+a, =0,

trong d6 n 1a moét sé nguyén dudng ; a,, q;, ..., a,la cac s6 da cho va dudc goi 1a

cac hé sé cla phuaong trinh, x 12 8n s6. N&u a, #0 thi n 1a bac ctia phuang trinh.

Viéc nghién cu su tén tai nghiém cla phuong trinh dai s6 va tim cong thic tinh
nghiém cla n6 da thu hat cong siic clia nhiéu nha toan hoc, trong nhiéu thé ki.
Chinh tir nhitng nghién ctu d6 da ra ddi nganh Pai s6 va thuc day su phat trién
cla nhiéu linh vuc toan hoc khac.

Tu 2000 nam truéc Céng nguyén, ngudi Ai Cap va ngudi Babilon c& da biét giai cac
phudng trinh bac nhat va mot sé trudng hop riéng clia cac phuong trinh bac hai
va bac ba.

Li thuyét gidi phuong trinh bac hai dugc trinh bay 1an dau tién trong cuén sach "Sé
hoc" clia Di-6-phang (Diophantus), nha bac hoc ¢6 Hi Lap thé ki Ill. Can cha y réng
van dé c6é nghiém cla phuong trinh dai s luén gan véi su md réng cac tap hop sé.

Chéng han, phuong trinh x + 3 = 0 khéng c6 nghiém trong tap hop s6 tu nhién N,
nhung ¢6 nghiém trong tap hgp cac s6 nguyén Z. Phuong trinh 3x + 2 = 0 khdng
c6 nghiém trong tap hop cac s6 nguyén Z, nhung cb nghiém trong tap hop cac s6
hitu ti Q.
Téng quat, trén tap hop cac sé hiu ti Q, moi phuong trinh bac nhat déu co
nghiém. Nhd viéc mé rong tir tap hop cac s hitu ti Q sang tap hop cac s6 thuc R,
mot 16p cac phuong trinh bac hai dang ax® +bx+c=0 véi biét s6 A=b>—4dac >0
c6 nghiém.
Coéng thirc xac dinh nghiém ctia phuong trinh bac hai

L_bxVA

2a

da dudc biét tur thé ki th( VI va diéu dé thac ddy cac nha toan hoc di tim céng
thic tinh nghiém cla cac phuong trinh bac ba, bac bon,... Tuy nhién, phai mugi
thé ki sau (th€ ki XVI), coéng thirc tinh nghiém cha phuong trinh bac ba va thuéat
toan giai phuong trinh bac bén méi dudc cac nha toan hoc I-ta-li-a tim ra.

Nghiém clia phuaong trinh bac ba
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X+ px+q=0 (™)
dudc cho bdi céng thiic sau (thudng goi la céng thirc Cac-da-no) :

2 3 2 3
xzf/_qu a Jﬁ/ﬂ_ 4 P .
2 4 27 2 4 27
Céac-da-né da cong bd cong thiic nay nam 1545, trong quyén sach "Nghé thuat
I6n cla phép gidi cac phuong trinh dai s6".

2 3
L& tu nhién, ta coi biéu thirc trén c6 ngha khi dai luong A:%#z% la khéng am.

Dai luong A ciing dudc goi |a biét s6 cla phuong trinh (*). Tuy nhién, dé chi ra
nhiing phuong trinh bac ba véi biét s& A < 0, ma van cé nghiém thuc. Chang han,
xét phuong trinh

¥ —Tx+6=0.
Phuang trinh nay cé ba nghiém la -3, 1, 2 nhung biét s6
4 27 27
Diéu d6 dan dén viéc thira nhan rang biéu thiic

eoias [ 100 o3 [100
27 27

|& c6 nghia va cac gia tri cia né 1a -3, 1, 2, méc du biéu thiic nay chiia can bac
hai cGla mot sé thuc am.

A <0.

Nhu ching ta da thay, su thita nhan cé cac can bac hai clia sé thuc am, bat dau
tir viec dat i =~/~1 da din dén su ra ddi clia tap hop cac s6 phic.

DPéng thdi vai viéc sang tao ra cac sé phuc, ngudi ta chiing minh dudc rang moi
phuong trinh dai s6 bac n (n > 1) vGi hé s6 phic déu c6 n nghiém phlc (cac
nghiém khong nhat thiét phan biét).

Nhu vay, viéc md réng cac tap hop sé gan véi van dé c6é nghiém cla cac phuong
trinh dai s6 da dung lai & tap hgp cac sé phc.

Tuy nhién, cac nha toan hoc van theo dudi bai toan tim cong thic nghiém dudi
dang biéu thic chira can thic cho cac phuong trinh bac 16n han hodc bang 5.
Gan 300 nam sau khi tim ra cong thiic Cac-da-nd, nam 1826, A-ben (Abel), nha toan
hoc Na Uy da ching minh dudc rang khéng c6 mét cdng thiic nghiém nhu vay cho
cac phuong trinh bac I6n hon hodc bang nam véi hé s6 bang chir. Hon nita, nha toan
hoc Phap Ga-loa (Galois), nam 1830 con giai dugc tron ven bai toan : "Trong nhiing
diéu kién nao, mét phuong trinh dai s6 gidi dugc bang can thic ?". Coéng trinh thién
tai clia Ga-loa dat nén méng cho su phat trién clia Dai s6 hién dai.



On tép chuong IV

Thé nao la phan thuc, phan ao, modun ctia mot s6 phic ?

Viét cong thitc tinh modun cua mot s6 phiic theo phan thuc va phan ao ctia no.
Tim moi lién hé gitta khai niém modun va khai niém gia tri tuyét doi cua
mot so thuc.

Neéu dinh nghia s6 phic lién hop clia s6 phiic z. S6 phiic nao bang s6 phic
lién hgp ciia n6 ?

S6 phiic thoa man diéu kién nao thi ¢6 diém biéu dién & phan gach chéo
trong cic hinh 71 a, b, ¢) ?

y 1 yﬂ y‘
2
2
ol 1 X - 21 ERE:
-l Z 7.
a) b) c)
Hinh 71

Trén mit phing toa do, tim tap hop diém biéu dién céc s6 phitc z thod man
diéu kién :

a) Phan thuc cta z bang 1 ;

b) Phin 4o cua z bang -2 ;

c¢) Phan thuc cta z thudc doan [—1 ; 2], phan 4o cta z thudc doan [0 ; 1] ;

d) |zl < 2.
Tim cac so thuc x, y sao cho :
a) 3x+yi =2y +1+Q2—-x)i ; b) 2x+y—1=(x+2y—>5).

Chiing t6 rdng v6i moi s6 phic z, ta luén cé phan thuc va phan do cua z
khong vugt qua modun cua nd.

Thuc hién céc phép tinh sau :

2) B+20[2 — )+ (3 -2 ; b)(4‘3")+;i’
22 Sri_ 4o
) (1+2 —(1—i)? ; DT
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10.

11.
12.
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Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :

a) B3+4i)z+(1-3)=2+5; b) 4 + 7i)z — (5 — 2i) = 6iz.
Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :
a) 32 +72+8=0; b) 2 —8=0; o)z —1=0.

Tim hai so phiic, biét téng ctia chiing bing 3 va tich cuia chiing bing 4.
Cho hai s6 phuc z;, z, . Biét rang z; + z, va zjz, 1a hai s6 thuc. Ching to

rang zj, z, 1 hai nghiém ctia mot phuong trinh bac hai vé6i hé s6 thuc.
Bai tap tréc nghiém

S6 nao trong cac so sau la s6 thuc ?

(A) (3 +20) - (3 - 2i); (B) 2 +i5) + (2 - iV5);

V2

O (+i3)%; D .
(©) (1+iV/3) ®

S6 nao trong céac s6 sau 1a s6 thudn ao ?

(A2 +3i) + (2 = 30) ; (B) (V2 +3i).(+/2 - 30) ;
) 243
O 2+2i); D .
©) ( ) ( )2 s
Dang thifc nao trong cac dang thifc sau la ding ?
(A) l.1977 —_1: (B) i2345 =i (©) i2005 —1: (D) l.2006 _
Dang thifc ndo trong cdc dang thitc sau 12 ding ?
(A) 1+ =-16 ; B) (1+1)° =16i ;
(C)(l+i)8 =16; (D)(l-kl')8 =-16i.

Biét rang nghich ddo ctia s6 phiic z bang s6 phic lién hop cua nd, trong cédc
két luan sau, k&t luan nao la ding ?

(Ayze ; @B lzZ=1; (C)zlamotsdthudnao; (D) lz/=-1.
Trong céac két luan sau, két luan nao 1a sai ?

(A) Modun ctia s6 phiic z 1a mot s6 thuc ;

(B) Modun cua s6 phic z 1a mot s6 phic ;

(C) Modun ctia s6 phic z 1a mot s6 thue duong ;

(D) Modun ctia s6 phic z 1a mot s6 thuc khong am.



ON TAP cUOI NAM

| — Cau hoi

1.

el

q S ;e

el

10.

Dinh nghia su don diéu (dong bi€n, nghich bié€n) clia mot ham s6 trén
mot khoang.

Phét biéu cdc diéu kién can va du dé€ ham s6 f{x) don diéu trén mot khoang.
Phat biéu cdc diéu kién di dé ham s6 f(x) c6 cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai
diém x,.

Néu so d6 khao sat su bién thién va vé do6 thi ctia ham s6.

Néu dinh nghia va cdc tinh chat co ban cua logarit.

Phat biéu cdc dinh Ii vé quy tac tinh logarit, cong thiic doi co so clia logarit.
Néu tinh chat clia ham s6 mii, ham s6 logarit, m6i lién hé gitta d6 thi cac
ham s6 mi va ham so logarit cung co so.

Néu dinh nghia va c4dc phuong phép tinh nguyén ham.

Néu dinh nghia va cdc phuong phép tinh tich phan.

Nhic lai cic dinh nghia s6 phiic, s6 phiic lién hgp, moédun cia s6 phic.
Biéu dién hinh hoc ctia s6 phiic.

Bai tap

Cho ham s6 fix) = ax2—2(a +1x+a+2 (a #0).

a) Chung t6 rang phuong trinh f{x) = 0 luoén ¢6 nghiém thuc. Tinh céc
nghiém do.

b) Tinh téng S va tich P cha cac nghiém cua phuong trinh f(x) = 0. Khao
sat su bién thién va v€ do thi cua S va P theo a.

Cho ham s6 y:—;x3 +(@-1Dx> +(a+3)x—4.

a) Khao sét su bién thién va vé d6 thi (C) ctia ham s6 khi a = 0.

b) Tinh dién tich hinh phing giéi han b&i (C) va cdc duong thing y = 0,
x=-1,x=1.
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Cho ham s6 y = O+ axs + by +1.

a) Tim a va b dé do thi cia ham s6 di qua hai diém A(1 ; 2) va B(-2; —1).
b) Khao sat su bién thién va vé do6 thi (C) ctia ham s6 dng véi cic gia tri
tim duoc ctia a va b.

c) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu duoc khi quay hinh phang gi6i han
bdi cac duong y =0, x = 0, x = 1 va do thi (C) xung quanh truc hoanh.

Xét chuyén dong thang xac dinh béi phuong trinh

14 3 12
s(y=—t* -+ -3
4 2

trong d6 ¢ dugc tinh bang giay va s duoc tinh bang mét.

a) Tinh v(2), a(2), biet v(¢), a(t)1an luot 12 van toc, gia toc cla chuyén
dong da cho.

b) Tim thoi diém ¢ ma tai d6 van toc bing 0.

Cho ham s6y = x" + ax’ + b.

a) Tinh a, b dé ham s6 ¢6 cuc tri bang 5 khix=1.

b) Khéo sat su bién thién va vé d6 thi (C) cia ham s6 da cho khi a = — x

b=1.
¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén cta (C) tai cac diém c6 tung do bang 1.
Chohimsé y= > 2

x+m-—1

a) Khao sat su bién thién va vé do6 thi (C) cua ham s6 khi m = 2.
b) Viét phuong trinh ti€p tuyén d ctia d6 thi (C) tai diém M c6 hoanh do
a+-1.

2

Cho ham s y = .
2-x

a) Khao sat su bié€n thién va vé do6 thi (C) cua ham s6 di cho.

, . .2 , A L 2 N - 2 .
b) Tim cac giao diém cua (C) va do thi cua ham s6 y = x + 1. Viét phuong
trinh ti€p tuyén cua (C) tai mbi giao diém.

c) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing H gi6i han
boi dé thi (C) va cdc dudng thing y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh truc Ox.



10.

11.

12.

Tim gia tri 16n nhit, gid tri nho nhat cua ham so

a) f(x) = 23 2332 “12x+1 tren doan L_ 2};

b) f(x) = x2 Inx trén doan [1 ; e] ;
c) fix) = xe © trén nira khoang [0 ; + ) ;
d) f(x) = 2sinx + sin2x trén doan LO ; ;nJ .

Giai cac phuong trinh sau :

135 _13¥ _12 =0 ;

b)Y + 293 +3.2%) =8.6";
c)log\g(x —2).logsx = 2.logz(x —2) ;
d)log% x—5logyx+6=0.

Giai cac bat phuong trinh sau :

x ! log, (x> =1)
a) 2; b) | - >1;
3¢ - 2* 2
1-1
c) log2x+310gx24; d ﬂsl.
I+logr,x 4
Tinh cdc tich phan sau biang phuong phdp tinh tich phan timg phén :
T
€4 2
a)J-\/;lnxdx; b)_[ x2x ;
1 7 Sin” x
6
T 0
c) J-(n—x)sinxdx; d) J.(2x+3)e_xdx.
0 -1
Tinh céc tich phan sau bing phuong phap déi bién so :
T
24
2) [ tan (’t - 4xjdx (dat u = cos(n - 4x]) ;
0 3 3
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13.

14.

15.

16.
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5

b) 2(deflt)czétant);
39+ 25x 5
5
n
2
c) sin’ xcos4xdx(dafltu =CoSXx);
0
T

n
d) 7"1+f“dx(dam = 1+ tanx).

n COS X

4
Tinh dién tich hinh phiang gi6i han béi c4c duong :

a)y=x2+ I, x=—-1, x =2 va truc hoanh ;
1
b) y=Inx, x = , x = e va truc hoanh.

Tim thé tich vat thé tron xoay thu duoc khi quay hinh phing giéi han boi
cdc duong y = 2x% va y= X xung quanh truc Ox.

Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :

aA)B3+2)z—-4+7))=2-5i;

b)(7 -3z + 2+ 3i) =(5—-4i)z;

)z —224+13=0:

Ot -2 -6=0.

Trén mat phang toa do, hdy tim tap hop diém biéu dién s6 phiic z thod man
bat dang thifc :

a)‘z‘<2; b)‘z—i‘él; o) lz—1-il<1.



DAP SO - HUONG DAN

CHUONG I
1.

1. a) Ham s6 dong bién trénL—oo 2),

nghich bién trén L3 ; +ooJ ;
2

b) Ham s6 dong bién trén cdc khoang
(oo ; =7) va (1 ; +o0), nghich bién trén
=7:1);

¢) Ham s6 déng bién trén cdc khoang
(=15 0), (1 ; +o0), nghich bién trén (—oo ; —1),
;13

d) Ham s6 dong bién trén( 3), nghich

2
bién trén cdc khoang (—eo ; 0), Lg ; +ooJ.

2. a) Ham s6 dong bién trén cdc khoang
(=eo 3 1), (15 +00) ;
b) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang
(oo 5 1), (15 +00) 5
¢) Ham s6 nghich bién trén khoang (—eo ; —4),
dong bién trén khoang (5 ; +o0) ;
d) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang
(—e03=3),(=3:3), (3 +o0).

3. HD. Xét déu y'.

4. HD. Xét dau y'.

5. HD. Khao sit su bién thién clia cic ham
0O sau trén khoang LO ,;t) :

a) f(x)=tanx—x;

3
b)g(x)ztanx—x—%.

2.
1. a)xCD=—3,xCT=2;b)xCT=O;

c)xCD :—l;xCTzl ;

d)xCng, Xcp =1, x = 0 khong phai la

diém cuc tri ; ) X = 5"

2. a)xCD =O,xCT ==1;
b) Xpp = kT,
6

X :—g+ln kile );

c)xCD=§+2kTC,

. :§+(2k+1)n (ke Z);

d) xop=—1,x =1.
3. HD. St dung dinh nghia cuc tri.
4. HD. Xét dau y'.

5. a=- ;b>
5 5
hoac a = ,b>@.
) 2 243
6. m=-3
3.
1. a) min y=-41, max y=40;
[4:4] [-4:4]

miny =8, maxy=40.
[0;5] [0;5]

. 1
b) maxy=56, miny=— .
[0;3] [0;3] 4
miny =6, maxy=>552.
[2;5] [2;5]

. 2
c) miny=0;maxy= .
[2;4] [2;4] 3

min y—S' max y—4
[-3:-217 4 (3217 3

d) miny=1;maxy=3.
[-1:1] (-1;1]
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Hinh vuong canh 4 cm.

Hinh vuong canh 443 m.

aymaxy=4,b)maxy=1.

ok W

a)miny=0,b) (6nin)y:4.
j+oo

4,
1. a) Tiém can ding x =2 ;
Tiém can ngang y = —1.
b) Tiém can ding x = -1 ;

Tiém can ngang y = —1.

¢) Tiém can ding x = 5 ;

Tiém can ngang y = 5

d) Tiém can ding x = 0.
Tiém can ngang y = —1.

2. a) Hai tiém can ding x = 3 ;
Tiém can ngang y = 0.

b) Tiém can ding x = —1 va x=5 ;

Tiém can ngang y = —

¢) Tiém can ding x =—1 ;
d) Tiém can ding x =1 ;
Tiém can ngang y = 1.

4. a) Mot nghiém ; b) Mot nghiém ;
¢) Hai nghiém.

5. b) Vi
nghiém.

m<-2 hoacm>2: c6 mot

m = =2 hoac m = 2 : c6 hai nghiém.
-2 <m <2 :c6banghiém.
6. b)ym=2.

l 1
7. aym= ;c)y=2x— ,y=-2x——.
) 4 )y 4 2

8. aym=— _;b)ym= -
) 2 ) 3

9. aym=0;c)y=—2x—-1.
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ON TAP CHUONG I
S.b)iym=22;i)m<2;
6. b)O<x<4;¢c)y=9x+6.
7. b) m <2 hoac m > 10 : mot nghiém ;
m =2, m= 10 : hai nghiém ;
2 <m < 10 : ba nghiém ;
A)y=-2x+1.
8. aym=1;b)m#1;c)m<0.
9. b)y=4x+3vay=-4x+3.
c) m<—6:vonghiém ;
m = -6 : 2 nghiém ;
—6 <m < 3 : 4 nghiém ;
m =3 : 3 nghiém ;
m >3 : 2 nghiém.
10. a) m < 0 : mot cuc dai ; m > 0 : hai cuc dai
va mot cuc tiéu. b) Vm ; ¢) m > 0.
11.c) m = 3.

12. a) Vo nghiém ; b) ig +Iom ke

oy T 19
YTy 24
Bai tap trac nghiém
1. (B): 2. (A); 3. (B) ; 4. (C) ; 5. (B).
CHUONG II
1.

1. a)9;b)8;¢c)40;d) 121.

2. a)ab;b)b;c)a;d)bs.

1

2)

3. a) b 37 L

3,
7)

4. a)a;b) 1 (b#1);

b) 98° ; 325 ; L

) ﬁ(aib) 3
a

d)y Jab.



2. ¢c)x=0hoacx=3;d)x=09.
1. a)(—w;l);b)(—\/a;\/i) : 2. a)x=2;b)x=3;¢c)x=1;d)x=0.

&) N { 1:1}:d)(—so:—1)U(2: +o0). 3. a) vo nghiém ; b) x=7;
c)x=6;d)x=>5.
2
- 4. =2;b)x=5; = 8.
2 @) Lax—DEd—x+1) 3 a)x )¥=3:0)x
3 6
-1 3 1
b) 7(2x+1)(4—x—x2) 4. 1. a)x<1hoacx>2;b)53x31;
In T_ ¢)x < 1;d)x<0hoac x> 1.
c) —@Bx+D2 5
2 2. x<-305b) <x<3;
V31
d) —/3(5- .
) 3= Ox>3:d) 9< ¥ <27,
4. a)16n hon ; b) nhé hon ;
¢) nho hon ; d) 16n hon. ON TAP CHUONG II
5. a), b) nho hon ; ¢) 16n hon. 4 b X 3
3' . a) {}9 )(—oo’ )ukzv-{_mj,
1. a)-3:b)— :;c) :d)3. c) (o0 ;=3)U(4;+o0);d)[0; +oo).
2 4 5. 5.
2. 2)9;5)2v250) 165 d) 9. 6. 2)8:b)11.
3. a) ;b)dlog |pl. 7. x=-3;b)x=0,x=1;0)x=1;
3 a

dx=8;e)x=27;g) x=4.
4. a) 16n hon ; b) nho hon ; ¢) 16n hon.
8.a)x> ;b)x<-1;
5. a)2a+b+1;b) 2

2(1-¢)’ 3
4. o) —=<lxl<v2; d)0,008 < x<0,04.
202
3. a) L—w Zj; b) (=00 ; 0)U(2 5 +00) 5 Bai tap tric nghiém
) 1.(B);2.(C);3.(B); 4. (C); 5.(B);
C)(—°°;1)U(3;+°°);d)L—3;1)- 6.(0); 7. (B).
| CHUONG I
5. a) y'=6x——+4cosx ; 1
N .
by y'= 2x+1 ) 1. a) ¢ va —  la nguyén ham cta nhau.
(x* +x+1)In10 b) sin’ x 12 mot nguyén ham cta sin2.x .
11— X 4
c) y'= 5 c) kl—jex la mot nguyén ham cua
x“In3 by
S. 2
Ll—zj er.
1. a)x:3;b)x=—2; X
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5 1 2 2 1
2 208w 3G, 4 20+
5 7 2 9 9
9x _ c)2In2-1;d)-1.
b)ﬁw;c)—zcotzﬁc; | 23
e (In2-1) 5.a) —:b) +In2 :c) 3ln
11 15 8 2 3
d)—Lcos8x+cos2xJ+C ;
414 6. —.
e)tanx—x+C; 42
1 3 3.
g —563 2yc; ]
| 1. a)2 ;b)e+—=2 ;0)09.
hy-In| 27 e
3 |11-2x
1 2 3
HD. :lL ! + 2 j
(I+x)1-2x) 3\1+x 1-2x 3 9
5 T o3n+2

1 10, 1 25 _
3. ) ——(1-00+C:b)-(1+x3)2 +C; - .
10 5 4. a) n;b)—;c)nkl— )

2 4

| 15
4 1
C)_ZCOS x+C;d)—- ot 2
l+e 5. a)n(cosa—cos3a),L0SaSn);
x 3 3
1 e
HD. XL —x+2:( x+])2' 2\/§TER3
e Te ¢ b) max V(@) =V, =
1,2 1, x [of} 27
4. a)-(x =DIn(l+x)—— x> +-+C. 3
)2( ) In(1+ x) 1 5
tai coso =

NG

by e (x> —1)+C;
¢) =~ cos(2x+1)+ - sin(2x +1)+C :
2 4 ’ ON TAP CHUONG III

d)(1-x)sinx— +C.
) (1= x)sin.x—cos.x 3. a) %x‘l —1—31x3+3x2—x +C;

2.
1 1
L. a) 3; (3%_1); b)0:c)In2: b) —Scos4x—§cos§3x +C;
1034 |
4 ¢) _In——| +C;
d) ;) - ~3In2; g) 0. 2 —-X
3 3 . 3
T d) e =P 43¢ —x + C.
2. a)l;b)4;c)e+2;d)0. 3 2
4. a)(x—2)cosx—sinx+C;
L T
3. a ;b ;c)In(l+e);d . 5
)3 )4 ) In( ) )6

S 3
b)%x2 +%x2 +2x+C;
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2 6
. ;b ;0)—(1 -1);d)2v2.
a)3 ) 4 C)27(36 ) d)

1

2 21
.a) ——;b)—;c) —t+11ln2;
8 In2 2

1 /[ 7'53 51
d)——In3 ;e)l+— ;@) —+—.
) 2 ) 2 & 3 2

e) Céc diém ndm trong hinh vuong gidi
han béi cac dudng x=-2;x=2;y=-2;
y =2 ké c4 cic diém niam trén cidc canh

cua no.
4. a)lzl=+7:b) 2l =+11;
old=5;d)d=+3.

5. a) buong tron tim O ban kinh 1.
b) Hinh tron tAm O béan kinh 1.
¢) Hinh vanh khan gi6i han bdi dudng
tron tam O ban kinh 2 va duong tron tam
O ban kinh 1, ké ca cdc diém trén dudng
tron tam O ban kinh 2.
d) La giao diém cua dudng tron tam O
ban kinh 1 va duong y = 1.

I L
7. a) E—l ; b) ?
Bai tap trac nghiém
1.(0);2.(D);3.(B);4.(O);
5.a) (C), b) (B); 6. (D).

CHUONG 1V
§1.

1. a) Phan thuc 1a 1, phan ao 1a —m.

6. 7 =1+iV2:b)z=—2-i3;
c0)z=5;d) z=-7i.

§2.

1. a)5-i;b)-3-10i;
c)—1+10i;d)-3+i.

2. a) +p=3+2i; -—-pB=3-2i;
ba+pf=1+4i; a-F=1-8i;
c) +p=-2i;, -p=12i,

b) Phan thuc 1a+/2 , phan 4o la —1.

¢) Phn thuc 13 2+/2 , phan 4o 12 0.

d) Phan thuc 1a 0, phan ao 1a —7.

S e AV
27773 2 3

c)x=0,y=1.

b}

. a) Duong thing song song véi Oy, cit
Ox tai diém (=2 ; 0).

b) Pudng thiang song song véi Ox, cit Oy
tai diém (0 ; 3).

c¢) Céc diém nam trong phan mat phang
toa d0 giGi han bdi hai duong x = —1 va
x=2.

d) C4c diém nim trong phan mat phing toa
do gidi han béi hai dudng y=1vay= 3, ké
céa cac diém nam trén hai duong nay.

dDa+p=19-2i;a-F=11+2i.
3. a)—13i;b) -10—-4i;

€)20+15i; d)20-8i .

S 5

Néu n=4g+r,0<r<4 thii" =i".

5. a)-5+12i;b)-46+9i.

§3.
1. a)i+—i;b)2+\/g+2\/5_\/§i;
13 13 7 7
o)— + i;d)-2-5.
) 13 13 )
2. a)l— i;b)£+—i;
55 11 11

153



. -4 .
C)—i;d)i—ii. o)4di;d)—+ i.
28 28 5 5
_ 7 4 18 13
- ;b)) —— i 9. a) z= _+—i ;b)) z=———1i.
3. a)-28+4i;b) 5 51, ) sts ) 7 17
—7+i/47 4
©)32+13i;d) - . 10.a) z  =——"". by z, =48,
) )45 45 ) 4 6 ) 712
4. a)z=1;b) z=§—9i;c)z=15—5i. B4 =tiV8.0) 2, =hl gy =
54, 1. 3T 3=l
=T =
L +i7 ;2202 ;4203 ;42055 #1100
12.Dbat z +z, =a;zz, =babe
5 _EN 3 o .
£ 2) z, = 3 ) 7, =4 z,,z,1a hai nghiém cla phuong trinh
2 —
_7ii\/m z—az+b=0.
) z,= 0 Bai tap triac nghiém
1. (B). 2. (C). 3.(B). 4.(C). 5.(B). 6. (C).
3.a)212=i\/§;z34=ii\/§. ( ©) (B). 4. (0). 5.(B). 6.(C)
b)z, =2 23, =45, ON TAP CUOI NAM
b C Z
4. z +z,=— ;z,z, = 1. a)x =1;x, =1+—.
1 TR T AT, 1 2
S. x2—2ax+a2+b2:0. b)S=2+2;P=1+2

ON TAP CHUONG IV
2. Néu s6 phic 1a mot s thyc thi modun 2+ B) -
cua n6 chinh 1a gia tri tuyét d6i cta noé.

3. z=zkhivachikhize . 3. a)a=1,b=-1:0¢) 105“.
4. a) S6 phtc cé phan thuc 16n hon hoac
bing 1. 4. ) v(2)=-5a2)=1;b)r=3.
b) S6 phiic cé6 phan ao thudoc doan 5. a)a=-2.b= :
[-1;2]. 2]
c)\ S6 phiic c6 phan thuc th}l(f)C doan [-1; 1] Oy=1, y=Lx+ , y=—ix+ ‘
va modun khong vuot qué 2. 2702 2702
5. a) buong x = 1. b) buong y = -2. a-2
N A g e o N 6. b)y= (x—a)+ .
¢) Hinh chit nhat gi6i han boi cidc dudng (a+1)2 a+1
x=—1;x=2;y=0;y=1. {
d) Hinh tron tam O ban kinh 2. 7. b) y=5x+1 vay=2x.c)V=2m.

6. =], =l,b =—], =3
a) x y ) x y 8. a) mir; f(x)=-19, ma)S( f(x)=8.

N o .5 22
8. @) 21405 b) — i 7%, |7
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10.

b) min f(x)=0, max f(x) = e’
[Lel [Le]

¢) min f(x)=0, max f(x)= ! .
[0;e0] [05+e0) e

d) m%n flx)=-2,

0:2"
2
max f(x):3\/§.
3T 2
0;2
2
a)x=0; b)xle,xzzlog 3;

2
c)x1 =3,x2 =5; d)x1 =4,x2 =8.
a) (=0 ; 0)U[l; +00);

b) (V2 ; -Du(l;2);

1
¢)|0;———|U[10; +o0) ;
)L 10000) [ )

d)LO;;)u[Z;ﬂ»).

™3

4 _6
11.a) —(5e¢ +1); b)——+1n2;
)9( );b) 5

c)mw;d)3e-5.

1
12.2) ~In3;b)— :¢)—:d) I.
8 180 35 3

13.2) 6; b)2L1—]j.
e

4.~
35

15.a)z=22—ii;b)z=—7— i
13 13 55

c)21=l+2\/§i,z2=1—2\/§i;

)

)z, =%43, 23, =+2i.

16.a) Hinh tron tam tai g6c toa do, ban kinh 2,
khong ké bién.
b) Hinh tron tam tai (0 ; 1), ban kinh 1.
¢) Hinh tron tam tai (1 ; 1), ban kinh 1
(khong ké bien).
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngir Trang
Bat phuong trinh l16garit 87
Bat phuong trinh logarit co ban 87
Bat phuong trinh mi 85
Bat phuong trinh mii co ban 85
Can bac n 51
Co so 49
Cuc dai, cuc tiéu, cuc tri 13, 14
Dién tich hinh phang 114
Diém biéu dién so phic 131
Diém cuc dai cha d6 thi. Diém cuc tiéu cta do thi 14
Piém cuc dai ctia ham s6. Diém cuc tiéu cia ham s6 14
Piém cuc tri 14
Dong bién. Nghich bién. Don diéu 4,5
DPon vi ao 131
Gi4 tri cuc dai. Gi tri cuc tiéu 14
Gia tri 16n nhat. Gia tri nho nhat 19
Ham so6 logarit 74
Ham s6 luy thira 56
Ham s6 mi 70
Hinh thang cong 102
Logarit 61
Logarit co s6 a cta b 62
Logarit hoa 81
Logarit thap phan 67
Logarit tu nhién 67
Luy thira 49
Modun ctia s6 phic 132
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Mii hoa

Phan thuc. Phan ao

Phuong phdp déi bién s6
Phuong phdp tinh nguyén ham tiing phan
Phuong phdp tinh tich phan tiing phan
Phuong trinh logarit
Phuong trinh 16garit co ban
Phuong trinh mii
Phuong trinh mi co ban
S6 mi

S6 mil hitu ti

S6 mii nguyén

S6 mil vo ti

S6 phiic

S6 phic lién hop

S6 thuan ao

Tap khao sat

Thé tich clia vat thé

Thé tich khoi chop

Thé tich khdi tron xoay
Tich phan

Tiém can ding

Tiém can ngang

84
130
98, 108
99
110
81
81
78
79
49
52
49
53
130
132
131
58
117
118
119
105
29
28
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MUC LUC

Chuong I. UNG DUNG DAO HAM DE KHAO SAT
VA VE bO THI CUA HAM SO

1. Su dong bién, nghich bién clia ham s
Bai doc thém : Tinh chat don diéu cla ham s6
Ban co biét : La-grang (J.L. LAGRANGE)

2. Cyc tri ca ham s6

3. Gia tri 16n nhat va gia tri nhd nhat cla ham s@
Bai doc thém : Cung 16i, cung 16m va diém uén

4. Pudng tiém can

5. Khéo sat su bién thién va vé do thi clia ham s6

On tap chuong |

Chuong II. HAM SO LUY THUA
HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

1. Lug thura
2. Ham s6 luy thira
3. Logarit

Ban c6 biét : Ai da phat minh ra logarit ?
4. Ham s6 md. Ham s6 logarit
5. Phuong trinh mi va phuong trinh [dgarit
6. Bat phuong trinh mi va bat phuong trinh 16garit

On tap chuong I

Chuong III. NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG
1. Nguyén ham
2. Tich phan
Ban c6 biét : Niu-ton (1. NEWTON)
3. ngdung cla tich phan trong hinh hoc
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45
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56
61
69
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78
85
90

92
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111

114



Ban c6 biét : Lich sir phép tinh tich phan 122

Bai doc thém : Tinh dién tich bang gidi han 122

On tap chuong llI 126
Chuong IV. SO PHUC 129
1. 86 phirc 130
Ban c6 biét : Cac-da-n6 (G. CARDANO) 133

2. Cong, trlr va nhan so phirc 134
3. Phép chia s6 phurc 136
4. Phuong trinh bac hai véi hé s6 thuc 139
Bai doc thém : Phuong trinh dai s6 141

On tap chuong IV 143
On tap cudi nam 145
Dap s6 — Huéng dan 149
Bang tra c(ru thuat ngtr 156
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Chiu trdach nhiém xudt bdn :

Bién tdp ldn ddu :
Bién tdp tdi bdn :
Trinh bay bia :
Bién tdp mi thudt :
Bién tdp ki thudt :
Sita bdn in :

Ché’bdn :

Chi tich Hoi dong Thanh vien kiem Téng Gidm doc NGUT NGO TRAN AT
Ph6 Téng Gidm doc kiem Téng bién tap GS.TS VU VAN HUNG

PHAM BAO KHUE — LE THI THANH HANG

NGUYEN XUAN BINH - TRAN THANH HA

BUI QUANG TUAN

BUI QUANG TUAN

NGUYEN THI THANH HAI - PINH XUAN DUNG
PANG VAN TUYEN

CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI

2 -
GIAITICH 12
Ma s6 : CH201T4
S6 dang ki KHXB : 01 2014/CXB/489 1062/GD.
[ cudn khé 17 x 24 cm.
In tai Cong ti ¢d phanin .......

In xong va nop luu chiéu thang ... nam 2014.
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HUAN CHUGNG HO CHi MINH

SACH GIAO KHOA LGP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI 12
« GIAI TiCH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9, CONG NGHE 12
2. VAT LI 12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3, HOA HOC 12 11, GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 12
4, SINH HOC 12 12, NGOAI NGU
5, NGU VAN 12 (tap mét, tap hai) o TIENG ANH 12« TIENG PHAP 12
6. LICH SU 12 « TIENG NGA 12 « TIENG TRUNG QUOC 12

SACH GIAO KHOA LGP 12 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (GIAI TiCH 12, HINH HOC 12)
o VAT Li 12 « HOA HOC 12 ¢ SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van : e NGU VAN 12 (tap mét, tap hai)
e LICHSU 12 e DIA LI 12
o NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

md vach O

Tem chéng gid Gid: ..........



