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 Khi  nim v khi  a din 
 Khi  a din u 
 Th tch khi  a din 

 

 

 

 

 

Mt khi  mui  n  

 

 

 

Trong thc t chng ta th ng gp nhng vt th khng 

gian  c gii  hn bi  cc a gic nh  vin gch,  khi  

lp ph ng,  kim t thp Ai  Cp,  tinh th ca mt s hp 

cht ho hc nh  mui n,  phn chua . . . .  Nhng vt th 

  c gi  l  nhng khi  a din.  V mt ton  hc,  

vic nh ngha chnh  xc khi  a din  khng n gin.  

Trong ch ng ny ta ch gii  thiu  khi  nim v khi  a 

din,  khi  a din  u  v   a ra cng thc tnh  th tch  

ca mt s khi  a din quen thuc.  

CHNG   I 
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1.  KHI  NIM V KHI A DIN 
 

 

 

 

 

1  Nhc li  nh  ngha hnh  lng  tr  v  hnh  chp.  
 

I-  Khi lng tr v  khi chp 

Quan st khi rubic trong hnh 1 .1 ,  ta thy 
cc mt ngoi ca n to thnh mt hnh 
lp ph ng.  Khi  ta ni khi rubic c 
hnh dng l  mt khi lp ph ng.  Nh  
vy c th xem khi lp ph ng l phn 
khng gian  c gii hn bi mt hnh lp 
ph ng, k c hnh lp ph ng y.  

T ng t,  khi lng tr l  phn khng 
gian  c gii hn bi mt hnh lng tr 
k c hnh lng tr y,  khi chp l phn 
khng gian  c gii hn bi mt hnh 
chp k c hnh chp y,  khi chp ct l  
phn khng gian  c gii hn bi mt 
hnh chp ct k c hnh chp ct y.   

Tn ca khi lng tr hay khi chp  c t theo tn ca hnh lng tr hay 
hnh chp gii hn n.  Chng hn ng vi hnh lng tr lc gic 
ABCDEF.A'B'C'D'E'F' ta c khi lng tr lc gic ABCDEF.A'B'C'D'E'F',  
ng vi hnh chp t gic u S.ABCD  ta c khi chp t gic u S.ABCD  
(h.1 .2) . . .  

   

Hnh 1 .2 

Hnh 1 .1  
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Ta cng gi nh, cnh, mt,  mt bn,  mt y,  cnh bn, cnh y.. .  ca mt 
hnh lng tr (hnh chp, hay hnh chp ct)  theo th t l  nh,  cnh, mt,  
mt bn,  mt y,  cnh bn, cnh y.. .  ca khi lng tr (khi chp, hay 
khi chp ct)  t ng ng.  

im khng thuc khi lng tr  c gi l  im ngo i  ca khi lng tr,  
im thuc khi lng tr nh ng khng thuc hnh lng tr ng vi khi lng 
tr   c gi l  im trong  ca khi lng tr.  im trong hay im ngoi 
ca khi chp, khi chp ct cng  c nh ngha t ng t.  

V d    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hnh 1.3 

Kim t thp  Ai  Cp l  k  quan 
duy nht trong  by k quan  ca th 
gii  c i  cn  li  n  ng y nay,  
chng c hnh  dng  l  nhng khi  
chp t gic u.  

 

 

 

II-  khi nim v hnh a din v  KHI A DIn 

1 .  Khi nim v hnh a din 

 

    

Hnh 1 .4 
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2 K tn cc mt ca hnh lng tr  ABCDE.ABCDE v  h nh chp S.ABCDE (h.1 .4).  

Quan st cc hnh lng tr, hnh chp ni  trn ta thy chng u l nhng hnh 
khng gian  c to bi mt s hu hn a gic.  Cc a gic y c tnh cht :  

a) Hai a gic phn bit ch c th hoc khng c im chung,  
hoc ch c mt nh chung, hoc ch c mt cnh chung.  

b)  Mi cnh ca a gic no cng l  cnh chung ca ng 
hai a gic.  

Ng i ta cn gi cc hnh  l cc hnh a din.   

Ni mt cch tng qut hnh a din (gi tt l  a din) l  hnh  c to bi 
mt s hu hn cc a gic tho mn hai tnh cht trn.  Mi a gic nh  th 
gi l mt mt ca hnh a din.  Cc nh, cnh ca cc a gic y theo th t 
 c gi l  cc nh,  cnh  ca hnh a din (h.1 .5).  

 

Hnh 1 .5 

2.  Khi nim v khi a din 

Khi a din l  phn khng gian  c gii hn bi mt hnh 
a din,  k c hnh a din .  

 

Nhng im khng thuc khi a din  c gi l  im ngoi  ca khi a 
din.  Nhng im thuc khi a din nh ng khng thuc hnh a din gii 
hn khi a din y  c gi l  im trong ca khi a din.  Tp hp cc 
im trong  c gi l  min trong,  tp hp cc im ngoi  c gi l  min 
ngoi  ca khi a din.  

Mi khi a din  c xc nh bi hnh a din ng vi n.  Ta cng gi 
nh, cnh, mt,  im trong, im ngoi. . .  ca mt khi a din theo th t l  
nh,  cnh, mt,  im trong, im ngoi. . .  ca hnh a din t ng ng.  
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Mi hnh a din chia cc im cn li ca khng gian thnh hai min khng 
giao nhau l min trong v  min ngoi ca hnh a din,  trong  ch c min 
ngoi l  cha hon ton mt  ng thng no y.  

 

Hnh 1 .6 

V d 

 Cc hnh d i y l  nhng khi a din :  

 

Hnh 1 .7 

 Cc hnh d i y khng phi l nhng khi a din :  
 

 
 

a)                               b)                                      c)  

Hnh 1 .8 
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 Nhng vin kim c ng c hnh dng l nhng khi a din :  

   

Hnh 1 .9 

3 Gii  thch  ti  sao hnh  1 .8c khng  phi  l  mt khi  a d in  ?   

III- Hai a din bng nhau  

1 .  Php di hnh trong khng gian 

Php bin hnh v  php di hnh trong khng gian  c nh ngha t ng t 
nh  trong mt phng.  

Trong khng gian,  quy tc t t ng ng mi im M vi 
im M' xc nh duy nht  c gi l  mt php bin hnh 
trong khng gian.  

Php bin hnh trong khng gian  c gi l  php di hnh 
nu n bo ton khong cch gia hai im tu .  

V d  

Trong khng gian,  cc php bin hnh sau 
y l  nhng php di hnh :  

a)  Php tnh tin theo vect v ,  l  php bin 
hnh bin mi im M thnh im M' sao 

cho  =



MM v  (h.1 .10a).   Hnh 1.10a)  
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b)  Php i xng qua mt phng (P),  
l php bin hnh bin mi im 
thuc (P)  thnh chnh n,  bin mi 
im M khng thuc (P)  thnh im 
M' sao cho (P)  l  mt phng trung 
trc ca MM' (h.1 .10b).   

Nu php i xng qua mt phng (P) 

bin hnh (H)  thnh chnh n th (P) 

 c gi l mt phng i xng ca (H).   

c)  Php i xng tm O,  l php bin hnh bin im O  thnh chnh n, bin 
mi im M khc O  thnh im M' sao cho O  l trung im ca MM' (h.1 .11a).   

Nu php i xng tm O  bin hnh (H)  thnh chnh n th O   c gi l tm 

i xng ca (H).   

            

a)           b)  

Hnh 1 .11  

d) Php i xng qua  ng thng  (hay php i xng qua trc ),  l  

php bin hnh bin mi im thuc  ng thng  thnh chnh n,  bin mi 

im M khng thuc  thnh im M' sao cho  l  ng trung trc ca MM' 
(h.1 .11b).  

Nu php i xng qua  ng thng  bin hnh (H)  thnh chnh n th  gi 
l trc i xng ca (H).  

Nhn xt 

  Thc hin lin tip cc php di  hnh s  c mt php di hnh.  

  Php di hnh bin a din  (H)  thnh a din (H'),  bin nh, cnh, mt ca 
(H)  thnh nh, cnh, mt t ng ng ca (H').  

Hnh 1.10b) 
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2.  Hai hnh bng nhau 

Hai hnh  c gi l  bng nhau nu c mt php di hnh 

bin hnh ny thnh hnh kia.  
 

c bit,  hai a din  c gi l  bng nhau nu c mt php di hnh bin a 
din ny thnh a din kia.  

V d  

Php tnh tin theo vect v  bin a din (H)  thnh a din (H'),  php i 

xng tm O  bin a din (H')  thnh a din (H'').  Do  php di hnh c 
 c bng cch thc hin lin tip hai php bin hnh trn bin (H)  thnh 
(H'').  T  suy ra cc a din (H),  (H')  v  (H'')  bng nhau (h.1 .12).  
 

 

Hnh 1 .12 

 

 

 

 

4 Cho hnh  hp ABCD.ABCD.  Chng  minh  rng  hai  lng  tr  ABD.ABD v  
BCD.BCD bng nhau.   

 

 

 

 

IV- PHN CHIA v  lp ghp cc KHI A DIN 

Nu khi a din (H)  l  hp ca hai khi a din 1 2( ), ( )H H  sao cho 1( )H  

v  2( )H  khng c chung im trong no th ta ni c th chia  c khi a 

din (H)  thnh hai khi a din 1( )H  v 2( )H ,  hay c th lp ghp hai khi 

a din 1( )H  v 2( )H  vi nhau   c khi a din (H)  (h.1 .13).  
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( )H      1( )H               2( )H  

Hnh 1 .13 

 

V d.  Xt khi lp ph ng ABCD.A'B'C'D'.  Mt phng (P)  i qua BDD'B' ct 
khi lp ph ng  theo mt thit din l  hnh ch nht BDD'B'.  Thit din 
ny chia cc im cn li ca khi lp ph ng ra lm hai phn.  Mi phn 
cng vi hnh ch nht BDD'B' to thnh mt khi lng tr,  nh  vy ta c hai 
khi lng tr :  ABD.A'B'D' v  BCD.B'C'D'.  Khi  ta ni mt phng (P)  chia 
khi lp ph ng ABCD.A'B'C'D' thnh hai khi lng tr ABD.A'B'D' v  
BCD.B'C'D'.  

T ng t nh  trn ta c th chia tip khi lng tr ABD.A'B'D '  thnh ba khi 
t din :  ADBB',  ADB'D' v AA'B'D' (h.1 .14).  

 

Hnh 1 .14 
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Lm theo qu trnh ng c li ta c th ghp khi lng tr BCD.B'C'D' v  cc 
khi t din ADBB',  ADB'D',  AA'B'D' vi nhau   c khi lp ph ng 
ABCD.A'B'C'D'.  

Nhn xt 

Mt khi a din bt k lun c th phn chia  c thnh nhng khi t din.   

B I TP 

1.  Chng minh rng mt a din c cc mt l  nhng tam gic th tng s cc 
mt ca n phi l  mt s chn.  Cho v d.  

2.  Chng minh rng mt a din m  mi nh ca n u l  nh chung ca mt 
s l mt th tng s cc nh ca n phi l  mt s chn.  Cho v d.  

3.  Chia mt khi lp ph ng thnh nm khi t din.  

4.  Chia mt khi lp ph ng thnh su khi t din bng nhau.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nh ngha a din v  khi a din 
 

 

 u ch ng,  chng ta mi ch trnh by s l c v cc khi nim a din 
v  khi a din.  By gi ta s trnh by mt cch chnh xc hn nhng khi 
nim .   

Khi nim a din v  khi a din c th  c hiu theo nhiu cch khc 
nhau.  a din v  khi a din va  c trnh by trong ch ng I da vo nh 
ngha sau y.  

nh ngha 

Hnh a din (gi tt l  a din) l  hnh  c to bi mt s hu hn cc a 
gic,  gi l  cc mt ca hnh a din,  tho mn cc tnh cht sau :  
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a) Hai mt phn bit ch c th hoc khng giao nhau hoc c mt nh 
chung,  hoc c mt cnh chung.  

b)  Mi cnh thuc mt mt l  cnh chung ca ng hai mt.  

c) Cho hai mt S v  S',  lun tn ti mt dy cc mt S0,  S1, . ..,  Sn  sao cho S0 

trng vi S,  Sn  trng vi S' v  bt k hai mt Si,  Si+1  no ( 0 1i n  )  cng 
u c mt cnh chung.  

Cc nh, cnh ca mt theo th t  c gi l cc nh, cnh  ca hnh a din.  

V d 

Hnh (H)  trong hnh 1 .15  l  hnh to bi 
hai hnh lp ph ng ch chung nhau mt 
nh.  Khi  (H)  khng tho mn tnh cht 
c)  nn n khng phi l  mt hnh a din.   

T nh ngha trn,  ng i ta chng minh 
 c nh l sau gi l  nh l Gioc-an 
(Jordan) trong khng gian.  

nh l 

Mi a din chia cc im cn li ca khng gian thnh hai min sao cho :  

a)  Hai im thuc cng mt min lun c th ni vi nhau bng mt  ng 
gp khc nm hon ton trong min .  

b)  Mi  ng gp khc ni hai im thuc hai min khc nhau u c im 
chung vi a din.  

c) C mt v  ch mt min 
cha hon ton mt  ng 
thng no y.  

Min cha hon ton mt 
 ng thng no y  c 
gi l  min ngoi  ca a 
din,  min cn li  c gi 
l min trong ca a din.  
im thuc min ngoi gi 
l  im ngoi,  im thuc 
min trong gi l  im trong 
ca a din.    

Hnh 1.15 

Hnh 1 .16 
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Trong hnh 1 .16,  A  l im trong, B,  C,  D  l im ngoi ca hnh a din (H).  
Min ngoi ca (H)  cha  ng thng d.  

nh ngha  

a din cng vi min trong ca n  c gi l  mt khi a din.  

Trong thc t, chng ta th ng gp nhng vt th c hnh dng l nhng khi 
a din.  T nhng cng trnh v i nh  kim t thp Ai Cp, nhng to  nh cao 
tng hin i n nhng vt th nh nh  tinh th ca cc hp cht :   ng, 
mui, thch anh...  u l nhng khi a din.  Do , vic nghin cu cc khi 
a din khng nhng lm phong ph thm cc kin thc v hnh hc m cn 
gp phn gii quyt nhiu bi ton thc tin, phc v cuc sng con ng i.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. KHI A DIn li  v  
khi a din U  

 

 

I-  Khi a din li 
 

Khi a din (H)  c gi l  khi a din li nu on thng 
ni hai im bt k ca (H) lun thuc (H).  Khi  a din 
xc nh (H)  c gi l  a din li (h.1 .17).   

 

 

                              

 

Hnh 1.17 
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V d.  Cc khi lng tr tam 
gic,  khi hp,  khi t din l  
nhng khi a din li.  

Ng i ta chng minh  c 
rng mt khi a din l khi 
a din li khi v  ch khi 
min trong ca n lun nm 
v mt pha i vi mi mt 
phng cha mt mt ca n 
(h.1 .18).   

1  Tm v d  v khi  a d in li  
v  khi  a d in  khng  li  trong 
thc t.  

II- Khi a din u 

Quan st khi t din u 
(h.1 .19a), ta thy cc mt ca 
n l nhng tam gic u, mi 
nh ca n l nh chung ca 
ng ba mt.  i vi khi lp 
ph ng (h.1 .19b), ta thy cc 
mt ca n l nhng hnh 
vung, mi nh ca n l  
nh chung ca ng ba mt.  
Nhng khi a din ni trn 
 c gi l nhng khi a 
din u.  

nh ngha 

Khi a din u l  khi a din li c tnh cht sau y :   

a) Mi  mt ca n l  mt a gic u p cnh.  

b)  Mi nh ca n l  nh chung ca ng q mt.   

Khi a din u nh  vy  c gi l  khi a din u loi {p ; q}.   
 

T nh ngha trn ta thy cc mt ca khi a din u l nhng a gic u 
bng nhau.  

a)              b)  

Hnh 1 .19 

Hnh 1 .18 
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Ng i ta chng minh  c nh l sau :  

nh l 

Ch c nm loi khi a din u.   l  loi { 3 ;  3} ,  loi {4 ;  3} ,  
loi { 3  ;  4} ,  loi { 5  ;  3}  v   loi { 3  ;  5} .  

 

 

Tu theo s mt ca chng, nm loi khi a din u k trn theo th t 
 c gi l  cc khi t din u,  khi lp ph ng, khi bt din u (hay 
khi tm mt u),  khi m i hai mt u v khi hai m i mt u (h.1 .20).  

 

Hnh 1 .20 

 

 

2  m s nh,  s cnh  ca khi  bt d in  u.  

 

Cc hnh a din u l  nhng hnh c v p cn i,  hi ho.  Cc nh  ton 
hc c i xem chng l  nhng hnh l t ng.  V p ca chng cng lm 
nhiu ho s quan tm.  L--na- a Vin-xi (Leonardo da Vinci)  ho s 
thin ti ng i I-ta-li-a  tng v kh nhiu hnh a din trong  c cc 
hnh a din u.  D i y l hnh m i hai mt u v hnh hai m i mt 
u do ng v (h.1 .21 ).  

                  

Hnh 1 .21  
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Bng tm tt ca nm loi  khi  a din u 

Loi  Tn gi  S nh  S cnh  S mt  

{ 3  ;  3}  

{ 4 ;  3}  

{ 3  ;  4}  

{ 5  ;  3}  

{ 3  ;  5}  

T din u  

Lp ph ng 

Bt din u 

M i hai mt u 

Hai m i mt u  

4  

8 

6 

20 

12  

6  

12 

12 

30 

30  

4  

6 

8  

12 

20  
 

 

V d 

Chng minh rng :  

a) Trung im cc cnh ca mt t din u l cc nh ca mt hnh bt din u. 

b) Tm cc mt ca mt hnh lp ph ng l cc nh ca mt hnh bt din u.  

a)  Cho t din u ABCD,  cnh bng a.  Gi I,  J,  E,  F,  M v  N  ln l t l  
trung im ca cc cnh AC,  BD,  AB,  BC,  CD  v  DA  (h.1 .22a).  

3 Chng  minh  rng  tm tam gic IEF,  IFM,  IMN,  INE,  JEF,  JFM,  JMN v  JNE l  

nhng tam gic u  cnh  bng  
2

a
   

Tm tam gic u ni trn to thnh mt a din c cc nh l I,  J,  E,  F,  M,  N 
m mi nh l  nh chung ca ng bn tam gic u.  Do  a din y l 
a din u loi { 3  ;  4} ,  tc l  hnh bt din u.  

   

a)        b)  

Hnh 1 .22 
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b) Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh bng a  (h.1 .22b).   
 

4 Chng minh  rng  AB'CD' l  mt t d in u.  Tnh  cc cnh  ca n theo a.  

Gi I,  J,  E,  F,  M v N ln l t l tm ca cc mt ABCD,  A'B'C'D',  ABB'A',  
BCC'B',  CDD'C' v DAA'D' ca hnh lp ph ng.    rng su im trn cng 
ln l t l  trung im ca cc cnh AC,  B'D',  AB',  B'C,  CD' v D'A   ca t  din 
u AB'CD' nn theo cu a) su im  l cc nh ca hnh bt din u.  

B I TP 

1.   Ct ba theo mu d i y (h.1 .23),  gp theo  ng k,  ri dn cc mp li  
 c cc hnh t din u,  hnh lp ph ng v hnh bt din u.  

 

Hnh 1 .23 

2.   Cho hnh lp ph ng (H).  Gi (H )  l  hnh bt din u c cc nh l tm cc 
mt ca (H).  Tnh t s din tch ton phn ca (H)  v  (H ).  

3.   Chng minh rng tm ca cc mt ca hnh t din u l  cc nh ca mt 
hnh t din u.  

4.   Cho hnh bt din u ABCDEF  (h.1 .24).  

Chng minh rng :  

a)  Cc on thng AF,  BD  v CE i 
mt vung gc vi nhau v  ct nhau 
ti trung im mi  ng.   

b)  ABFD,  AEFC  v BCDE l  nhng 
hnh vung.  

 

 

 

 Hnh 1.24 
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Hnh a din u 
 

 

Cu chuyn v cc hnh a din u mang nhiu tnh huyn thoi.  Ng i ta 
khng bit  c ai l  ng i u tin  tm ra chng.  Trong mt cuc khai 
qut,  ng i ta  tm thy mt th  chi ca tr em c hnh hai m i mt 
u vi nin i cch chng ta khong 2500 nm.  Cc nh ton hc c i 
Hi Lp thuc tr ng phi Pla-tng v  tr c  na l  tr ng phi Py-ta-go 
(th k IV tr c Cng nguyn)  tng nghin cu v cc hnh a din ni 
chung v  cc hnh a din u ni ring.  Cc nh ton hc thi by gi coi 
nm loi hnh a din u l  nhng hnh l t ng.  Ng i ta coi bn loi a 
din u d dng l t din,  hnh lp ph ng, hnh bt din u v  hnh hai 
m i mt u,  theo th t t ng tr ng cho la,  t,  khng kh v n c,  l  
bn yu t c bn (theo quan nim ca thi by gi) to nn mi vt.  Cn 
hnh m i hai mt u t ng tr ng cho ton th v tr.  
 

 

      

Sau ny ng i ta cn tm thy cc hnh a din u xut hin trong t nhin 
d i dng tinh th ca nhiu hp cht.  Chng hn tinh th ca cc cht 
sodium sulphantimoniate,  mui n,  chrome alum c dng  t ng ng l  khi 
t din,  khi lp ph ng, khi bt din u.  Cn hai loi hnh a din u 
phc tp hn l  hnh m i hai mt u v hnh hai m i mt u,  xut hin 
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trong khung x ng ca mt s vi sinh vt bin v d :  circogonia icosahedra 
v  circorrhegma dodecahedra.  

Cc hnh a din u l nhng hnh c tm, trc hoc mt phng i xng.  
Vic nghin cu cc php bin hnh bin mi hnh a din u thnh chnh n 
 t nn mng cho l thuyt v cc nhm hu hn, mt h ng nghin cu 
quan trng ca i s.  L thuyt ny c nhiu ng dng trong vic nghin cu 
cc dng tinh th ca cc hp cht ho hc.  

 

Mt s vi  sinh vt bin  
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3. khi  nim v TH TCH CA KHI A DIN 

 

 

 

 

 

Th tch ca mt khi a din hiu theo ngha thng th ng l  s o  ln 
phn khng gian m  n chim ch.  T xa x a con ng i  tm cch o th 
tch ca cc khi vt cht trong t nhin.  i vi nhng vt th lng, nh  khi 
n c trong mt ci b cha, ng i ta c th dng nhng ci thng c kch 
th c nh hn  ong.  i vi nhng vt rn c kch th c nh ng i ta c 
th th chng vo mt ci thng  y n c ri o l ng n c tro ra.. .  Tuy 
nhin trong thc t c nhiu vt th khng th o  c bng nhng cch trn.  
Chng hn  o th tch ca kim t thp Ai Cp ta khng th nhng n vo 
n c hay chia nh n ra  c.  V vy ng i ta tm cch thit lp nhng cng 
thc tnh th tch ca mt s khi a din n gin khi bit kch th c ca 
chng, ri t  tm cch tnh th tch ca cc khi a din phc tp hn.  
 

I-  Khi nim v th tch khi a din 

Ng i ta chng minh  c rng :  c th t t ng ng cho mi khi a din 

(H)  mt s d ng duy nht ( )HV  tho mn cc tnh cht sau :  

a)  Nu (H)  l  khi lp ph ng c cnh bng 1  th ( )HV = 1 .  

b)  Nu hai khi a din 1( )H  v  2( )H  bng nhau th  ( )1 2( ) .H HV V=  

c)  Nu khi a din (H)   c phn chia thnh hai khi a din 1( )H  v 2( )H  

th :  ( )1 2( ) ( ) .HH HV V V= +  

S d ng ( )HV ni trn  c gi l  th tch  ca khi a din (H).   S  cng 

 c gi l  th tch ca hnh a din gii hn khi a din (H).  

Khi lp ph ng c cnh bng 1   c gi l khi lp ph ng n v.  

By gi ta s xt th tch ca khi hp ch nht c ba kch th c l  a,  b,  c.  
 

V d.  Tnh th tch ca khi hp ch nht c ba kch th c l nhng s 
nguyn d ng.  
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 ( 0H )    ( 1H )                    ( 2H )            (H)  

 
 

 

Gi 0( )H  l  khi lp ph ng n v.   

 Gi 1( )H  l khi hp ch nht c ba kch th c a  = 5,  b  = 1 ,  c  = 1 .  

1  C th chia 1( )H  thnh  bao nhiu  khi  lp ph ng bng 0( )H  ?  

Khi  ta c = =

1 0( ) ( )5. 5.H HV V  

  Gi 2( )H  l   khi hp ch nht c ba kch th c a  = 5,  b  = 4,  c  = 1 .  

2 C th chia 2( )H  thnh  bao nhiu  khi  hp ch nht bng  1( )H ? 
 

Khi  ta c = = =

2 1( ) ( )4. 4.5 20.H HV V  

  Gi (H)  l  khi hp ch nht c ba kch th c a  = 5,  b  = 4,  c  = 3.  

3 C th chia (H)  thnh bao nhiu  khi  hp ch nht bng  2( )H ? 

Khi  ta c =

2( ) ( )3.H HV V  = 3.4.5  = 60 (h.1 .25).  

Lp lun t ng t nh  trn,  ta suy ra :  th tch ca khi hp ch nht (H)  c 

ba kch th c l  nhng s nguyn d ng a,  b,  c   l ( )HV = abc.  

Ng i ta chng minh  c rng cng thc trn cng ng i vi hnh hp 
ch nht c ba kch th c l  nhng s d ng.  Ta c nh l sau :  

nh l 

Th tch ca mt khi hp ch nht bng tch ba kch th c 
ca n.  

Hnh 1.25 
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II-  Th tch khi lng tr 

Nu ta xem khi hp ch nht  ABCD.A'B'C'D' nh  l  khi lng tr c y l  
hnh ch nht A'B'C'D' v  ng cao AA' th t nh l trn suy ra th tch ca 
n bng din tch y nhn vi chiu cao.  Ta c th chng minh  c rng 
iu  cng ng i vi mt khi lng tr bt k (h.1 .26).   
 

                  

Hnh 1 .26 

 

 

 

 

nh l 

Th tch khi lng tr c din tch y B v  chiu cao h l   

V = Bh.  
 

 

 

 

 

III-  Th tch khi chp 

i vi khi chp, ng i ta chng minh  c nh l sau :  
 

nh l 

Th tch khi chp c din tch y B v  chiu cao h l  

V = 
1

3
Bh .  

 

 

Ta cng gi th tch cc khi a din,  khi lng tr,  khi chp  ni  trn 
ln l t l th tch cc hnh a din,  hnh lng tr,  hnh chp xc nh chng.  
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4   Kim t thp K-p  Ai Cp  (h.1 .27)  c xy dng vo khong 2500 nm tr c Cng 
nguyn.  Kim t thp ny l  mt khi chp t gic u c chiu cao 1 47 m,  cnh y 
di  230 m.  Hy tnh th tch ca n.  

 

Hnh 1 .27 

V d  

Cho hnh lng tr tam gic ABC.A'B'C'.  Gi E  v  F ln l t l  trung im ca 
cc cnh AA' v  BB'.   ng thng CE  ct  ng thng C'A' ti E'.   ng 
thng CF  ct  ng thng C'B' ti F'.  Gi V l  th tch khi lng tr 
ABC.A'B'C'.  

a)  Tnh th tch khi chp C.ABFE theo V.  

b)  Gi khi a din (H)  l  phn cn li ca khi lng tr ABC.A'B'C' sau khi 
ct b i khi chp C.ABFE.  Tnh t s th tch ca (H)  v  ca khi chp 
C.C'E'F'.  

a)  Hnh chp C.A'B'C' v  hnh lng tr ABC.A'B'C' c y v   ng cao bng 

nhau nn .
1

.
3C A B CV V   =  T  suy ra .

1 2
.

3 3C ABB AV V V V  =  =  

Do EF l   ng trung bnh ca hnh bnh hnh ABB'A' nn din tch ABFE  

bng na din tch ABB'A'.  Do  .
1

2C ABFEV = . ' '
1

3C ABB AV V=  (h.1 .28).  
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Hnh 1.28 

b) p dng cu a)  ta c ( ) . .
1 2

.
3 3H ABC A B C C ABFEV V V V V V  =  =  =  

V EA' song song v bng 
1

2
CC' nn theo nh l Ta-lt,  A' l  trung im ca 

E'C'.  T ng t,  B' l trung im ca F'C'.  Do  din tch tam gic C'E'F' gp 

bn ln din tch tam gic A'B'C'.  T  suy ra . .4C E F C C A B CV V     =  = 
4

3
V.  

Do   
( )

.

H

C E F C

V

V   

 = 
1

2
   

 

B I TP 

1.  Tnh th tch khi t din u cnh a.  

2.  Tnh th tch khi bt din u cnh a.  

3.  Cho hnh hp ABCD.A'B'C'D'.  Tnh t s th tch ca khi hp  v th tch 
ca khi t din ACB'D'.  

4.  Cho hnh chp S.ABC.  Trn cc on thng SA,  SB,  SC  ln l t ly ba im 

A',  B',  C' khc vi S.  Chng minh rng .

.

S A B C

S ABC

V SA SB SC

V SA SB SC

     
=     
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5.  Cho tam gic ABC  vung cn  A  v AB = a.  Trn  ng thng qua C v vung 
gc vi mt phng (ABC) ly im D  sao cho CD = a.  Mt phng qua C vung 
gc vi BD,  ct BD  ti F v ct AD  ti E.  Tnh th tch khi t din CDEF theo a.   

6. Cho hai  ng thng cho nhau d v  d'.  on thng AB  c  di a  tr t trn 
d,  on thng CD c  di b  tr t trn d'.  Chng minh rng khi t din 
ABCD  c th tch khng i.  

 

N TP CHNG I 
 

1.   Cc nh, cnh, mt ca mt a din phi tho mn nhng tnh cht no ? 

2.   Tm mt hnh to bi cc a gic nh ng khng phi l  mt a din.  

3.   Th no l mt khi a din li ?  Tm v d trong thc t m t mt khi a 
din li,  mt khi a din khng li.  

4.   Cho hnh lng tr v  hnh chp c din tch y v  chiu cao bng nhau.  Tnh 
t s th tch ca chng.  

5.   Cho hnh chp tam gic O.ABC  c ba cnh OA,  OB,  OC  i mt vung gc   
vi nhau v  OA = a,  OB = b,  OC = c.  Hy tnh  ng cao OH ca hnh chp.  

6. Cho hnh chp tam gic u S.ABC  c cnh AB  bng a.  Cc cnh bn SA,  SB,  SC 

to vi y mt gc o60 .  Gi D  l giao im ca SA  vi mt phng qua BC  v 
vung gc vi SA.  

a)  Tnh t s th tch ca hai khi chp S.DBC  v  S.ABC.  

b)  Tnh th tch ca khi chp S.DBC.  

7. Cho hnh chp tam gic S.ABC  c AB  = 5a,  BC  = 6a,  CA  = 7a.  Cc mt bn 

SAB,  SBC,  SCA  to vi y mt gc o60 .  Tnh th tch ca khi chp .  

8.  Cho hnh chp S.ABCD  c y ABCD  l  hnh ch nht,  SA  vung gc vi y 
v  AB  = a,  AD  = b,  SA  = c.  Ly cc im B',  D' theo th t thuc SB,  SD  sao 
cho AB' vung gc vi SB,  AD' vung gc vi SD.  Mt phng (AB'D')  ct SC  
ti C'.  Tnh th tch khi chp S.AB'C'D'.  

9. Cho hnh chp t gic u S.ABCD, y l  hnh vung cnh a,  cnh bn to vi 

y mt gc o60 .  Gi M l  trung im SC.  Mt phng i qua AM v song song 
vi BD,  ct SB  ti E  v ct SD  ti F.  Tnh th tch khi chp S.AEMF.  
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10. Cho hnh lng tr ng tam gic ABC.A'B'C' c tt c cc cnh u bng a.  

a)  Tnh th tch khi t din A'BB'C.  

b)   Mt phng i qua A'B' v  trng tm tam gic ABC,  ct AC  v  BC  ln l t ti 
E  v  F.  Tnh th tch hnh chp C.A'B'FE.  

11. Cho hnh hp ABCD.A'B'C'D'.  Gi E  v  F  theo th t l  trung im ca cc 
cnh BB' v DD'.  Mt phng (CEF)  chia khi hp trn lm hai khi a din.  
Tnh t s th tch ca hai khi a din .  

12. Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' cnh a.  Gi M l  trung im ca A'B',  N  
l trung im ca BC.  

a)  Tnh th tch khi t din ADMN.  

b)  Mt phng (DMN)  chia khi lp ph ng  cho thnh hai khi a din.  Gi 
(H)  l  khi a din cha nh A,  (H')  l khi a din cn li.  

 Tnh t s  

( )

( )

H

H

V

V
 

 

 

 

 

 

CU HI TRC NGHIM CHNG I 

1. Trong cc mnh  sau, mnh  no ng ? 

(A) S nh v  s mt ca mt hnh a din lun bng nhau ;  

(B) Tn ti hnh a din c s nh v  s mt bng nhau ;  

(C) Tn ti mt hnh a din c s cnh bng s nh ;  

(D) Tn ti mt hnh a din c s cnh v mt bng nhau.  

2. Trong cc mnh  sau, mnh  no ng ? 

S cc nh hoc s cc mt ca bt k hnh a din no cng :  

(A) Ln hn hoc bng 4 ;     (B) Ln hn 4 ;  

(C) Ln hn hoc bng 5  ;     (D) Ln hn 5.  

3. Trong cc mnh  sau, mnh  no ng ? 

S cc cnh ca hnh a din lun lun :  

(A) Ln hn hoc bng 6 ;     (B) Ln hn 6 ;  

(C) Ln hn 7 ;       (D) Ln hn hoc bng 8.  
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4.  Trong cc mnh  sau, mnh  no sai ?   

(A) Khi t din l  khi a din li ;  

(B) Khi hp l  khi a din li ;   

(C) Lp ghp hai khi hp s  c mt khi a din li ;   

(D) Khi lng tr tam gic l khi a din li.   

5. Trong cc mnh  sau, mnh  no sai ?  

(A) Hai khi chp c din tch y v chiu cao t ng ng bng nhau th c 
th tch bng nhau.  

(B) Hai khi hp ch nht c din tch ton phn bng nhau th c th tch 
bng nhau.  

(C) Hai khi lng tr c din tch y v  chiu cao t ng ng bng nhau th c 
th tch bng nhau.  

(D) Hai khi lp ph ng c din tch ton phn bng nhau th c th tch bng nhau. 

6. Cho hnh chp S.ABC.  Gi A' v B' ln l t l  trung im ca SA  v  SB.  Khi  
t s th tch ca hai khi chp S.A'B'C  v  S.ABC  bng :   

(A) 
1

2
 ;    (B) 

1

3
 ;    (C)

1

4
 ;     (D) 

1

8
 

7.  Cho hnh chp S.ABCD.  Gi A',  B',  C',  D' theo th t l trung im ca SA,  SB,  
SC,  SD.  T s th tch ca hai khi chp S.A'B'C'D' v  S.ABCD  bng :  

(A) 
1

2
 ;    (B) 

1

4
 ;    (C)

1

8
 ;     (D) 

1

16
 

8.   Th tch ca khi lng tr tam gic u c tt c cc cnh bng a  l  :  

(A)  32

3
a  ;    (B)   32

4
a  ;   (C)  33

2
a  ;   (D)  33

.
4

a  

9. Cho hnh hp ABCD.A'B'C'D'.  T s th tch ca khi t din ACB'D' v  khi 
hp ABCD.A'B'C'D' bng :  

(A) 
1

2
 ;    (B) 

1

3
 ;    (C) 

1

4
 ;     (D) 

1

6
 

10. Cho hnh hp ABCD.A'B'C'D',  gi O  l  giao im ca AC  v BD.   

T s th tch ca khi chp O.A'B'C'D' v  khi hp ABCD.A'B'C'D' bng :  

(A) 
1

2
 ;    (B) 

1

3
 ;    (C) 

1

4
 ;     (D) 

1

6
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 Mt trn xoay 

 Mt nn trn xoay,  mt tr  trn xoay 

 Mt cu 
 

 

 
 

L m  gm trn  b n  xoay 

CHNG   II 
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1.  Khi  nim v mt trn xoay 

I-  s to th nh Mt trn xoay 

Xung quanh chng ta c nhiu vt th m mt ngoi c hnh dng l nhng 
mt trn xoay nh  bnh hoa,  nn l,  ci bt (chn) n cm, ci cc (li)  ung 
n c,  mt s chi tit my (h.2.1 )  Nh c bn xoay vi s kho lo ca i 
bn tay,  ng i th gm c th to nn nhng vt dng c dng trn xoay bng 
t st.  Da vo s quay trn ca trc my tin,  ng i th c kh c th to 
nn nhng chi tit my bng kim loi c dng trn xoay.  Vy cc mt trn 
xoay  c hnh thnh nh  th no ?  Sau y chng ta s tm hiu nhng tnh 
cht hnh hc ca mt trn xoay.  
 

 

 

 

 

    

Hnh 2.1  
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Trong khng gian cho mt phng (P)  cha 

 ng thng   v mt  ng C.  Khi quay 

mt phng (P)  quanh   mt gc 360o  th 

mi im M trn  ng C vch ra mt 

 ng trn c tm O  thuc   v nm trn 
mt phng vung gc vi  .  Nh  vy khi 
quay mt phng (P)  quanh  ng thng   

th  ng C s to nn mt hnh  c gi l 

mt trn xoay  (h.2.2).   

 ng C  c gi l  ng sinh  ca mt 

trn xoay .   ng thng     c gi l 
trc  ca mt trn xoay.  

1  Hy nu  tn  mt s  vt m  mt ngo i  c 
hnh  dng l  cc mt trn  xoay.  

 

II-  Mt nn trn xoay 

1.  nh ngha 

Trong mt phng (P) cho hai 
 ng thng d v    ct nhau 

ti im O v  to thnh gc   

vi o o0 90 .< <  Khi quay mt 

phng (P) xung quanh   th 
 ng thng d sinh ra mt mt 
trn xoay  c gi l  mt nn 
trn xoay nh O.  Ng i ta 
th ng gi tt mt nn trn 
xoay l  mt nn.   ng thng 
  gi l  trc,   ng thng d gi 

l   ng sinh v  gc 2  gi l  
gc  nh ca mt nn  
(h.2.3).  

        Hnh 2.3 

Hnh 2.2 
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2.  Hnh nn trn xoay v  khi nn trn xoay 

a) Cho tam gic OIM vung ti I (h.2.4).  Khi 
quay tam gic  xung quanh cnh gc vung 
OI th  ng gp khc OMI to thnh mt 
hnh  c gi l hnh nn trn xoay,  gi tt l 
hnh nn.  

Hnh trn tm I sinh bi cc im thuc cnh 
IM khi IM quay quanh trc OI  c gi l mt 
y  ca hnh nn, im O  gi l nh  ca hnh 
nn.   di on OI gi l chiu cao  ca hnh 
nn,  cng l khong cch t O  n mt 
phng y.   di on OM gi l  di 
 ng sinh  ca hnh nn.  Phn mt trn xoay 
 c sinh ra bi cc im trn cnh OM khi 
quay quanh trc OI gi l mt xung quanh  ca 
hnh nn .   

b)  Khi nn trn xoay  l phn khng gian  c gii hn bi mt hnh nn 
trn xoay k c hnh nn .  Ng i ta cn gi tt khi nn trn xoay l khi 
nn.  Nhng im khng thuc khi nn  c gi l nhng im ngoi  ca 
khi nn.  Nhng im thuc khi nn nh ng khng thuc hnh nn ng vi 
khi nn y  c gi l nhng im trong ca khi nn.  Ta gi nh, mt 
y,   ng sinh ca mt hnh nn theo th t l nh,  mt y,   ng sinh  
ca khi nn t ng ng.  

3.  Din tch xung quanh ca hnh nn trn xoay 

a) Mt hnh chp  c gi l ni tip  mt hnh nn nu y ca hnh chp l 
a gic ni tip  ng trn y ca hnh nn v nh ca hnh chp l nh 
ca hnh nn.  Khi  ta cn ni hnh nn ngoi tip  hnh chp.  Ta c nh 
ngha sau :  

Din tch xung quanh ca hnh nn trn xoay l  gii hn ca 
din tch xung quanh ca hnh chp u ni tip hnh nn  
khi s cnh y tng ln v hn.  

 

b) Cng thc tnh din tch xung quanh ca hnh nn 

Gi p  l chu vi y ca hnh chp u ni tip hnh nn v q  l khong cch 
t nh O  ti mt cnh y ca hnh chp u  th din tch xung quanh ca 

hnh chp u l 
1

2
=xqS pq.  (h.2.5)   

Hnh 2.4 
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Khi cho s cnh y ca hnh chp u tng 
ln v hn th p  c gii hn l  di  ng 
trn y bn knh r ca hnh nn, q  c gii 
hn l  di  ng sinh l  ca hnh nn.  Khi 
 ta tnh  c din tch xung quanh ca 
hnh nn theo cng thc :  
 

=xqS rl  

Vy :  Din tch xung quanh ca hnh nn 
trn xoay bng mt na tch ca  di 
 ng trn y v   di  ng sinh.  

 Ch .  Din tch xung quanh ca hnh nn trn xoay cng l din tch xung 
quanh ca khi nn  c gii hn bi hnh nn .  

Ng i ta gi tng din tch xung quanh v din tch y l din tch ton phn  
ca hnh nn.  

Nu ct mt xung quanh ca hnh nn trn xoay theo mt  ng sinh ri tri 
ra trn mt mt phng th ta s  c mt hnh qut c bn knh bng  di 
 ng sinh ca hnh nn v mt cung trn c  di bng chu vi  ng trn 
y ca hnh nn.  Ta c th xem din tch hnh qut ny l din tch xung 
quanh ca hnh nn.  (h.2.6) 

 

Hnh 2.6 

4.  Th tch khi nn trn xoay 

a) Mun tnh th tch khi nn trn xoay ta da vo nh ngha sau y:  

Th tch ca khi nn trn xoay l  gii hn ca th tch khi 
chp u ni tip khi nn  khi s cnh y tng ln v hn.  

Hnh 2.5 
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b) Cng thc tnh th tch khi nn trn xoay  

Ta bit rng th tch ca khi chp bng 
1

3
 tch ca din tch a gic y v 

chiu cao ca khi chp  (chiu cao ny cng l chiu cao ca khi nn).  
Khi cho s cnh y ca khi chp u tng ln v hn th din tch a gic 
y ca khi chp u  c gii hn l din tch hnh trn y ca khi nn 
trn xoay.  Do  ta tnh  c th tch ca khi nn trn xoay nh  sau :  

Gi V l th tch ca khi nn trn xoay c din tch y B  v chiu cao h,  
ta c cng thc :   

1

3
= V h  

Nh  vy,  nu bn knh y bng r th B  = 2 ,r  khi  :   21
.

3
V r h=  

5.  V d 

Trong khng gian cho tam gic vung OIM vung ti I,  gc IOM = o30  v 

cnh IM = a.  Khi quay tam gic OIM quanh cnh gc vung OI th  ng gp 
khc OMI to thnh mt hnh nn trn xoay.   

a)  Tnh din tch xung quanh ca hnh nn trn xoay .  

b)  Tnh th tch ca khi nn trn xoay  c to nn bi hnh nn trn xoay 
ni trn.  

a)  Hnh nn trn xoay  c to nn c bn knh 
y l a  v c  di  ng sinh OM = 2a.  

Vy din tch xung quanh ca hnh nn l :  

2.2 2  = = =xqS rl a a a  (h.2.7).  

b) Khi nn trn xoay c chiu cao h  = OI = 3a  

v c din tch hnh trn y l 2
 a .  

Vy khi nn trn xoay c th tch l :   

3
21 3
. 3

3 3


= = 

a
V a a  

Hnh 2.7 
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2  Ct mt xung quanh  ca mt hnh  nn  trn  xoay dc theo mt  ng sinh  ri  tri  ra 
trn  mt phng  ta  c mt na hnh  trn  bn  knh  R.  Hi  hnh  nn  c bn knh  
r ca  ng trn  y v  gc  nh  ca hnh  nn  bng bao nhiu  ? 

 

 

III-  Mt tr trn xoay 

1.  nh ngha 

Trong mt phng (P) cho hai 
 ng thng  v  l song song 
vi nhau, cch nhau mt 
khong bng r.  Khi quay mt 
phng (P) xung quanh  th 
 ng thng l sinh ra mt mt 
trn xoay  c gi l  mt tr 
trn xoay.  Ng i ta th ng 
gi tt mt tr trn xoay l  
mt tr.   ng thng  gi 
l  trc,   ng thng l l  
 ng sinh v  r l  bn knh 
ca mt tr  (h.2.8).  

 

 

 

2.  Hnh tr trn xoay v  khi tr trn xoay  

a) Ta hy xt hnh ch nht ABCD.  Khi quay hnh 
 xung quanh  ng thng cha mt cnh, chng 
hn cnh AB,  th  ng gp khc ADCB  to thnh 
mt hnh  c gi l hnh tr trn xoay  hay cn 
 c gi tt l hnh tr  (h.2.9).  

Khi quay quanh AB,  hai cnh AD  v BC  s vch ra 
hai hnh trn bng nhau gi l hai y  ca hnh tr,  
bn knh ca chng gi l bn knh  ca hnh tr.  
 di on CD  gi l  di  ng sinh  ca hnh 
tr,  phn mt trn xoay  c sinh ra bi cc im 
trn cnh CD  khi quay quanh AB  gi l mt xung 
quanh  ca hnh tr.  Khong cch AB  gia hai mt 
phng song song cha hai y l chiu cao ca 
hnh tr.   

Hnh 2.8 

Hnh 2.9 
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Cc chi  tit my c dng hnh  tr  

b) Khi tr trn xoay  l phn khng 
gian  c gii hn bi mt hnh tr 
trn xoay k c hnh tr .  Khi tr 
trn xoay cn  c gi tt l khi tr.  
Nhng im khng thuc khi tr 
 c gi l nhng im ngoi  ca 
khi tr.  Nhng im thuc khi tr 
nh ng khng thuc hnh tr gi l 
nhng im trong ca khi tr.  Ta 
gi mt y,  chiu cao,  ng sinh,  
bn knh  ca mt hnh tr theo th t 
l mt y,  chiu cao,   ng sinh,  
bn knh  ca khi tr t ng ng.   

3.  Din tch xung quanh ca hnh tr trn xoay 

a) Mt hnh lng tr gi l ni tip  mt hnh tr nu hai y ca hnh lng tr 
ni tip hai  ng trn y ca hnh tr.  Khi  ta cn ni hnh tr ngoi tip  
hnh lng tr.  Ta c nh ngha sau :  

Din tch xung quanh ca hnh tr trn xoay l  gii hn ca 
din tch xung quanh ca hnh lng tr u ni tip hnh tr 
 khi s cnh y tng ln v hn.   

 

 

b) Cng thc tnh din tch xung quanh ca hnh tr 

Gi p  l chu vi y ca hnh lng tr u ni tip 
hnh tr v h  l chiu cao ca hnh lng tr  th 
din tch xung quanh ca hnh lng tr u l :  

xqS  = ph  (h.2.10).  

Khi cho s cnh y ca hnh lng tr u tng ln 
v hn th p  c gii hn l chu vi hnh trn y 
bn knh r ca hnh tr,  chiu cao h  bng  di 
 ng sinh l  ca hnh tr.  Khi  ta tnh  c din 
tch xung quanh ca hnh tr theo cng thc :  

2= xqS rl  

Vy :  Din tch xung quanh ca hnh tr trn xoay bng tch ca  di 
 ng trn y v   di  ng sinh.  

Hnh 2.10 
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 Ch .  Din tch xung quanh ca hnh tr trn xoay cng l din tch xung 
quanh ca khi tr  c gii hn bi hnh tr .  

Ng i ta gi tng din tch xung quanh v din tch ca hai y l din tch 
to n phn  ca hnh tr.  

Nu ct mt xung quanh ca hnh tr theo mt  ng sinh, ri tri ra trn mt 
mt phng th ta s  c mt hnh ch nht c mt cnh bng  ng sinh l v 
mt cnh bng chu vi ca  ng trn y.   di  ng sinh l bng chiu cao h  
ca hnh tr.  Khi  din tch hnh ch nht bng din tch xung quanh ca 
hnh tr.  (h.2.11 )   

 

Hnh 2.11  

4.  Th tch khi tr trn xoay 

a) Mun tnh th tch khi tr trn xoay ta da vo nh ngha sau y :  

Th tch ca khi tr trn xoay l  gii hn ca th tch khi lng 
tr u ni tip khi tr  khi s cnh y tng ln v hn.  

b) Cng thc tnh th tch khi tr trn xoay 

Ta bit rng th tch ca khi lng tr bng tch ca din tch a gic y v 
chiu cao ca khi lng tr .  Khi cho s cnh y ca khi lng tr u 
tng ln v hn th din tch ca a gic y ca khi lng tr u c gii hn 
l din tch ca hnh trn y ca khi tr trn xoay.  Do  ta tnh  c th 
tch ca khi tr trn xoay nh  sau :  

Gi V  l th tch ca khi tr trn xoay c din tch y B  v chiu cao h,  ta 
c cng thc :  

hV = B  
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Nh  vy,  nu bn knh y bng r th 2 ,B r=  khi  :  =
2

V r h .  

3  Cho hnh  lp ph ng ABCD.A'B'C'D' cnh a.  Tnh  din  tch  xung quanh  ca hnh  
tr  v  th tch  ca khi  tr  c hai  y l  hai  hnh  trn  ngoi  tip hai  hnh  vung 
ABCD  v  A'B'C'D'.  

5.  V d 

Trong khng gian cho hnh vung ABCD  cnh a.  Gi I v H ln l t l trung 
im ca cc cnh AB  v CD.  Khi quay hnh vung  xung quanh trc IH ta 
 c mt hnh tr trn xoay.  

a)  Tnh din tch xung quanh ca hnh tr trn xoay .  

b)  Tnh th tch ca khi tr trn xoay  c gii hn bi hnh tr ni trn.  

a)  Hnh tr trn xoay c bn knh y r  = 
2

a
 v  ng sinh l  = a.  Do  din 

tch xung quanh ca hnh tr l :  

22 2
2

a
a a  = =  =xqS rl  (h.2.12).  

b) Th tch ca khi tr trn xoay  c tnh theo cng thc :  

2
2 31

.
2 4

a
a a  


= = = 

 
V r h .   

 

Hnh 2.12 
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B i tp  

1.  Cho  ng trn tm O  bn knh r nm trn mt phng (P).  T nhng im M 
thuc  ng trn ny ta k nhng  ng thng vung gc vi (P).  Chng minh 
rng nhng  ng thng nh  vy nm trn mt mt tr trn xoay.  Hy xc 
nh trc v bn knh ca mt tr .  

2.  Trong mi tr ng hp sau y,  hy gi tn cc hnh trn xoay hoc khi trn 
xoay sinh ra bi :  

a)  Ba cnh ca hnh ch nht khi quay quanh  ng thng cha cnh th t .  

b)  Ba cnh ca mt tam gic cn khi quay quanh trc i xng ca n.  

c)  Mt tam gic vung k c cc im trong ca tam gic vung  khi quay 
quanh  ng thng cha mt cnh gc vung.  

d)  Mt hnh ch nht k c cc im trong ca hnh ch nht  khi quay 
quanh  ng thng cha mt cnh.  

3.  Cho hnh nn trn xoay c  ng cao h  = 20 cm, bn knh y r = 25  cm.  

a)  Tnh din tch xung quanh ca hnh nn  cho.  

b)  Tnh th tch ca khi nn  c to thnh bi hnh nn .  

c)  Mt thit din i qua nh ca hnh nn c khong cch t tm ca y n 
mt phng cha thit din l 12 cm.  Tnh din tch thit din .  

4.  Trong khng gian cho hai im A,  B  c nh v c  di AB  = 20 cm.  Gi d l 
mt  ng thng thay i lun lun i qua A  v cch B  mt khong bng 
10 cm.  Chng t rng  ng thng d lun lun nm trn mt mt nn, hy xc 
nh trc v gc  nh ca mt nn .  

5.  Mt hnh tr c bn knh y r = 5  cm v c khong cch gia hai y bng 7 cm. 

a)  Tnh din tch xung quanh ca hnh tr v th tch ca khi tr  c to nn.  

b)  Ct khi tr bi mt mt phng song song vi trc v cch trc 3  cm.  Hy 
tnh din tch ca thit din  c to nn.  

6.  Ct mt hnh nn bng mt mt phng qua trc ca n ta  c thit din l mt 
tam gic u cnh 2a.  Tnh din tch xung quanh v th tch ca hnh nn .  

7.   Mt hnh tr c bn knh r v chiu cao h  = r 3.  

a)  Tnh din tch xung quanh v din tch ton phn  ca hnh tr.  

b)  Tnh th tch khi tr to nn bi hnh tr  cho.  
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c)  Cho hai im A  v B  ln l t nm trn hai  ng trn y sao cho gc gia 

 ng thng AB  v trc ca hnh tr bng o30 .  Tnh khong cch gia 
 ng thng AB  v trc ca hnh tr.  

8.   Mt hnh tr c hai y l hai hnh trn (O  ;  r) v (O' ;  r).  Khong cch gia hai 

y l OO' = r 3.  Mt hnh nn c nh l O' v c y l hnh trn (O  ;  r).  

a)  Gi 1S  l din tch xung quanh ca hnh tr v 2S l din tch xung quanh 

ca hnh nn, hy tnh t s 1

2

S

S
 

b)  Mt xung quanh ca hnh nn chia khi tr thnh hai phn, hy tnh t s th 
tch hai phn .  

9.  Ct hnh nn nh S bi mt phng i qua trc ta  c mt tam gic vung cn 

c cnh huyn bng 2.a  

a)  Tnh din tch xung quanh, din tch y v th tch ca khi nn t ng ng.  

b) Cho dy cung BC  ca  ng trn y hnh nn sao cho mt phng (SBC) to 

vi mt phng cha y hnh nn mt gc o60 .  Tnh din tch tam gic SBC.  

10.  Cho hnh tr c bn knh r v c chiu cao cng bng r.  Mt hnh vung ABCD  
c hai cnh AB  v CD  ln l t l cc dy cung ca hai  ng trn y, cn cnh 
BC  v AD  khng phi l  ng sinh ca  hnh tr.  Tnh din tch ca hnh vung 
 v csin ca gc gia mt phng cha hnh vung v mt phng y.   
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2. Mt cu 

 

Hnh 2.13 

Trong i sng hng ngy chng ta th ng thy hnh nh ca mt cu thng 
qua hnh nh b mt ca qu bng bn, ca vin bi,  ca m hnh qu a cu,  
ca qu bng chuyn (h.2.13),  v.v.. .  Sau y chng ta s tm hiu, nghin cu 
nhng tnh cht hnh hc ca mt cu.   
 

 

I-  mt cu v  cc khi nim lin quan n mt cu 

1.  Mt cu 

Tp hp nhng im M trong khng gian cch im O c 
nh mt khong khng i bng r (r >  0)  c gi l  mt 
cu tm O bn knh r (h.2.14).  

 

 

 

Ng i ta th ng k hiu mt cu tm O  bn 
knh r l S(O ; r)  hay vit tt l (S).  Nh  vy 

ta c mt cu S(O  ;  r)   ={ }| =M OM r .  

  Nu hai im C, D  nm trn mt cu S(O ;  r) 
th on thng CD  (h.2.15a)  c gi l dy 
cung ca mt cu .   

Hnh 2.14 
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 Dy cung AB  i qua tm O   c gi l mt  ng knh  ca mt cu.  Khi  
 di  ng knh bng 2r (h.2.15b).  

               

a)                        b)  

Hnh 2.15 

Mt mt cu  c xc nh nu bit tm v bn knh ca n hoc bit mt 
 ng knh ca mt cu .  

2.  im nm trong v  nm ngoi mt cu.  Khi cu 

Cho mt cu tm O  bn knh r v A  l mt im bt k trong khng gian.  

 Nu OA  = r th ta ni im A  nm trn  mt cu  S(O  ;  r).  

 Nu OA  < r th ta ni im A  nm trong mt cu S(O  ;  r).  

 Nu OA  > r th ta ni im A  nm ngoi  mt cu S(O  ;  r).  

Tp hp cc im thuc mt cu S(O ;  r)  cng vi cc im 
nm trong mt cu   c gi l  khi cu hoc hnh cu 
tm O bn knh r.  

3.  Biu din mt cu  

Ng i ta th ng dng php chiu vung gc ln 
mt phng  biu din mt cu.  Khi  hnh biu 
din ca mt cu l mt hnh trn.  

Mun cho hnh biu din ca mt cu  c trc 
quan ng i ta th ng v thm hnh biu din ca 
mt s  ng trn nm trn mt cu  (h.2.16).   

4.   ng kinh tuyn v  v tuyn ca mt cu 

Ta c th xem mt cu nh  l mt trn xoay  c to nn bi mt na  ng 
trn quay quanh trc cha  ng knh ca na  ng trn .  Khi  giao 

Hnh 2.16 
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tuyn ca mt cu vi cc na mt phng c b l trc ca mt cu  c gi 
l kinh tuyn  ca mt cu,  giao tuyn (nu c) ca mt cu vi cc mt phng 
vung gc vi trc  c gi l v tuyn  ca mt cu.  Hai giao im ca mt 
cu vi trc  c gi l hai cc  ca mt cu (h.2.17).  
 

 

Hnh 2.17 

1  Tm tp hp tm cc mt cu  lun  lun  i  qua hai  im c nh  A  v  B  cho tr c.  
 

 

II-  Giao ca mt cu v  mt phng 

 Cho mt cu S(O  ;  r)  v mt phng (P).  Gi H l hnh chiu vung gc ca 
O  ln mt phng (P).  Khi  h  = OH l khong cch t  O  ti mt phng (P).  
Ta c ba tr ng hp sau :   

1.  Tr ng hp h > r 

Nu M l mt im bt k trn mt 
phng (P)  th OM OH.  T  suy ra 
OM > r.  Vy mi im M thuc mt 
phng (P)  u nm ngoi mt cu.  Do 
 mt phng (P) khng c im 
chung vi mt cu  (h.2.18).  

Hnh 2.18 
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2.  Tr ng hp h = r 

Trong tr ng hp ny im H thuc mt cu S(O  ;  r).  Khi  vi mi im M 
thuc mt phng (P)  nh ng khc vi H ta lun lun c :  

OM > OH  = r  nn OM > r.  

Nh  vy H l im chung duy nht ca mt cu S(O  ;  r)  v mt phng (P).  
Khi  ta ni  mt phng (P) tip xc vi mt cu  S(O  ;  r)  ti H (h.2.19).  

 

Hnh 2.19 

im H gi l tip im  ca mt cu S(O  ;  r)  v mt phng (P),  mt phng 
(P)  gi l mt phng tip xc  hay tip din  ca mt cu.  Vy ta c :   

iu kin cn v    mt phng (P) tip xc vi mt cu 
S(O ;  r)  ti im H l  (P) vung gc vi bn knh OH ti 
im H .  

3.  Tr ng hp h < r 
 

Trong tr ng hp ny mt phng ct mt cu  theo  ng trn tm H,  bn 

knh r' = 2 2
r h  (h.2.20).  

 

Hnh 2.20 
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Tht vy, gi M l mt im thuc giao tuyn ca mt phng (P) vi mt cu 

S(O  ;  r).  Xt tam gic vung OMH ta c MH = 2 2 ,r h  do  M thuc 

 ng trn tm H nm trong mt phng (P)  v c bn knh r' = 2 2 .r h   

c bit khi h = 0 th tm O  ca mt cu thuc mt phng (P).  Ta c giao 
tuyn ca mt phng (P)  v mt cu S(O  ;  r)  l  ng trn tm O  bn knh r.  
 ng trn ny  c gi l  ng trn ln  (h.2.21 ) 
 

 

 

Hnh 2.21  

 

 

Mt phng i qua tm O  ca mt cu gi l mt phng knh  ca mt cu .   
 

 2  a) Hy xc nh   ng trn  giao tuyn ca mt cu  S(O  ;  r)  v  mt phng ()  bit 

 rng  khong cch t tm O  n  () bng  
2

r
  

b)  Cho mt cu  S(O  ;  r),  hai  mt phng ()  v  () c khong cch  n tm O  ca 
mt cu   cho ln  l t l  a  v  b (0 <  a  <  b  <  r).  Hy so snh  hai  bn  knh  ca 
cc  ng trn  giao tuyn.  

 

 

 

III- Giao ca mt cu vi  ng thng. Tip tuyn ca 
mt cu 

Cho mt cu S(O  ;  r)  v  ng thng  .   

Gi  H l hnh chiu vung gc ca tm O  trn   v d = OH l khong cch 
t O  ti  .   
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T ng t nh  trong tr ng hp mt cu v mt phng, ta c ba tr ng hp 
sau y :  

1.  Nu d > r th  khng ct mt cu S(O  ;  r)  (h.2.22),  v vi mi im M 
thuc  ta u c OM > r v nh  vy mi im M thuc  u nm ngoi 
mt cu.  

 

Hnh 2.22 

 

 

2.  Nu d = r th im H thuc mt cu S(O  ;  r).  Khi  vi mi im M thuc  
nh ng khc vi H ta lun lun c OM > OH = r nn OM > r.  Nh  vy H l 
im chung duy nht ca mt cu S(O  ;  r)  v  ng thng .  Khi  ta ni 
 ng thng  tip xc  vi mt cu S(O  ;  r)  ti  H.  im H gi l im tip 
xc  (hoc tip im)  ca  v mt cu.   ng thng  gi l tip tuyn  ca 
mt cu.  Vy ta c :   

iu kin cn v     ng thng  tip xc vi mt cu 
S(O ;  r)  ti  im H l   vung gc vi bn knh OH ti im 
H  (h.2.23).   

 

Hnh 2.23 

 

 

3.  Nu d < r th  ng thng  ct mt cu S(O  ;  r)  ti hai im M,  N phn 
bit.  Hai im  chnh l giao im ca  ng thng  vi  ng trn giao 
tuyn ca mt cu S(O  ;  r)  v mt phng (O,  )  (h.2.24).  
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Hnh 2.24 

c bit,  khi d = 0 th  ng thng  i qua tm O  v ct mt cu ti hai 
im A, B.  Khi  AB  l  ng knh ca mt cu (h.2.15b).  

Nhn xt.  Ng i ta chng minh  c rng :  

a)  Qua mt im A nm trn mt cu S(O  ;  r)  c v s tip tuyn ca mt cu 
.  Tt c cc tip tuyn ny u vung gc vi bn knh OA  ca mt cu ti 
A  v u nm trn mt phng tip xc vi mt cu ti im A   (h.2.25).   

b)  Qua mt im A  nm ngoi mt cu S(O  ;  r)  c v s tip tuyn vi mt 
cu  cho.  Cc tip tuyn ny to thnh mt mt nn nh A.  Khi   di 
cc on thng k t A  n cc tip im u bng nhau (h.2.26).   

     

Hnh 2.25            Hnh 2.26 

 Ch .  Ng i ta ni mt cu ni tip hnh a din  nu mt cu  tip xc vi 
tt c cc mt ca hnh a din,  cn ni mt cu ngoi tip hnh a din  nu 
tt c cc nh ca hnh a din u nm trn mt cu.  

Khi mt cu ni tip (ngoi tip) hnh a din,  ng i ta cng ni hnh a din 
ngoi tip  (ni tip)  mt cu.  
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3  Cho hnh  lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh bng a.  Hy xc nh  tm v  bn  knh  
mt cu  :  

a)  i  qua 8 nh  ca hnh  lp ph ng.  

b)  Tip xc vi  1 2 cnh ca hnh  lp ph ng.  

c)  Tip xc vi  6 mt ca hnh  lp ph ng.  
 

 

 

IV- Cng thc tnh din tch mt cu V  TH TCH KHI CU  

Dng ph ng php gii hn ng i ta chng minh  c cc cng thc v tnh 
din tch ca mt cu v th tch ca khi cu nh  sau :  

Mt cu bn knh r c din tch l :   

=
24S r  

Khi cu bn knh r c th tch l :   

34

3
=V r  

 Ch  

a) Din tch S ca mt cu bn knh r bng bn ln din tch hnh trn ln ca 
mt cu .  

b)  Th tch V  ca khi cu bn knh r bng th tch khi chp c din tch y 
bng din tch mt cu v c chiu cao bng bn knh ca khi cu .   

4  Cho hnh  lp ph ng ngoi  tip mt cu  bn knh  r cho tr c.  Hy tnh  th tch  ca 
hnh  lp ph ng .  
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b i tp 
 

 

 

1.   Tm tp hp tt c cc im M trong khng gian lun lun nhn on thng AB  
c nh d i mt gc vung.  

2.  Cho hnh chp t gic u S.ABCD  c tt c cc cnh u bng a.  Hy xc 
nh tm v bn knh mt cu ngoi tip hnh chp .  

3.   Tm tp hp tm cc mt cu lun lun cha mt  ng trn c nh cho tr c.  

4.   Tm tp hp tm nhng mt cu lun cng tip xc vi ba cnh ca mt tam 
gic cho tr c.  

5.   T mt im M nm ngoi mt cu S(O  ;  r)  ta k hai  ng thng ct mt cu 
ln l t ti A,  B  v C,  D.  

a)  Chng minh rng MA.MB = MC.MD.  

b)  Gi MO = d.  Tnh MA.MB  theo r v d.  

6.   Cho mt cu S(O  ;  r)  tip xc vi mt phng (P)  ti I.  Gi M l mt im nm 
trn mt cu nh ng khng phi l im i xng vi I qua tm O.  T M ta k 

hai tip tuyn ca mt cu ct (P)  ti A  v B.  Chng minh rng .=AMB AIB  

7.   Cho hnh hp ch nht ABCD.A'B'C'D' c AA' = a,  AB  = b,  AD = c.   

a)  Hy xc nh tm v bn knh ca mt cu i qua 8  nh ca hnh hp .  

b)  Tnh bn knh ca  ng trn l giao tuyn ca mt phng (ABCD)  vi mt 
cu trn.  

8.  Chng minh rng nu c mt mt cu tip xc vi 6 cnh ca mt hnh t din 
th tng  di ca cc cp cnh i din ca t din bng nhau.  

9.   Cho mt im A  c nh v mt  ng thng a  c nh khng i qua A.  Gi O  
l mt im thay i trn a.  Chng minh rng cc mt cu tm O  bn knh 
r = OA  lun lun i qua mt  ng trn c nh.  

10.  Cho hnh chp S.ABC  c bn nh u nm trn mt mt cu,  SA  = a,  SB  = b,  
SC  = c   v ba cnh SA,  SB,  SC  i mt vung gc.  Tnh din tch mt cu v 
th tch khi cu  c to nn bi mt cu .    
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n tp ch ng II 
 

1.   Cho ba im A, B,  C  cng thuc mt mt cu v cho bit o90 .=ACB  Trong 
cc khng nh sau khng nh no l ng ? 

a)   ng trn qua ba im A, B,  C  nm trn mt cu.  

b)  AB  l mt  ng knh ca mt cu  cho.  

c)  AB  khng phi l  ng knh ca mt cu.  

d) AB l  ng knh ca  ng trn giao tuyn to bi mt cu v mt phng (ABC).  

2.   Cho t din ABCD  c cnh AD  vung gc vi mt phng (ABC) v cnh BD  
vung gc vi cnh BC.  Bit AB = AD = a,  tnh din tch xung quanh v th tch 
ca khi nn  c to thnh khi quay  ng gp khc BDA  quanh cnh AB.  

3.   Chng minh rng hnh chp c tt c cc cnh bn bng nhau ni tip  c 
trong mt mt cu.  

4.   Hnh chp S.ABC  c mt mt cu tip xc vi cc cnh bn SA,  SB,  SC  v tip 
xc vi ba cnh AB, BC, CA  ti trung im ca mi cnh.  Chng minh rng 
hnh chp  l hnh chp tam gic u.  

5.   Cho t din u ABCD  cnh a.  Gi H l hnh chiu vung gc ca nh A  
xung mt phng (BCD).  

a) Chng minh H l tm  ng trn ngoi tip tam gic BCD.  Tnh  di on AH.  

b)  Tnh din tch xung quanh v th tch ca khi tr c  ng trn y ngoi 
tip tam gic BCD  v chiu cao AH.   

6.   Cho hnh vung ABCD  cnh a.  T tm O  ca hnh vung dng  ng thng   

vung gc vi mt phng (ABCD).  Trn   ly im S sao cho OS = 
2


a

 Xc 

nh tm v bn knh mt cu ngoi tip hnh chp S.ABCD.  Tnh din tch ca 
mt cu v th tch ca khi cu  c to nn bi mt cu .  

7.   Cho hnh tr c bn knh y r,  trc OO' = 2r v mt cu  ng knh OO'.  

a)  Hy so snh din tch mt cu v din tch xung quanh ca hnh tr .  

b)  Hy so snh th tch khi tr v th tch khi cu  c to nn bi hnh tr 
v mt cu  cho.  
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cu hi trc nghim ch ng II 
 

 

 

 

 

1.   Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh bng a.  Gi S l din tch xung 
quanh ca hnh tr c hai  ng trn y ngoi tip hai hnh vung ABCD  v 
A'B'C'D'.  Din tch S l :  

(A) 2
a ;          (B)  2 2a  ;      

(C) 2 3a  ;         (D)  
2 2

2

a
.  

2.   Gi S l din tch xung quanh ca hnh nn trn xoay  c sinh ra bi on 
thng AC' ca hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh b  khi quay xung quanh 
trc AA'.  Din tch S l :  

(A) 2
b  ;         (B)  2 2 b  ;     

(C) 2 3b  ;        (D) 2 6 b .  

3.   Hnh chp S.ABC  c y l tam gic ABC  vung ti A,  c SA  vung  gc vi 
mt phng (ABC)  v c SA  = a,  AB  = b,  AC  = c.  Mt cu i qua cc nh A, B,  
C,  S c bn knh r bng :  

(A) 
2( )

3

+ +a b c
 ;        (B) 2 2 22 + +a b c  ;    

(C) 2 2 21

2
+ +a b c ;      (D) 2 2 2 .a b c+ +  

4.   Cho hai im c nh A, B  v mt im M di ng trong khng gian nh ng 

lun tho mn iu kin MAB =  vi o o0 90 .< <  Khi  im M thuc 
mt no trong cc mt sau :  

(A) Mt nn ;        (B) Mt tr ;   

(C) Mt cu ;        (D) Mt phng.  

5.   S mt cu cha mt  ng trn cho tr c l :  

(A) 0 ;          (B)  1  ;     

(C) 2 ;          (D) v s.  
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6.  Trong cc a din sau y,  a din no khng lun lun ni tip  c trong 
mt cu :  

(A) hnh chp tam gic (t din) ;    

(B) hnh chp ng gic u ;  

(C) hnh chp t gic ;      

(D) hnh hp ch nht.  

7.   Cho t din ABCD  c cnh AD  vung gc vi mt phng (ABC)  v cnh BD  
vung gc vi cnh BC.  Khi quay cc cnh t din  xung quanh trc l 
cnh AB,  c bao nhiu hnh nn  c to thnh ? 

(A) 1  ;         (B) 2 ;     

(C) 3  ;        (D) 4.  

8.   Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh bng a.  Mt hnh nn c nh l 
tm ca hnh vung ABCD  v c  ng trn y ngoi tip hnh vung 
A'B'C'D'.  Din tch xung quanh ca hnh nn  l :  

(A) 
2 3

3

a

 ;       (B) 
2 2

2

a

 ;    

(C) 
2 3

2

a

 ;       (D) 
2 6

2


a

 

9.  Cho tam gic u ABC  cnh a  quay xung quanh  ng cao AH to nn mt 
hnh nn.  Din tch xung quanh ca hnh nn  l :  

(A) 2
a  ;       (B) 2 2

a ;    

(C) 21

2
a  ;       (D) 23

4
a .  

10. Trong cc mnh  sau y,  mnh  no sai ?  

(A) Mt tr v mt nn c cha cc  ng thng.  

(B) Mi hnh chp lun ni tip trong mt cu.  

(C) C v s mt phng ct mt cu theo nhng  ng trn bng nhau.  

(D) Lun c hai  ng trn c bn knh khc nhau cng nm trn mt mt nn.  
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11.  Cho hnh tr c bn knh y bng r.  Gi O, O' l tm ca hai y vi OO' = 2r.  
Mt mt cu (S)  tip xc vi hai y ca hnh tr ti O  v O .  Trong cc mnh 
 d i y,  mnh  no sai ?   

(A) Din tch mt cu bng din tch xung quanh ca hnh tr.  

(B) Din tch mt cu bng 
2

3
 din tch ton phn ca hnh tr.   

(C) Th tch khi cu bng 
3

4
 th tch khi tr.  

(D) Th tch khi cu bng 
2

3
 th tch khi tr.  

12.  Mt hnh hp ch nht ni tip mt cu v c ba kch th c l a,  b,  c.  Khi   
bn knh r ca mt cu bng :  

(A) 2 2 21

2
+ +a b c  ;      (B) 2 2 2

+ +a b c  ;   

(C) 2 2 22( )+ +a b c  ;      (D) 
2 2 2

3

a b c+ +
  

13.  Mt hnh tr c hai y l hai hnh trn ni tip hai mt ca mt hnh lp 
ph ng cnh a.  Th tch ca khi tr  l :  

(A) 31

2
a   ;        (B) 31

4
a   ;     

(C) 31

3
a   ;        (D) 3

a  .    

14. Mt hnh t din u cnh a  c mt nh trng vi nh ca hnh nn, ba nh 
cn li nm trn  ng trn y ca hnh nn.  Khi  din tch xung quanh 
ca hnh nn l :  

(A) 21
3

2
a ;       (B) 21

2
3

a  ;    

(C) 21
3

3
a  ;       (D) 2 3a .  
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15.  Trong cc mnh  sau y mnh  no sai ?  

(A) C mt mt cu ngoi tip mt hnh t din bt k.  

(B) C mt mt cu ngoi tip mt hnh chp u.  

(C) C mt mt cu ngoi tip mt hnh hp.  

(D) C mt mt cu ngoi tip mt hnh hp ch nht.  

16.  Ng i ta b ba qu bng bn cng kch th c vo trong mt chic hp hnh tr 
c y bng hnh trn ln ca qu bng bn v chiu cao bng ba ln  ng 

knh qu bng bn.  Gi 1S  l tng din tch ca ba qu bng bn, 2S  l din 

tch xung quanh ca hnh tr.  T s 1

2

S

S
 bng :  

(A) 1  ;         (B) 2 ;    

(C) 1 ,5  ;        (D) 1 ,2.  

17.  Ng i ta xp 7  vin bi c cng bn knh r vo mt ci l hnh tr sao cho tt c 
cc vin bi u tip xc vi y,  vin bi nm chnh gia tip xc vi 6 vin bi 
xung quanh v mi vin bi xung quanh u tip xc vi cc  ng sinh ca l 
hnh tr.  Khi  din tch y ca ci l hnh tr l :  

(A) 216 r  ;        (B) 218 r ;    

(C) 29 r  ;        (D) 236 r .  

18.  Cho ba im A,  C,  B  nm trn mt mt cu, bit rng gc o90 .ACB =  Trong 
cc khng nh sau,  khng nh no l ng ?  

(A) AB l mt  ng knh ca mt cu.  

(B) Lun c mt  ng trn nm trn mt cu ngoi tip tam gic ABC.  

(C) Tam gic ABC  vung cn ti C.  

(D) Mt phng (ABC)  ct mt cu theo giao tuyn l mt  ng trn ln.   
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Nhng vn  c lin quan n kinh tuyn  
v  v tuyn ca Tri t 

 

 

 

1.  Vic nh s cc kinh tuyn v  v tuyn 

Tri t l mt trong cc hnh tinh ca H Mt Tri,  c dng hnh cu vi 

bn knh r   6370 km.   ng xch o l v tuyn di nht,  di khong 
40 076 km, chia Tri t thnh hai phn :  bn cu Bc v bn cu Nam.   
nh s cc kinh tuyn v v tuyn trn b mt Tri t,  ng i ta phi chn 
mt kinh tuyn v mt v tuyn lm gc.  Kinh tuyn gc v v tuyn gc 

u  c ghi s 0o.  Kinh tuyn gc  i qua i thin vn Grin-ut  ngoi  

thnh ph Lun n (n c Anh),  tuy hin nay i thin vn ny  chuyn 
i ni khc,  nh ng kinh tuyn gc vn  ch c.  V tuyn gc  chnh l 
 ng xch o (h.2.27).  

 

Hnh 2.27 

 

 

Nhng kinh tuyn nm  pha ng ca kinh tuyn gc l nhng kinh tuyn 

ng ()  c nh s t o o1 , 2 ,  . . .  n o180 .  Kinh tuyn o180  l kinh 
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tuyn i din vi kinh tuyn 0o.  T ng t,  nhng kinh tuyn nm pha ty 
ca kinh tuyn gc l nhng kinh tuyn ty  (T).    

Cc v tuyn  pha bc xch o v pha nam xch o theo th t u  c 

nh s t o o1 , 2 ,  . . .  n o90 .  V tr ca mi a im trn Tri t  c xc 

nh ti ch ct nhau ca cp kinh tuyn v v tuyn i qua im .  V d ta 
c kinh  v v  ca mt im M l :  

M 




o

o

25 

30 B.
 

Vi to  a l ca im M ,  ta hiu rng im M nm trn kinh tuyn 
o25  v pha ng kinh tuyn gc v nm trn v tuyn o30  v pha bc qu 

a cu.   
 

2.  Cc khu vc gi trn Tri t 
 

 

Cc khu vc gi trn Tri t 

Hnh 2.28 
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Tri t t quay mt vng quanh trc ca n trong khong 24 gi.   tin 
cho vic tnh gi v giao dch trn th gii,  ng i ta chia b mt Tri t ra 
24 mi gi.  Mi khu vc c mt gi ring, chiu rng mi khu vc bng 
15  kinh  v ly gi ca kinh tuyn i qua chnh gia khu vc  lm gi 
chung ca khu vc.  Khu vc c kinh tuyn gc i qua  c quy nh l khu 
vc gi 0.  N c Vit Nam ta  khu vc gi th 7  (h.2.28).  

Hi ngh quc t nm 1884 quy nh khu vc c kinh tuyn gc i qua lm 
khu vc gi gc v nh s 0.  Ranh gii ca khu vc ny l t kinh tuyn 
o7 30  T n o7 30  .  T khu vc gi gc v pha ng l khu vc c s th 

t tng dn (t 1 ,  2,  3 ,  . . .  n 23)  v mi khu vc cch nhau 1  gi.  Khu vc 
gi s 0 trng vi khu vc gi s 24.  V mt nguyn tc,  gii hn ca cc 
khu vc gi l cc  ng kinh tuyn  c nh s,  nh ng trong thc t  
mt s khu vc,  cc  ng gii hn  li l cc  ng gp khc  ph hp 
vi cc  ng bin gii quc gia.  i din vi khu vc gi gc (0 gi)  l 
khu vc s 12 v  tnh ngy gi  c thun tin trong cc hot ng  

chung ca th gii,  ng i ta quy nh ly kinh tuyn o180  qua khu vc gi 
s 12 nm gia Thi Bnh D ng lm  ng chuyn (i)  ngy quc t.  

Nu i t pha Ty sang pha ng qua kinh tuyn o180  th phi li li mt 
ngy lch,  cn nu i t pha ng sang pha ty qua kinh tuyn 1 80o  th 
phi tng thm mt ngy lch.  

3.  Cc v tuyn c bit :  cc vng cc v  cc ch tuyn 

Trong khi quay quanh Mt Tri,  trc Tri t lun nghing v khng i 
ph ng, c lc nghing bn cu Bc,  c lc nghing bn cu Nam v pha 
Mt Tri.  Do  ng phn chia sng ti khng trng vi trc Bc  Nam ca 
a cu nn  bn cu Bc v  bn cu Nam c hin t ng ngy m di 
ngn khc nhau.  

Cc a im nm trn  ng xch o ( v tuyn o0 ),  quanh nm lc no 
cng c ngy m di  nh  nhau.  

Vo ngy 226 (tc l ngy h ch)  cc a im t v tuyn o66 33  Bc 
n cc Bc v vo ngy 2212 (tc l ngy ng ch)  cc a im t v 

tuyn o66 33  Nam n cc Nam c ngy hoc m di sut 24 gi.  Cc v 

tuyn o66 33  Bc v Nam ca hai bn cu  c gi l Vng cc Bc v 
Vng cc Nam.  
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Vo ngy h ch,  Mt Tri chiu thng gc vo v tuyn o23 27  Bc v vo 

ngy ng ch Mt Tri chiu thng gc vo v tuyn o23 27  Nam.  Cc v 
tuyn ny ln l t  c gi l Ch tuyn Bc  v Ch tuyn Nam (h.2.29).  
 

 

 

Hnh 2.29 

 

 

 

 

 

 

Vo cc ngy 213  (tc l ngy xun phn) v ngy 239 (tc l ngy thu 
phn) hai bn cu nhn  c gc chiu nh  nhau ca Mt Tri,  do  tip thu 
 c mt l ng nhit v nh sng nh  nhau (h.2.30).  
 

 

 

Hnh 2.30 
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Cc ch tuyn v cc vng cc l nhng v tuyn c bit lm ranh gii phn 
chia b mt Tri t ra nm vnh ai nhit song song vi xch o.  T ng 
ng vi nm vnh ai nhit,  ng i ta chia Tri t ra nm i kh hu sau y 
(h.2.31 ) :  
 

 

 

 

Hnh 2.31  

 

 

 

 

 

* Nhit i  cha xch o gii hn t v tuyn o23 27  Bc n v tuyn 
o23 27  Nam.   l min gia hai Ch tuyn Bc v Ch tuyn Nam.  y l 

vng kh hu nng.   

*  n i  gm c hai i kh hu,  bao gm t Ch tuyn Bc n Vng cc 
Bc v t Ch tuyn Nam n Vng cc Nam.  y l hai khu vc c l ng 
nhit trung bnh v c bn ma th hin rt r trong nm.  

* H n i  gm hai i kh hu t Vng cc Bc n cc Bc,  Vng cc 
Nam n cc Nam.  y l hai khu vc gi lnh v c bng tuyt hu nh  
quanh nm.  

Nh  vy s phn ho kh hu trn b mt Tri t ph thuc vo nhiu yu 
t,  trong  c s  phn ho theo v .  
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4.  V tr ca n c Vit Nam 

Xem bn  khu vc ng Nam ,  chng ta d dng nhn thy rng vng t 

lin ca n c Vit Nam  vo vng kinh tuyn t o102 10   n o109 24   

v  vo vng v tuyn t o8 34  B n o23 23  B (h.2.32).  
 

 

 

 

 

Bn  khu vc ng Nam  

Hnh 2.32 
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 Ph ng trnh mt phng 
 Ph ng trnh  ng thng 

 

Tr  s Lin  Hip Quc ti  N iu  Oc (New York)  
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1.  h  to  trong khng gian 

o  

Tri t v  Trm v tr ISS (International Space Station)  trong khng gian 

 

 

 

I-  To  ca im v  ca vect 

1.  H to  

Trong khng gian,  cho ba trc x'Ox,  y'Oy,  
z'Oz  vung gc vi nhau tng i mt.  Gi 

,i  ,j  k  ln l t l cc vect n v  trn cc 

trc x'Ox,  y'Oy,  z'Oz.  

H ba trc nh  vy  c gi l h trc to 
 -cc vung gc Oxyz trong khng 
gian,  hay n gin  c gi l h to  
Oxyz   (h.3.1 ).    

im O   c gi l gc to .  

Cc mt phng (Oxy),  (Oyz),  (Ozx)  i mt vung gc vi nhau  c gi l 
cc mt phng to .  

Khng gian vi h to  Oxyz  cn  c gi l khng gian  Oxyz.  

Hnh 3.1  
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V ,i  ,j  k  l ba vect n v i mt vung gc vi nhau nn :  

2 2 2
1i j k= = =  

v   . . . 0.i j j k k i= = =  

1  Trong khng gian  Oxyz,  cho mt im M.  H y phn  tch  vect 


OM  theo ba vect 

khng ng  phng ,i  ,j  k    cho trn  cc trc Ox,  Oy,  Oz.  

 

 

2.  To  ca mt im 

Trong khng gian Oxyz,  cho mt im M tu .  V ba vect ,i  ,j  k  khng 

ng phng nn c mt b ba s (x  ;  y ;  z)  duy nht sao cho :  

OM


 xi y j zk= + + .  (h.3.2)  

 

Hnh 3.2 

Ng c li vi b ba s (x ;  y  ;  z)  ta c mt im M duy nht trong khng gian 

tho mn h thc .OM xi y j zk= + +



  

Ta gi b ba s (x ;  y  ;  z)   l to  ca im M i vi h trc to  Oxyz  
 cho v vit :  

M = (x ;  y  ;  z)  hoc M(x ;  y  ;  z).  
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3.  To  ca vect 

Trong khng gian Oxyz  cho vect a ,  khi  lun tn ti duy nht b ba s 

1 2 3( ; ; )a a a  sao cho :  = + +1 2 3 .a a i a j a k  

Ta gi b ba s ( 1 2 3; ;a a a )   l to  ca vect a  i vi h to  Oxyz  

cho tr c v vit = 1 2 3( ; ; )a a a a  hoc 1 2 3( ; ; )a a a a .  

Nhn xt.  Trong h to  Oxyz,  to  ca im M chnh l to  ca vect .OM


 

Ta c :  M = (x ;  y  ;  z)    OM


 = (x ;  y  ;  z).  

2  Trong khng gian  Oxyz,  cho hnh  hp ch nht ABCD.A'B'C'D' c nh  A  trng vi  

gc O,  c ,AB


 ,AD


 AA


 theo th t cng h ng vi  ,i  ,j  k  v  c AB = a,  

AD = b,  AA' =  c.  H y tnh  to  cc vect  , ,AB AC AC
  

 v  AM


 vi  M l  trung 

im ca cnh C'D'.  

II-  Biu thc to  ca cc php ton vect 

nh l 

Trong khng gian Oxyz cho hai vect 1 2 3( ; ; )a a a a=  v  

= 1 2 3( ; ; ).b b b b  Ta c :  

a)  + = + + +1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b ,  

b)  =   1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b ,  

c)  1 2 3 1 2 3( ; ; ) ( ; ; )ka k a a a ka ka ka= =  

vi k l  mt s thc.  
 

Theo gi thit :  1 2 3a a i a j a k= + + ,  1 2 3b b i b j b k= + + ,  

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )a b a b i a b j a b k+ = + + + + + .  

Vy  + = + + +1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b .  

Chng minh t ng t cho tr ng hp b)  v c).  



 65 

H qu 

a) Cho hai vect 
1 2 3

( ; ; )a a a a=  v  
1 2 3

( ; ; )b b b b= .  

Ta c :  

 =


=  =


=

1 1

2 2

3 3
.

a b

a b a b

a b

 

b) Vect 0  c to  l  (0 ;  0 ;  0).  

c)  Vi 0b   th hai vect a  v  b  cng ph ng khi v  ch khi 

c mt s k sao cho :  1 1 2 2 3 3, ,a kb a kb a kb=  =  = .  

d)  Trong khng gian Oxyz,  nu cho hai im A ( ; ; )A A Ax y z ,   

( ; ; )B B BB x y z  th :   

  ( ; ; )B A B A B AAB OB OA x x y y z z=  =   

  

.  

   To  trung im M ca on thng AB l   

+ + + 
 
 

; ; .
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z
M  

III-  tch v h ng 

1.  Biu thc to  ca tch v h ng 

nh l 

Trong khng gian Oxyz, tch v h ng ca hai vect 

1 2 3( ; ; )a a a a=  v 1 2 3( ; ; )b b b b=   c xc nh bi cng thc 

1 1 2 2 3 3.a b a b a b a b= + +  

.a b  = 1 2 3( )a i a j a k+ + . 1 2 3( )b i b j b k+ +  

= 
2

1 1 1 2 1 3 2 1. . .a b i a b i j a b i k a b j i+ + +  + 

+ 
2 2

2 2 2 3 3 1 3 2 3 3. . . .a b j a b j k a b k i a b k j a b k+ + + +  
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V  
2 2 2

1i j k= = =  v . . . 0i j j k k i= = =  nn .a b = 1 1 2 2 3 3a b a b a b+ + .  

2.  ng dng  

a)   di ca mt vect.  Cho vect =   1 2 3( ; ; )a a a a .  

Ta bit rng 
2 2a a=  hay 2a a= .  

Do  2 2 2
1 2 3 .a a a a= + +  

b)  Khong cch gia hai im.  Trong khng gian Oxyz,  cho hai im 
( ; ; )A A AA x y z  v ( ; ; )B B BB x y z .  Khi  khong cch gia hai im A  v 

B chnh l  di ca vect AB


.  

Do   ta c :  ( ) ( ) ( )
2 2 2

.B A B A B AAB AB x x y y z z= =  +  + 


 

c)  Gc gia hai vect.  Nu   l gc gia hai vect = 1 2 3( ; ; )a a a a  v 

= 1 2 3( ; ; )b b b b  vi a  v b  khc 0  th cos
.

.

a b

a b
 =   Do  :  

 

   cos cos( , )a b =  = 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3.

a b a b a b

a a a b b b

+ +

+ + + +

 

 

T  ta suy ra a b    1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +  = 0.  

3  Vi  h to  Oxyz trong  khng gian,  cho a  =  (3 ;  0  ;  1 ),  b  =  (1  ;  1  ;  2),  

c  =  (2 ;  1  ;  1 ).  Hy tnh  .( )a b c+  v  a b+ .  

IV- Ph ng trnh mt cu 

nh l 

Trong khng gian Oxyz,  mt cu (S) tm I(a ; b ; c) bn knh r 
c ph ng trnh l  :  

 (x   a)
2
 + (y   b)

2
 + (z   c)

2
 = r

2
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Gi M(x ;  y  ;  z)  l mt im thuc mt cu (S)  tm I bn knh r (h.3.3).   

Khi  :  M   (S)    IM r=


  


2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r +  +  =  


2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r +  +  = .   

Do  2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r +  +  =  l ph ng trnh ca mt cu (S).   

 

 

Hnh 3.3 

 

 

 

4  Vit ph ng trnh  mt cu  tm I (1  ;  2 ;  3)  c bn knh  r =  5.    

 

 

Nhn xt.  Ph ng trnh mt cu ni trn c th vit d i dng :  

2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d+ +    + =  vi d = 2 2 2 2
a b c r+ +  .  

T  ng i ta chng minh  c rng ph ng trnh dng 
2 2 2 2 2 2 0x y z Ax By Cz D+ + + + + + =  vi iu kin 2 2 2 0A B C D+ +  >  

l ph ng trnh ca mt cu tm I = (A  ;  B  ;  C)  c bn knh 
2 2 2

r A B C D= + +  .  
 

V d.  Xc nh tm v bn knh ca mt cu c ph ng trnh :  

2 2 2 4 2 6 5 0x y z x y z+ + +  + + = .  
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Ph ng trnh mt cu  cho t ng  ng vi ph ng trnh sau :  

2 2 2 2( 2) ( 1) ( 3) 3x y z+ +  + + = .  

Vy mt cu  cho c tm I = (2 ;  1  ;  3),  bn knh r = 3.  

B i tp  

Cc bi tp sau y u xt trong khng gian Oxyz.  

1.  Cho ba vect a  = (2 ;  5 ;  3), b  = (0 ;  2 ;  1), c  = (1  ;  7  ;  2).  

a)  Tnh to  ca vect 
1

4 3
3

d a b c=  + .  

b)  Tnh to  ca vect 4 2e a b c=   .  

2. Cho ba im A  = (1  ;  1  ;  1 ),  B  = (0 ;  1  ;  2),  C  = (1  ;  0 ;  1 ).  

Tm to  trng tm G ca tam gic ABC.  

3. Cho hnh hp ABCD.A'B'C'D' bit A  = (1  ;  0 ;  1 ),  B  = (2 ;  1  ;  2),  D = (1  ;  1  ;  1 ),  
C' =  (4 ;  5  ;  5).   Tnh to  cc nh cn li ca hnh hp.  

4.  Tnh  

a)  .a b  vi a  = (3  ;  0 ;  6),   b  = (2 ;  4 ;  0).  

b)  .c d  vi c  = (1  ;  5 ;  2),  d  = (4 ;  3  ;  5).  

5.  Tm tm v bn knh ca cc mt cu c ph ng trnh sau y :  

a)  x
2
 + y

2
 + z

2
   8x   2y  + 1  = 0 ;  

b)  3x
2
 + 3y

2
 + 3z

2
   6x + 8y  + 1 5z    3  = 0.  

6. Lp ph ng trnh mt cu trong hai tr ng hp sau y :  

a)  C  ng knh AB  vi A(4 ;  3 ;  7),  B(2 ;  1  ;  3).  

b)  i qua im A(5  ;  2 ;  1 )  v c tm C(3  ;  3  ;  1 ).  
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2. Ph ng trnh mt phng 

Trong hnh hc khng gian  lp 1 1  ta  bit mt s cch xc nh mt 
phng, chng hn nh  xc nh mt phng bng ba im khng thng hng, 
bng hai  ng thng ct nhau, . . .  .  By gi ta s xc nh mt phng bng 
ph ng php to .   

 

Cc bc t ng ca to  nh  cao tng hin  i  
cho ta hnh  nh ca mt phng trong khng gian  

I-  Vect php tuyn ca mt phng 

nh ngha

Cho mt phng ().  Nu vect n  khc 0  v  c gi vung 

gc vi mt phng ()  th n   c gi l  vect php tuyn 

ca  ().  
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 Ch .  Nu  n  l vect php tuyn ca mt mt phng th kn  vi 0k  ,  cng 
l vect php tuyn ca mt phng .  

Trong khng gian Oxyz cho hai vect khng cng ph ng 1 2 3( ; ; )a a a a=    v 

1 2 3( ; ; ).b b b b=    Chng minh rng nu a  v b  c gi song song hoc nm trn 

mt phng () th () s nhn vect 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ; ; )n a b a b a b a b a b a b=     

lm vect php tuyn. 

Ta c :    .a n  1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1( ) ( ) ( )a a b a b a a b a b a a b a b=  +  +   

 = 1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 3 2 2 3 1 3 2 1( ) ( ) ( )a a b a a b a a b a a b a a b a a b +  +   

 = 0.  

T ng t . 0b n = .   

Vy vect n  vung gc vi c 

hai vect a  v ,b  c ngha l 

gi ca n vung gc vi hai 
 ng thng ct nhau ca mt 

phng ()  (h.3.4).  Suy ra gi 

ca n  vung gc vi mt 

phng ().  V ,a  b  khng 

cng ph ng nn cc to  
ca n  khng ng thi bng 0,  

suy ra 0.n   Do  vect n  l 
mt vect php tuyn ca mt 

phng ().  

Vect n  xc nh nh  trn  c gi l  tch c h ng (hay tch 

vect) ca hai vect a  v  ,b  k hiu l  n a b=   hoc 

= [ , ]n a b .  

1   Trong khng gian  Oxyz cho ba im A(2 ;  1  ;  3),  B(4 ;  0  ;  1 ),  C(1 0 ;  5 ;  3).  Hy 
tm to  mt vect php tuyn ca mt phng  (ABC).  

Hnh 3.4 
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II-  Ph ng trnh tng qut ca mt phng  

Trong khng gian Oxyz cho mt phng () i qua im M0 (x0  ;  y0  ;  z0) v nhn 

n (A  ;  B  ;  C)  lm vect php tuyn.  Chng minh rng iu kin cn v   

im M(x ;  y  ;  z)  thuc mt phng ()  l :  

A(x  x0)  + B(y   y0)  + C(z   z0)  = 0.  

Ta c 0M M


 = (x  x0  ;  y   y0  ;  z   z0)  (h.3.5)  

0( ) ( )M M M      



0n M M   

  =



0. 0n M M  

  A(x  x0)  + B(y   y0)  + C(z   z0)  = 0.  

 

Hnh 3.5 

Trong khng gian Oxyz,  chng minh rng tp hp cc im M(x ;  y  ;  z)  tho 
mn ph ng trnh Ax + By + Cz + D  = 0 (trong  cc h s A,  B,  C  khng 

ng thi bng 0)  l mt mt phng nhn vect n  = (A  ;  B  ;  C)  lm vect 
php tuyn.  

Ta ly im M0(x0  ;  y0  ;  z0)  sao cho Ax0  + By0  + Cz0  + D  = 0 (chng hn nu 

A   0 th ta ly x0  = 
D

A
  ;  y0 = z0  = 0).  
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Gi ( )  l mt phng i qua im M0  v nhn n  = (A  ;  B  ;  C)  lm vect php 

tuyn.  Ta c :  

M ( )    A(x  x0)  + B(y   y0)  + C(z   z0)  = 0 

  Ax + By + Cz   (Ax0  + By0  + Cz0)  = 0 

  Ax + By  + Cz  + D  = 0  v  D  =  (Ax0  + By0  + Cz0).  

T hai bi ton trn ta c nh ngha sau.   

1.  nh ngha 

Ph ng trnh c dng Ax + By + Cz + D = 0,  trong  A,  B,  C 
khng ng thi bng 0,   c gi l  ph ng trnh tng qut 
ca mt phng.  

Nhn xt   

a) Nu mt phng ( )  c ph ng trnh tng qut l Ax + By + Cz + D  = 0 th 

n c mt vect php tuyn l n (A  ;  B  ;  C).   

b) Ph ng trnh mt phng i qua im M0(x0  ;  y0  ;  z0) nhn vect n (A  ;  B  ;  C) 

khc 0  lm vect php tuyn l A(x  x0)  + B(y   y0)  + C(z   z0)  = 0.  

2 H y tm mt vect php tuyn ca mt phng ( )  :  4x  2y  6z +  7  =  0.  

3 Lp ph ng trnh  tng qut ca mt phng  (MNP)  vi  M(1  ;  1  ;  1 ),   N(4 ;  3  ;  2),  
P(5 ;  2  ;  1 ).  

2.  Cc tr ng hp ring 

Trong khng gian Oxyz  cho mt 

phng ( )  :   

Ax + By + Cz + D  = 0   (1 )  

a)  Nu D  = 0 th gc to  O  
c to  tho mn ph ng trnh 

ca mt phng ( ).  Vy ( )  i 
qua gc to  O  (h.3.6).  

Hnh 3.6 
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b)  Nu mt trong ba h s A,  B,  C  bng 0,  chng hn  A  = 0 th mt phng ( )  

c vect php tuyn l n  = (0 ;  B  ;  C).  Ta c .n i  = 0.  Do i  l vect ch 

ph ng ca Ox nn ta suy ra ( )  song song hoc cha trc Ox (h.3.7a).  

 

a)              b)               c)  

Hnh 3.7 

4   Nu  B  =  0  hoc C =  0 th mt phng ( )  c c im g ?  
 

 

c) Nu hai trong ba h s A,  B,  C  bng 0,  v d A = B  = 0 v C    0 th t 

tr ng hp b)  ta suy ra mt phng ( )  song song vi Ox v Oy  hoc ( )  cha 

Ox v Oy.  Vy ( )  song song hoc trng vi mt phng (Oxy)  (h.3.8a).  
 

 

a)                  b)      c)  

Hnh 3.8 
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5 Nu A = C =  0 v  B    0  hoc nu  B = C =  0 v  A    0  th mt phng ()  c c 
im g ?  

Nhn xt 

Nu c bn h s A,  B,  C,  D  u 

khc 0 th bng cch t a  = ,D

A
  

,D
b

B
=   

D
c

C
=  ,  ta c th  a 

ph ng trnh (1 )  v dng sau y :  

 1
x y z

a b c
+ + = .   (2)  

Khi  mt phng ()  ct cc trc 
Ox,  Oy,  Oz  ln l t ti cc im 
c to  l (a ;  0  ;  0),  (0 ;  b  ;  0),  
(0 ;  0 ;  c).  Ng i ta cn gi ph ng 
trnh (2) l ph ng trnh ca mt 
phng theo on chn  (h.3.9).   

V d.  Trong khng gian Oxyz cho ba im M(1  ;  0 ;  0), N(0 ;  2 ;  0), P(0 ;  0 ;  3).  
Hy vit ph ng trnh mt phng (MNP).   

p dng ph ng trnh ca mt phng theo on chn,  ta c ph ng trnh ca 
mt phng (MNP)  l :  

1
1 2 3

x y z
+ + =  hay 6x + 3y  + 2z    6 = 0.  

III-  iu kin  hai mt phng song song, vung gc 

6 Cho hai  mt phng ()  v   ()  c ph ng trnh    

()  :  x  2y +  3z +  1  =  0,  

()  :  2x  4y +  6z +  1  =  0.  

C nhn xt g v vect php tuyn ca chng  ? 

Hnh 3.9 
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Trong khng gian Oxyz  cho hai mt phng 1( )  v 2( )  c ph ng trnh 

1( )  :  A1x + B1y  + C1z  + D1  = 0,  

2( )  :  A2x + B2y  + C2z  + D2  = 0.  

Khi  1( )  v 2( )  c hai vect php tuyn ln l t l  

1n  = (A1  ;  B1  ;  C1),  

2n  = (A2 ;  B2 ;  C2).  

Ta xt iu kin  hai mt phng 1( )  v 2( )  song song hoc vung gc 

vi nhau.  

1.  iu kin  hai mt phng song song 
 

 

     

Hnh 3.10 

 

 

 

Ta nhn thy hai mt phng 1( )  v 2( )  song song hoc trng nhau khi v 

ch khi chng cng vung gc vi mt  ng thng, ngha l khi v ch khi 

hai vect php tuyn 1n  v 2n  ca chng cng ph ng (h.3.10).  

Khi  ta c :  1n  = k 2n .  

Nu 1 2D kD=  th ta c 1( ) trng vi 2( ) .  

Nu 1 2D kD  th 1( ) song song vi 2( ) .  



 76 

Vy ta suy ra 

1 2( ) // ( ) 
1 2

1 2

n kn

D kD

=
 


  

1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )

.

A B C k A B C

D kD

  =   
 


 

1 2( ) ( ) 
1 2

1 2

n kn

D kD

=
 

=
 

1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )

.

A B C k A B C

D kD

  =   
 

=
 

 Ch  

1 2( ) ct ( )  1 2n kn   (h.3.11 )  

1 1 1 2 2 2( ; ; ) ( ; ; ).A B C k A B C   

 

Hnh 3.11  

V d.  Vit ph ng trnh mt phng ()  i qua im M(1  ;  2 ;  3)  v song 

song vi mt phng ()  :  2x   3y  + z  + 5  = 0.  

V mt phng () song song vi mt phng () nn () c vect php tuyn 

n  = (2 ;  3 ;  1 ).  Mt phng () i qua im M(1  ;  2 ;  3), vy () c ph ng trnh :  

2(x   1 )    3(y  + 2)  + 1 (z    3)  = 0 hay 2x   3y  + z    1 1  = 0.  
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2.  iu kin  hai mt phng vung gc 

 

Hnh 3.12 

Ta nhn thy hai mt phng 1( )  v ( 2 ) vung gc vi nhau khi v ch khi hai 

vect php tuyn 1n  v 2n  t ng ng ca chng vung gc vi nhau (h.3.12).  

Vy ta c iu kin :  

 1 2( ) ( )  1 2.n n  = 0  

  A1A2  + B1B2  + C1C2  = 0.  

 

 

V d.  Vit ph ng trnh mt phng () i qua hai im A(3 ;  1  ;  1), B(2 ;  1  ;  4) 

v vung gc vi mt phng ()  c ph ng trnh :  

2x  y  + 3z   1  = 0.  

Gi n  l vect php tuyn ca mt phng ().  Hai vect khng cng ph ng c 

gi song song hoc nm trn () l  :  

AB


= (1  ;  2 ;  5)  v n  = (2 ;  1  ;  3).  

Do  mt phng ()  c vect php tuyn :  

n  = AB n


 = (1  ;  1 3  ;  5).  

 Vy ph ng trnh ca ()  l :  

1 (x  3)  + 13(y   1 )  + 5(z  + 1 )  = 0   x  1 3y   5z  + 5  = 0.  



 78 

IV- KHONG CCH T MT IM N MT MT PHNG 
 

 

nh l  

Trong khng gian Oxyz,  cho mt phng ()  c ph ng trnh  

Ax + By + Cz + D = 0 v  im 0 0 0 0( ; ; ).M x y z   Khong cch 

t im 0M  n mt phng (),  k hiu l  d( 0 ,M  ()),   c 

tnh theo cng thc :  
 

d( 0 ,M  ())   = 0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

+ + +

+ +

 

 

 

 

 

 

 

Gi M1(x1  ;  y1  ;  z1)  l hnh chiu 

vung gc ca 0M  trn ()  (h.3.13).  

Xt hai vect 

1 0M M


 = (x0   x1  ;  y0   y1  ;  z0   z1)  

v n  = (A  ;  B  ;  C),  ta thy 1 0M M


 v 

n  cng ph ng v gi ca chng 

cng vung gc vi ().  Suy ra :   

1 0 1 0. .M M n M M n=
 

 

= ( )0 1 0 1 0 1( ) ( )A x x B y y C z z +  +   

= 0 0 0 1 1 1( )Ax By Cz Ax By Cz+ + +    .   (1 )   

Mt khc v M1   thuc ()  nn ta c :   

Ax1  + By1  + Cz1  + D  = 0 

hay  D  = Ax1   By1   Cz1 .         (2)  

Thay (2) vo (1 ) ta  c 1 0 0 0 0.M M n Ax By Cz D= + + +


.  

Hnh 3.13 
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Gi khong cch t im 0M  n mt phng ()  l d( 0M ,  ()).  

Vy d( 0 ,M  ())  = 1 0M M


 

= 0 0 0Ax By Cz D

n

+ + +
 

= 0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

+ + +

+ +

.  

V d 1 .  Tnh khong cch t gc to  v t im M(1  ;  2 ;  1 3)  n mt 

phng ()  :  2x  2y    z  + 3  = 0.  

p dng cng thc tnh khong cch  trn ta c :  

    d(O,  ())  =  
2 2 2

2.(0) 2.(0) (0) 3 3
1

32 ( 2) ( 1)

  +
= =

+  + 

;  

    d(M,  ())  = 
2 2 2

2.1 2.( 2) 13 3 4

32 ( 2) ( 1)

   +
=

+  + 

.  

V d 2.  Tnh khong cch gia hai mt phng song song ()  v ()  cho bi 
cc ph ng trnh sau y :  

    ()  :  x + 2y  + 2z  + 1 1  = 0,  

    ()  :  x + 2y  + 2z  + 2 = 0.  

Ta bit khong cch gia hai mt phng song song bng khong cch t mt 
im bt k ca mt phng ny ti mt phng kia.  

Ta ly im M(0 ;  0 ;  1 ) thuc (),  k hiu d( ( ) , ( ))   l khong cch gia 

hai mt phng ()  v (),  ta c :  

d((),  ())  = d(M,  ())  = 
2 2 2

(0) 2.(0) 2.( 1) 11

1 2 2

+ +  +

+ +

 = 
9

3
 = 3.  
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7  Tnh  khong cch  gia hai  mt phng  ()  v  ()  cho bi  cc ph ng trnh  sau  y :  

()  :  x  2 = 0,  

()  :  x   8  =  0.  

B I TP 

Cc bi tp sau y u xt trong khng gian Oxyz.  

1.  Vit ph ng trnh ca mt phng :  

a)  i qua im M(1  ;  2 ;  4)  v nhn n  = (2 ;  3  ;  5)  lm vect php tuyn ;  

b) i qua im A(0 ;  1  ;  2) v song song vi gi ca hai vect u  = (3 ;  2 ;  1 ) v 

v  = (3 ;  0 ;  1 ) ;  

c)  i qua ba im A(3  ;  0 ;  0),  B(0 ;  2 ;  0)  v C(0 ;  0 ;  1 ).  

2. Vit ph ng trnh mt phng trung trc ca on thng AB  vi A(2 ;  3  ;  7),  
B(4 ;  1  ;  3).  

3. a) Lp ph ng trnh ca cc mt phng to  (Oxy),  (Oyz),  (Oxz).  

b)  Lp ph ng trnh ca cc mt phng i qua im M(2 ;  6 ;  3) v ln l t 
song song vi cc mt phng to .  

4. Lp ph ng trnh ca mt phng :  

a)  Cha trc Ox v im P(4 ;  1  ;  2)  ;  

b)  Cha trc Oy  v im Q(1  ;  4 ;  3) ;  

c)  Cha trc Oz  v im R(3  ;  4 ;  7).  

5. Cho t din c cc nh l A(5 ;  1  ;  3), B(1  ;  6 ;  2), C(5 ;  0 ;  4), D(4 ;  0 ;  6).  

a)  Hy vit ph ng trnh ca cc mt phng (ACD)  v (BCD).  

b) Hy vit ph ng trnh mt phng () i qua cnh AB  v song song vi cnh CD.  

6. Hy vit ph ng trnh mt phng ()  i qua im M(2 ;  1  ;  2)  v song song 

vi mt phng ()  :  2x   y  + 3z  + 4 = 0.  

7.  Lp ph ng trnh mt phng () i qua hai im A(1  ;  0 ;  1 ), B(5 ;  2 ;  3) v vung 

gc vi mt phng ()  :  2x   y  + z    7  = 0.  



 81  

8.  Xc nh cc gi tr ca m  v n  mi cp mt phng sau y l mt cp mt 
phng song song vi nhau :  

a)  2x + my  + 3z    5  = 0  v   nx   8y    6z  + 2 = 0 ;  

b)  3x   5y  + mz    3  = 0  v   2x + ny    3z  + 1  = 0.  

9. Tnh khong cch t im A(2 ;  4 ;  3) ln l t n cc mt phng sau :  

a)  2x   y  + 2z    9  = 0 ;  

b)  12x   5z  + 5  = 0 ;  

c)  x = 0.  

10.  Gii bi ton sau y bng ph ng php to  :  

Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' cnh bng 1 .  

a)  Chng minh rng hai mt phng (AB'D')  v (BC'D)  song song vi nhau.  

b)  Tnh khong cch gia hai mt phng ni trn.  
 

 

 

 

 

 

 

 

3. PHNG TRNH

NG THNG TRONG KHNG GIAN 

        

Hnh nh c a cc  ng thng trong khng gian    cc cu v t trong thnh ph v  qua sng 
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Ta  bit trong h trc to  Oxy  ph ng trnh tham s ca  ng thng c 

dng 0 1

0 2

x x ta

y y ta

= +


= +

 vi  2 2
1 2 0a a+   (h.3.14a).  

Nh  vy trong khng gian Oxyz  ph ng trnh ca  ng thng c dng nh  
th no ?  (h.3.14b) 

   

 a)   ng thng trong mt phng  b)   ng thng trong khng gian 

Hnh 3.14 

 

 

 

I-  PHNG TRNH THAM S CA NG THNg 
 

1  Trong  khng gian  Oxyz cho im M0(1  ;  2  ;  3)  v  hai  im  M1  (1  +  t ;  2  +  t ;  3  +  t),  

M2  (1  +  2t ;  2  +  2t ;  3  +  2t)  d i  ng  vi  tham s t.  H y chng t ba im M0  ,  M1 ,  M2  
lun  thng h ng.   

nh l 

Trong khng gian Oxyz cho  ng thng   i qua im 

M0(x0 ; y0 ; z0)  v  nhn a  = (a1  ; a2  ; a3)  lm vect ch 

ph ng.  iu kin cn v    im M(x ; y ;  z)  nm trn   
l  c mt s thc t sao cho 

0 1

0 2

0 3 .

x x ta

y y ta

z z ta

= +


= +


= +
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Ta c :  0M M


 = (x  x0  ;  y   y0  ;  z   z0).  

im M nm trn   khi v ch khi 0M M


 cng ph ng vi ,a  ngha l 

0M M


 = ta  vi t l mt s thc.  iu ny t ng  ng vi 

0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

 =


 =


 =

 hay 
0 1

0 2

0 3 .

x x ta

y y ta

z z ta

= +


= +


= +

 

nh ngha 

Ph ng trnh tham s ca  ng thng   i qua im 

M0(x0  ;  y0  ;  z0)  v  c vect ch ph ng 1 2 3( ; ; )a a a a=  l  

ph ng trnh c dng  

0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

= +


= +


= +

 

trong  t l  tham s.  

 Ch .   Nu 1 2 3, ,a a a  u khc 0 th ng i ta cn c th vit ph ng trnh 

ca  ng thng   d i dng chnh tc  nh  sau :  

  
= = 

0 0 0

1 2 3

x x y y z z

a a a
 

V d 1 .  Vit ph ng trnh tham s ca  ng thng   i qua im          

M0(1  ;  2 ;  3)  v c vect ch ph ng l a  = (1  ;  4 ;  5).  

Ph ng trnh tham s ca   l :  

1

2 4

3 5 .

x t

y t

z t

= +


= 


= 

 

V d 2.  Vit ph ng trnh tham s ca  ng thng AB  vi A(1  ;  2 ;  3)  v 
B(3  ;  0 ;  0).    
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 ng thng AB  c vect ch ph ng AB


 = (2 ;  2 ;  3).  

Ph ng trnh tham s ca AB  l :  

1 2

2 2

3 3 .

x t

y t

z t

= +


=  +
 = 

 

V d 3.  Chng minh  ng thng d :  

1

2 2

4 3

x t

y t

z t

= +


= +
 = +

 vung gc vi mt phng 

()  :  2x + 4y  + 6z  + 9 = 0.  

d c vect ch ph ng a  = (1  ;  2 ;  3)  ;  

()  c vect php tuyn n  = (2 ;  4 ;  6).  

Ta c n  = 2 ,a  suy ra d  ().  

2  Cho  ng thng   c ph ng trnh  tham s  

=  +


= 
 = +

1 2

3 3

5 4 .

x t

y t

z t

 

Hy tm to  ca mt im M trn    v  to  mt vect ch ph ng ca .  
 

II-  iu kin  hai  ng thng song song, ct nhau, 
cho nhau 

3  Cho hai   ng thng d v  d' c ph ng trnh  tham s ln  l t l  

d :  

3 2

6 4

4

x t

y t

z t

= +


= +
 = +

  v  d'  :  

2

1

5 2 .

x t

y t

z t

= +


= 
 = +

 

a)  H y chng t im M(1  ;  2  ;  3)  l  im chung ca d v  d' ;  

b)  H y chng t d v  d' c hai  vect ch ph ng khng cng  ph ng.  
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Trong khng gian Oxyz  cho hai  ng thng d,  d c ph ng trnh tham s 
ln l t l 

d :  
0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

 = +


= +
 = +

   v d :  
0 1

0 2

0 3 .

x x t a

y y t a

z z t a

 = +  


= +  
 = +  

 

Sau y ta xt v tr t ng i gia d v d,  ngha l xt iu kin  d v d 
song song, ct nhau hoc cho nhau.   
 

1.  iu kin  hai  ng thng song song 

Gi 1 2 3( ; ; )a a a a  v 1 2 3( ; ; )a a a a    ln 

l t l vect ch ph ng ca d v d.  Ly 

im 0 0 0( ; ; )M x y z  trn d (h.3.15).  

Ta c :  

d song song vi d khi v  ch khi 
.

a ka

M d

= 


 
 

c bit :  

d trng vi d khi v  ch khi 
.

a ka

M d

= 


 
 

 

 

V d 1 .  Chng minh hai  ng thng sau y song song :  

d :  

1

2

3

x t

y t

z t

= +


=


= 

  v d' :  

2 2

3 4

5 2 .

x t

y t

z t

= +


= +

 = 

 

d c vect ch  ph ng a  = (1  ;  2 ;  1 ),  ly M(1  ;  0 ;  3)    d ;  

d' c vect ch  ph ng a  = (2 ;  4 ;  2).  

V 
1

2
a a=  v M khng thuc d' nn d song song vi d'.  

Hnh 3.15 
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4 Chng minh  hai   ng thng sau  y trng  nhau :  

d :  

3

4

5 2

x t

y t

z t

= 


= +


= 

 v  d' :  

2 3

5 3

3 6

x t

y t

z t

= 


= +

 = 

 

 

2.  iu kin  hai  ng thng ct nhau 
 

Hai  ng thng d v  d' ct nhau khi v  ch khi h ph ng 
trnh n t,  t' sau  

0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a

y ta y t a

z ta z t a

  + = +


  + = +


  + = +

  (I)  

c ng mt nghim.  
 

 Ch .  Gi s h (I)  c nghim 0 0( ; )t t ,   tm giao im 0M  ca d v d' ta 

c th thay 0t vo ph ng trnh tham s ca d hoc thay 0t  vo ph ng trnh 

tham s ca d'.  

 

V d 2.  Tm giao im ca hai  ng thng sau :  

d :  

1

2 3

3

x t

y t

z t

= +


= +


= 

 v d':  

2 2

2

1 3 .

x t

y t

z t

= 


=  +

 = +

 

 

Xt h ph ng trnh 

+ = 


+ =  +

  = +

1 2 2

2 3 2

3 1 3

t t

t t

t t

 

(1)

(2)

(3)

 

T (1 )  v (2)  suy ra t = 1  v t' = 1 .  Thay vo ph ng trnh (3)  ta thy n tho 
mn.  Vy h ph ng trnh trn c nghim l t = 1 ,  t' = 1 .  

Suy ra d ct d' ti im M(0 ;  1  ;  4).  
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3.  iu kin  hai  ng thng cho nhau 

Ta bit rng hai  ng thng cho nhau nu chng khng cng ph ng v 
khng ct nhau.  Do vy 

Hai  ng thng d v  d' cho nhau khi v  ch khi a  v  a  
khng cng  ph ng v  h ph ng trnh 

0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a

y ta y t a

z ta z t a

  + = +


  + = +


  + = +

 

v nghim.  
 

 

 

 

V d 3.  Xt v tr t ng i gia hai  ng thng 

d :  

1 2

1 3

5

x t

y t

z t

= +


=  +


= +

 v d' :  

= +


=  +
 =  +

1 3

2 2

1 2 .

x t

y t

z t

 

 

 

 

Hnh 3.16 

 

 

Ta c :  a  = (2 ;  3  ;  1 )  v a  = (3  ;  2 ;  2).  

V khng tn ti s k  a  k a  nn a  v a  khng cng ph ng.  T  suy 
ra d v d' hoc ct nhau hoc cho nhau (h.3.16).    

Xt h ph ng trnh :  

+ = +       


 + =  +  
 + =  +  

1 2 1 3

1 3 2 2

5 1 2 .

t t

t t

t t
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T hai ph ng trnh u ta  c 
3

5
t =   v  = 

2

5
t ,  thay vo ph ng trnh 

cui  khng tho mn.  

Ta suy ra h trn v nghim.  Vy hai  ng thng d v d' cho nhau.  
 

V d 4.  Chng minh hai  ng thng sau y vung gc  

d :

5

3 2

4

x t

y t

z t

= 


=  +


=

 v d' :

9 2

13 3

1 .

x t

y t

z t

= +


= +
 = 

 

d v d' ln l t c vect ch ph ng l a  = (1  ;  2 ;  4)  v a  = (2 ;  3  ;  1 ).  

Ta c  a . a  =  2 + 6  4 = 0.  

Suy ra d d .  

 

 

Nhn xt.  Trong khng gian Oxyz cho mt phng ()  :  Ax + By + Cz + D  = 0 

v  ng thng d :  
0 1

0 2

0 3 .

x x ta

y y ta

z z ta

= +


= +


= +

  

Xt ph ng trnh 0 1 0 2 0 3( ) ( ) ( ) 0A x ta B y ta C z ta D+ + + + + + =  (t l n).  (1 )  

 Nu ph ng trnh (1 )  v nghim th d v ()  khng c im chung, vy 

d // ()  (h.3.17a).   
 

 

 

 

a)      b)               c)  

 

Hnh 3.17 
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 Nu ph ng trnh (1 )  c ng mt nghim t = t0  th d ct ()  ti im 

0 0 0 1 0 0 2 0 0 3( ; ; )M x t a y t a z t a+ + +  (h.3.17b).  

 Nu ph ng trnh (1 )  c v s nghim th d thuc ()  (h.3.17c).  

5 Tm s giao im ca mt phng ()  :  x + y +  z  3  =  0 vi   ng  thng  d trong 
cc tr ng  hp sau  :  

a)  d :  

2

3

1

x t

y t

z

= +


= 


=

 ;     b)  d :  

1 2

1

1

x t

y t

z t

= +


= 


= 

 ;    c)  d :  

1 5

1 4

1 3 .

x t

y t

z t

= +


= 


= +

 

 

 

 

 

 

B I TP 

 

1. Vit ph ng trnh tham s ca  ng thng d trong mi tr ng hp sau :  

a)  d i qua im M(5  ;  4 ;  1 )  v c vect ch ph ng a  = (2 ;  3  ;  1 )  ;  

b)  d i qua im A(2 ;  1  ;  3)  v vung gc vi mt phng ()  c ph ng trnh  

x + y   z  + 5  = 0 ;  

c)  d i qua im B(2 ;  0 ;  3) v song song vi  ng thng   :  

1 2

3 3

4

x t

y t

z t

= +


=  +


=

 ;  

d)  d i qua hai im P(1  ;  2 ;  3)  v Q(5  ;  4 ;  4).  

2.  Vit ph ng trnh tham s ca  ng thng l hnh chiu vung gc ca  ng 

thng d :  

2

3 2

1 3

x t

y t

z t

= +


=  +


= +

 

ln l t trn cc mt phng sau :  

a)  (Oxy)  ;     

b)  (Oyz).    
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3.  Xt v tr t ng i ca cc cp  ng thng d v d' cho bi cc ph ng 
trnh sau :  

a)   d :  

3 2

2 3

6 4

x t

y t

z t

=  +


=  +


= +

   v  d' :  

= +


=  
 = +

5

1 4

20

x t

y t

z t

 ;  

b)   d :  

1

2

3

x t

y t

z t

= +


= +


= 

   v  d' :  

= +


=  +
 = 

1 2

1 2

2 2 .

x t

y t

z t

 

4.  Tm a   hai  ng thng sau y ct nhau  

  d :  

1

1 2

x at

y t

z t

= +


=


=  +

  v  d' :   

= 


= +
 = 

1

2 2

3 .

x t

y t

z t

 

5.   Tm s giao im ca  ng thng d vi mt phng ()  trong cc tr ng 
hp sau :  

a)   d :  

1 2 4

9 3

1

x t

y t

z t

= +


= +


= +

  v ()  :  3x + 5y    z    2 = 0 ;  

b)   d :  

1

2

1 2

x t

y t

z t

= +


= 


= +

   v ()  :  x + 3y  + z  +1  = 0 ;  

c)   d :  

1

1 2

2 3

x t

y t

z t

= +


= +


= 

  v ()  :  x + y  + z   4 = 0.  

6.  Tnh khong cch gia  ng thng   :  

3 2

1 3

1 2

x t

y t

z t

=  +


=  +


=  +

 v mt phng 

()  :  2x   2y  + z  + 3  = 0.  
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7.  Cho im A(1  ;  0 ;  0)  v  ng thng   :  

2

1 2

.

x t

y t

z t

= +


= +


=

 

a)  Tm to  im H l hnh chiu vung gc ca im A  trn  ng thng  .  

b)  Tm to  im A' i xng vi A  qua  ng thng  .  

8. Cho im M(1  ;  4 ;  2)  v mt phng ()  :  x + y + z    1  = 0.  

a)  Tm to  im H l hnh chiu vung gc ca im M trn mt phng ().  

b)  Tm to  im M' i xng vi M qua mt phng ().  

c)  Tnh khong cch t im M n mt phng ().  

9.  Cho hai  ng thng  

d :  

1

2 2

3

x t

y t

z t

= 


= +


=

 v     d' :  

= +


= 


=

1

3 2

1 .

x t

y t

z

 

Chng minh d v d' cho nhau.  

10. Gii bi ton sau y bng ph ng php to  :  

Cho hnh lp ph ng ABCD.A'B'C'D' c cnh bng 1 .  Tnh khong cch t 
nh A  n cc mt phng (A'BD)  v (B'D'C).  

 

N TP CHNG III 

Cc bi ton sau y u cho trong h to  Oxyz.  

1.  Cho bn im A(1  ;  0 ;  0),  B(0 ;  1  ;  0),  C(0 ;  0 ;  1 ),  D(2 ;  1  ;  1 ).  

a)  Chng minh A,  B,  C,  D  l bn nh ca mt t din.  

b)  Tm gc gia hai  ng thng AB  v CD.  

c)  Tnh  di  ng cao ca hnh chp A.BCD.  

2. Cho mt cu (S) c  ng knh l AB bit rng A(6 ;  2 ;  5), B(4 ;  0 ;  7).  

a)  Tm to  tm I v tnh bn knh r ca mt cu (S).  
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b)  Lp ph ng trnh ca mt cu (S).  

c)  Lp ph ng trnh ca mt phng ()  tip xc vi mt cu (S)  ti im A.  

3. Cho bn im A(2 ;  6 ;  3),  B(1  ;  0 ;  6),  C(0 ;  2 ;  1 ),  D(1  ;  4 ;  0).  

a)  Vit ph ng trnh mt phng (BCD).  Suy ra ABCD  l mt t din.  

b)  Tnh chiu cao AH ca t din ABCD.  

c)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha AB  v song song vi CD.  

4. Lp ph ng trnh tham s ca  ng thng :  

a)  i qua hai im A(1  ;  0 ;  3),  B(3  ;  1  ;  0).  

b)  i qua im M(2 ;  3  ;  5) v song song vi  ng thng   c ph ng trnh  

2 2

3 4

5 .

x t

y t

z t

=  +


= 
 = 

 

5. Cho mt cu (S)  c ph ng trnh :  (x   3)2  + (y  + 2)2  + (z    1 )2  = 100 v mt 

phng ()  c ph ng trnh 2x   2y    z  + 9 = 0.  Mt phng ()  ct mt cu (S)  
theo mt  ng trn (C).  
Hy xc nh to  tm v tnh bn knh ca  ng trn (C).  

6.   Cho mt phng ()  c ph ng trnh 3x + 5y   z   2 = 0 v  ng thng d c 
ph ng trnh  

12 4

9 3

1 .

x t

y t

z t

= +


= +
 = +

 

a)  Tm giao im M ca  ng thng d v mt phng ().  

b)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha im M v vung gc vi  ng 
thng d.  

7.   Cho im A(1  ;  2 ;  3),  vect a  = (6 ;  2 ;  3) v  ng thng d c ph ng 

trnh :  

1 3

1 2

3 5 .

x t

y t

z t

= +


=  +
 = 

 

a)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha im A  v vung gc vi gi ca a .  
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b)  Tm giao im ca d v ().  

c)  Vit ph ng trnh  ng thng  i qua im A,  vung gc vi gi ca a


 
v ct  ng thng d.  

8.  Vit ph ng trnh mt phng ()  tip xc vi mt cu 

(S)  :  + +  + + + =
2 2 2 10 2 26 170 0x y z x y z  

v song song vi hai  ng thng 

d :  

5 2

1 3

13 2

x t

y t

z t

=  +


= 


=  +

 ;   d' :  

=  +


=  


=

7 3

1 2

8.

x t

y t

z

 

9.  Tm to  im H l hnh chiu vung gc ca im M(1  ;  1  ;  2)  trn mt 

phng ()  :  2 2 11 0x y z + + = .  

10.  Cho im M(2 ;  1  ;  0)  v mt phng ()  :  3 27 0.x y z+   =  Tm to  im 

M' i xng vi M qua ().  

11.  Vit ph ng trnh  ng thng  vung gc vi mt phng to  (Oxz)  v 
ct hai  ng thng 

d :  4

3

x t

y t

z t

=


=  +
 = 

 ;   d' :  

1 2

3

4 5 .

x t

y t

z t

= 


=  +
 = 

 

12.  Tm to  im A' i xng vi im A(1  ;  2 ;  5)  qua  ng thng  c 
ph ng trnh 

1 2

1

2 .

x t

y t

z t

= +


=  
 =
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CU HI TRC NGHIM CHNG III 
 

 

 

 

 

Trong khng gian  Oxyz cho ba vect 

a  = (1  ;  1  ;  0),  b  = (1  ;  1  ;  0)  v c = (1  ;  1  ;  1 ).  

S dng gi thit n y  tr li cc cu hi 1 ,  2  v  3  sau y.  

1. Trong cc mnh  sau,  mnh  no sai ?  

(A) 2a = ;             (B)  3c = ;  

(C) a b  ;             (D) b c .  

2.  Trong cc mnh  sau,  mnh  no ng ?  

(A) .a c = 1  ;            

(B)  ,a b  cng ph ng ;    

(C) 
2

cos( , )
6

b c =  ;         

(D) 0a b c+ + = .  

3.  Cho hnh bnh hnh OADB  c ,OA a=


 OB b=


 (O  l gc to ).  To  ca 

tm hnh bnh hnh OADB  l :  

(A) (0 ;  1  ;  0)  ;              (B)  (1  ;  0 ;  0)  ;    

(C) (1  ;  0 ;  1 )  ;              (D) (1  ;  1  ;  0).   
 

Trong khng gian Oxyz cho bn im A(1  ;  0 ;  0),  B(0 ;  1  ;  0),  C(0 ;  0 ;  1 )  v  
D(1  ;  1  ;  1 ).  

S dng gi thit n y  tr li cc cu hi 4,  5 v  6 sau y.  

4. Trong cc mnh  sau,  mnh  no sai ?  

(A) Bn im A, B,  C,  D  to thnh mt t din ;  

(B) Tam gic ABD  l tam gic u ;  

(C) AB    CD  ;  

(D) Tam gic BCD  l tam gic vung.  
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5. Gi M,  N ln l t l trung im ca AB  v CD.  To  im G l trung im 
ca MN l :  

(A) G 
1 1 1
; ;

3 3 3


 
 

 ;          (B)  G 
1 1 1
; ;

4 4 4


 
 

 ;      

(C) G 
2 2 2
; ;

3 3 3


 
 

 ;          (D) G 
1 1 1
; ;

2 2 2


 
 

.  

6.  Mt cu ngoi tip t din ABCD  c bn knh l :  

(A) 
3

2
 ;             (B)  2  ;      

(C) 3  ;             (D) 
3

4
.  

7.  Cho mt phng () i qua im M(0 ;  0 ;  1) v song song vi gi ca hai vect 

a  = (1  ;  2 ;  3) v b  = (3  ;  0 ;  5).  

Ph ng trnh ca mt phng ()  l :  

(A) 5x  2y   3z   21  = 0 ;       (B) 5x + 2y  + 3z  + 3  = 0 ;  

(C) 10x  4y   6z  + 21  = 0 ;       (D) 5x  2y   3z  + 21  = 0.  

8.  Cho ba im A(0 ;  2 ;  1 ),  B(3  ;  0 ;  1 ),  C(1  ;  0 ;  0).  Ph ng trnh mt phng 
(ABC)  l :  

(A) 2x  3y   4z  + 2 = 0 ;        (B) 2x + 3y   4z   2 = 0 ;  

(C) 4x + 6y   8z  + 2 = 0 ;        (D) 2x  3y   4z  + 1  = 0.  

9.  Gi ()  l mt phng ct ba trc to  ti ba im M(8  ;  0 ;  0),  N(0 ;  2 ;  0),  

P(0 ;  0 ;  4).  Ph ng trnh ca ()  l :   

(A) 0
8 2 4

x y z
+ + =


 ;         (B)  1
4 1 2

x y z
+ + =


 ;     

(C) x  4y  + 2z  = 0 ;          (D) x  4y  + 2z   8  = 0.  

10.  Cho ba mt phng ()  x + y + 2z + 1  = 0 ;  

()  x + y   z  + 2 = 0 ;  

()  x  y  + 5  = 0.  



 96 

Trong cc mnh  sau,  mnh  no sai ?  

(A) ( ) ( )   ;          (B) ( ) ( )   ;       

(C) ( ) // ( )   ;          (D) ( ) ( )  .  

11.  Cho  ng thng   i qua im M(2 ;  0 ;  1 ) v c vect ch ph ng 

a = (4 ;  6 ;  2).  Ph ng trnh tham s ca  ng thng   l:  

(A) 

2 4

6

1 2

x t

y t

z t

=  +


= 
 = +

  ;         (B)  

2 2

3

1

x t

y t

z t

=  +


= 
 = +

 ;      

(C) 

2 2

3

1

x t

y t

z t

= +


= 
 =  +

 ;          (D) 

4 2

6 3

2 .

x t

y t

z t

= +


=  
 = +

 

12.  Cho d  l  ng thng i qua im A(1  ;  2 ;  3)  v vung gc vi mt phng 

()  :  4x + 3y     7z  + 1  = 0.  

Ph ng trnh tham s ca d l :  

(A) 

1 4

2 3

3 7

x t

y t

z t

=  +


=  +
 =  

 ;         (B)  

1 4

2 3

3 7

x t

y t

z t

= +


= +
 = 

 ;      

(C) 

1 3

2 4

3 7

x t

y t

z t

= +


= 
 = 

 ;          (D) 

1 8

2 6

3 14 .

x t

y t

z t

=  +


=  +
 =  

 

13.  Cho hai  ng thng 

  d1   :  

1 2

2 3

3 4

x t

y t

z t

= +


= +
 = +

    v   d2   :  

= +


= +
 = +

3 4

5 6

7 8 .

x t

y t

z t

 

Trong cc mnh  sau,  mnh  no ng ?  

(A) d1    d2   ;                                   (B) d1  // d2  ;  

(C) d1    d2  ;           (D) d1  v d2  cho nhau.  
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14.  Cho mt phng ()  :  2x + y  + 3z  + 1  = 0 v  ng thng d c ph ng trnh 

tham s :  

3

2 2

1 .

x t

y t

z

=  +


= 


=

 

Trong cc mnh  sau,  mnh  no ng ? 

(A) d ( )  ;           (B) d ct ()  ;     

(C) d // ()  ;           (D) d ( ).  

15.  Cho (S)  l mt cu tm I(2 ;  1  ;  1 ) v tip xc vi mt phng ()  c ph ng 
trnh :  2x  2y   z  + 3  = 0.  

Bn knh ca (S)  l :  

(A) 2 ;     (B) 
2

3
 ;     (C) 

4

3
 ;      (D) 

2

9
  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chm mt phng 
 

 

 

 

 

Hnh 3.18 
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Trong khng gian cho hai mt phng ()  v ()  ct nhau theo giao tuyn .  

Tp hp cc mt phng ()  cha  ng thng  ni trn  c gi l chm 

mt phng xc nh bi ()  v ()  v k hiu l ((),  ()).  

Nu ()  v (  )  ln l t c ph ng trnh ()  :  A1x + B1y  + C1z  + D1  = 0 

()  :  A2x + B2y  + C1z  + D2  = 0 

th ng i ta chng minh  c ph ng trnh ca chm mt phng ((),  ())  
c dng :   

m(A1x + B1y  + C1z  + D1)  + n(A2x + B2y  + C2z  + D2)  = 0      (1 )  

vi m2  + n2    0.  

Ph ng trnh (1 )  c th  c vit tt l :  m()  + n()  = 0.  

Ta thy ph ng trnh ca chm mt phng rt n gin nh ng n li gip 
chng ta gii  c rt nhiu bi ton v ph ng trnh mt phng mt cch c 
o v cc k ngn gn.  
 

V d.  Trong khng gian Oxyz  cho hai mt phng ()  v ()  ln l t c 

ph ng trnh ()  :  x + y  + 5z   1  = 0 

        v    ()  :  2x + 3y   z  + 2 = 0.  

a)  Chng minh rng ()  ct ()  theo giao tuyn .  

b)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha giao tuyn  v im M(3  ;  2 ;  1 ).  

a)  Mt phng ()  v ()  ln l t c cc vect php tuyn :  

n  = (1  ;  1  ;  5),  n  = (2 ;  3  ;  1 ).  

V  
1 1

2 3
 nn ()  ct ()  theo giao tuyn .    

b)  Ph ng trnh mt phng ()  ca chm ((),  ())  c dng :  

m(x + y  + 5z   1 )  + n(2x + 3y   z  + 2)  = 0  (1 )  

im M(3  ;  2 ;  1 )  thuc mt phng () nn khi thay to  ca M vo (1 ) ta s 

tnh  c cc gi tr c th ca cp s (m  ;  n)  xc nh ph ng trnh ca ().  
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Ta c :  m(3  + 2 + 5   1 )  + n(6 + 6 1  + 2)  = 0  9m  + 13n  = 0.  

Chn m  = 13  ta  c n  = 9.  

Thay m  = 13  v n  = 9 vo (1 )  ta  c ph ng trnh ca mt phng ()  cn 
tm :  5x + 14y   74z  + 31  = 0.  

n tp cui nm 

1.   Cho lng tr lc gic u ABCDEF.A'B'C'D'E'F',  O  v O' l tm  ng trn 
ngoi tip hai y,  mt phng (P)  i qua trung im ca OO' v ct cc cnh 
bn ca lng tr.  Chng minh rng (P)  chia lng tr  cho thnh hai a din 
c th tch bng nhau.  

2.  Cho khi  lp ph ng ABCD.A'B'C'D' cnh bng a.  Gi E  v F  ln l t l trung 
im ca B'C' v C'D'.  Mt phng (AEF)  chia khi lp ph ng  thnh hai 
khi a din (H)  v (H')  trong  (H)  l khi a din cha nh A'.  Tnh th 
tch ca (H).  

3.   Cho mt cu (S)  tm O  bn knh r.  Hnh nn c  ng trn y (C)  v nh I 
u thuc (S)   c gi l hnh nn ni tip mt cu (S).  Gi h  l chiu cao ca 
hnh nn .   

a)  Tnh th tch ca hnh nn theo r  v h.  

b)  Xc nh h   th tch ca hnh nn l ln nht.  

4. Trong khng gian Oxyz,  cho hai im A(1  ;  2 ;  1 ),  B(7 ;  2 ;  3)  v  ng 
thng d c ph ng trnh :  

1 3

2 2

2 2 .

x t

y t

z t

=  +


= 
 = +

 

a)  Chng minh rng hai  ng thng d v AB  cng nm trong mt mt phng.  

b)  Tm im I trn d sao cho AI + BI  nh nht.  

5. Cho t din ABCD  c cnh AD  vung gc vi mt phng (ABC).  Bit rng 
AC = AD  = 4 cm, AB  = 3  cm, BC  = 5  cm.  

a)  Tnh th tch t din ABCD.  

b)  Tnh khong cch t im A  ti mt phng (BCD).  
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6.    Trong khng gian Oxyz  cho mt cu (S)  c ph ng trnh + + =
2 2 2 24x y z a  

(a > 0).  

a) Tnh din tch mt cu (S)  v th tch ca khi cu t ng ng.  

b)  Mt cu (S)  ct mt phng (Oxy)  theo  ng trn (C).  Xc nh tm v bn 
knh ca (C).  

c)  Tnh din tch xung quanh ca hnh tr nhn (C)  lm y v c chiu cao l 

3 .a  Tnh th tch ca khi tr t ng ng.  

7. Trong khng gian Oxyz  cho hai  ng thng d1  v d2  c ph ng trnh  

d1  :

1x t

y t

z t

= 


=
 = 

   v    d2  :

=


=  +
 =

2

1

.

x t

y t

z t

 

a)  Chng minh rng hai  ng thng d1  v d2  cho nhau.  

b)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha d1  v song song vi d2.  

8.   Trong khng gian Oxyz  cho  cc im A(1  ;  0 ;  1 ),  B(3  ;  4 ;  2),  C(4 ;  1  ;  1 ),  
D(3  ;  0 ;  3).  

a)  Chng minh rng A,  B,  C,  D  khng ng phng.  

b) Vit ph ng trnh mt phng (ABC)  v tnh khong cch t D  n (ABC).  

c)  Vit ph ng trnh mt cu ngoi tip t din ABCD.  

d)  Tnh th tch t din ABCD.  

9. Trong khng gian Oxyz  cho bn im A(2 ;  4 ;  1 ),  B(1  ;  4 ;  1 ),  C(2 ;  4 ;  3),  

D(2 ;  2 ;  1 ).  

a)  Chng minh rng cc  ng thng AB,  AC,  AD  vung gc vi nhau tng i 
mt.  Tnh th tch khi t din ABCD.  

b)  Vit ph ng trnh mt cu (S)  i qua bn im A,  B,  C,  D.  

c)  Vit ph ng trnh mt phng ()  tip xc vi mt cu (S)  v song song vi 
mt phng (ABD).  

10. Trong khng gian Oxyz  cho  ng thng d :  

1 2

2

3

x t

y t

z t

= 


= +


= 

 

v mt phng ( )  :  2x + y + z  = 0.  
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a)  Tm to  giao im A ca d v ().  

b)  Vit ph ng trnh mt phng ()  qua A  v vung gc vi d.  

11. Trong khng gian Oxyz  cho cc im A(1  ;  2 ;  0),  B(3  ;  0 ;  2),  C(1  ;  2 ;  3),  

D(0 ;  3  ;  2).  

a)  Vit ph ng trnh mt phng (ABC)  v ph ng trnh tham s ca  ng 
thng AD.  

b)  Vit ph ng trnh mt phng ()  cha AD  v song song vi BC.  

12. Trong khng gian Oxyz  cho bn im A(3  ;  2 ;  2),  B(3  ;  2 ;  0),  C(0 ;  2 ;  1 )  v 

D(1  ;  1  ;  2)  

a)  Vit ph ng trnh mt phng (BCD).  Suy ra ABCD  l mt t din.  

b)  Vit ph ng trnh mt cu (S)  tm A  v tip xc vi mt phng (BCD).  

c)  Tm to  tip im ca (S)  v mt phng (BCD).  

13. Trong khng gian Oxyz,  cho hai  ng thng :  

d1  :  

1 3

1 2

3 2

x t

y t

z t

=  +


= +
 = 

   v   d2  :  

=


= +
 =  +

1

3 2 .

x t

y t

z t

 

a)  Chng minh d1   v d2   cng thuc mt mt phng.  

b)  Vit ph ng trnh mt phng .  

14.  Trong khng gian cho ba im A,  B,  C.   

a)  Xc nh im G sao cho 2 2 0GA GB GC+  =
  

.  

b) Tm tp hp cc im M sao cho MA
2  + 2MB

2   2MC
2  = k2,  vi k l hng s.  

15.  Cho hai  ng thng cho nhau 

d :  

2

1

1

x t

y t

z t

= 


=  +
 = 

   v   d' :  

= +


=
 = +

2 2

1 .

x t

y t

z t

 

a)  Vit ph ng trnh cc mt phng ()  v ()  song song vi nhau v ln l t 
cha d v d'.  
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b)  Ly hai im M(2 ;  1  ;  1 )  v M'(2 ;  0 ;  1 )  ln l t trn d v d'.  Tnh khong 

cch t M n mt phng ()  v khong cch t M' n mt phng ().  
So snh hai khong cch .  

16.  Trong khng gian Oxyz  cho mt phng () c ph ng trnh 4x + y  + 2z  + 1  = 0 

v mt phng ()  c ph ng trnh 2x  2y  + z  + 3  = 0.  

a)  Chng minh rng ()  ct ().  

b)  Vit ph ng trnh tham s ca  ng thng  d  l giao ca ()  v ().  

c)  Tm im M' i xng vi im M(4 ;  2 ;  1 )  qua mt phng ().  

d)  Tm im N' i xng vi im N(0 ;  2 ;  4)  qua  ng thng d.   
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H ng dn giI  bi  tp v  p s

Ch ng I.  Khi  a din 

1 .  Khi nim v khi a din  

1  v 2.  S dng tnh cht :  Mi cnh ca mt 
a din l cnh chung ca ng hai mt.  

3.  Chia hnh lp ph ng ABCD.A 'B'C'D '  
thnh nm t din :  AB'CD ' ,  A 'AB'D ',  
BACB',  C'B'CD ',  DACD '.  

4.   Chia hnh lp ph ng thnh hai lng tr 
bng nhau ri chia mi lng tr thnh ba 
t din  bng nhau.  

2. Khi a din li v  khi a din u 

2.    T s  bng 2 3.   

3.   Gi (H) l hnh t din u cnh a.  Khi  
tm ca cc mt ca (H) to thnh mt t 

din (H') c su cnh u bng 
3

a
  

4.     rng B,  C,  D,  E  cch u A  v F 
nn chng ng phng.  

3.  Khi nim v th tch ca khi a 
din 

1.    3 2

12
a   

2.   
3 2

3

a
  

3.   T s ca th tch l 3.  

4.   Tnh din tch tam gic theo hai cnh v 
gc xen gia.  

5.   
3

. 36D CEF

a
V =   

6. Gi h  l  di  ng vung gc chung 
ca d v d',   l gc gia hai  ng 

thng d v d'.  

Khi  =
1

. sin
6ABCD

V hab  .  

n tp ch ng I  

5.   = 

+ +
2 2 2 2 2 2

abc
OH

a b b c c a

 

6.   a)  T s th tch cn tm l 
5

8
  ;   

b)  
3

.

5 3

96S DBC

a
V =   

7.   =
3

.
8 3.

S ABC
V a  

8.   
5 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( 2 )

6( )( )( )

abc a b c
V

a c b c a b c

+ +
= 

+ + + +

 

9.   =

3 6

18

a
V  

10. b) 
35

18 3

a
V =   

11.  T s th tch ca chng bng 1 .   

12.  a)  =

3

6ADMN

a
V  ;   

b)  T s th tch phi tm  l 
55

89
  

Ch ng II.  Mt nn, mt tr, mt cu 

1 .  Khi  nim v mt trn xoay 

2.   a)  Hnh tr ;       

 b) Hnh nn ;   

c)  Khi nn ;      

d)  Khi tr.  

3.   a)   2514, 5
xq
S cm2   ;   

b)  V = 13  089,969 cm3  ;   

c)  500 cm2.  

4.   Mt nn nhn AB  lm trc,  gc  nh 

bng o60 .  
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5.   a)   219, 91
xq
S cm2  ;  V  549,77 cm3

 ;  

b) 56 cm2
.   

6.   =
22

xq
S a  ;  


= 

3 3

3

a
V  

7.   a)  =
22 3

xq
S r  ;  = +

22( 3 1)
tp
S r  ;   

b)  =
33V r  ;     

c)  
3

2

r
  

8.   a)  3  ;    

b)  
1

2
  

9.   a)  =

22

2xq

a
S


 ;  =

2

y 2

a
S


 ;  

=

32

12

a
V


 ;  

b)  
2 2

3SBC

a
S =   

10.  =

25

2ABCD

r
S  ;  

3
cos

5
 =   

2.  Mt cu  

1.  Tp hp cc im M lun nhn AB  c 
nh d i mt gc vung l mt cu 
 ng knh AB.   

2.   
2

2

a
r =   

3.  Tp hp tm cc mt cu lun cha mt 
 ng trn c nh cho tr c l mt 

 ng thng   vung gc vi mt phng 
cha  ng trn  ti tm ca  ng 
trn.  

4.  Tp hp tm nhng mt cu cng tip 
xc vi ba cnh ca mt tam gic cho 
tr c l trc ca  ng trn ni tip tam 
gic  cho.  

5.   b)  d2   r2.  

7.   a)  + +
2 2 21

2
a b c  ;   

b)  2 21
.

2
b c+  

10.  = + +
2 2 2( )S a b c  ;   

2 2 2 2 2 21
( ). .

6
V a b c a b c= + + + +  

n tp ch ng I I  

1.   Cu a)  v d) ng.  

2.  =
2 2

xq
S a  ;  

3

3

a
V


=   

5.   a)  =
6

3

a
AH  ;    

b)  =

22 2

3xq

a
S


 ;  

3 6

9

a
V


=   

6.   =
3

4

a
r  ;  =

29

4

a
S


;  

39

16

a
V


=   

7.   b)  
3

2
  

 

 

 

 

 

 

Ch ng III.  Ph ng php to   

trong khng gian 

1 .  H to  trong khng gian 

1.   a)  


=     
 

1 1
11 ; ; 18

3 3
d


 ;  

b)  e


 = (0 ;  27 ;  3).  

2.   
2 4
; 0 ; .

3 3
G


=  

 
 

3.   A'(3  ;  5  ;  6)  ,   B' = (4 ;  6 ;  5) ,  

C  = (2 ;  0 ;  2)  ,   D' = (3  ;  4 ;  6).   

4.   a)  .a b




= 6 ;     

b)  .c d




= 21 .  
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5.   a)  Mt cu tm O  = (4 ;  1  ;  0),  c bn 
knh r = 4 ;  

b)  Mt cu tm I = 


   
 

4 5
1 ; ;

3 2
,  c 

bn knh r = 
1

3
6
  

6.   a)  Mt cu c ph ng trnh l :  

(x  3)2  + (y  + 1 )2  + (z   5)2  = 9 ;   

b)  Mt cu c ph ng trnh l :  

(x  3)2  + (y  + 3)2  + (z   1 )2  = 5.  

2.  Ph ng trnh mt phng 

1.   a)  2x + 3y + 5z   16 = 0 ;  

b)  x  3y  + 3z   9 = 0 ;  

c)  2x + 3y  + 6z  + 6 = 0.  

2.   x  y   2z  + 9 = 0.  

3.   a)  z  = 0  ;  x = 0 ;  y  = 0 ;  

b)  z  = 3  ;  x = 2 ;  y  = 6.  

4.   a)  2y  + z  = 0 ;    b)  3x + z  = 0 ;  

c)  4x + 3y  = 0.  

5.   a)  (ACD)  :  2x + y  + z   14 = 0 ;   

(BCD)  :  6x + 5y  + 3z   42 = 0 ;  

b)  ()  :  10x + 9y + 5z  74 = 0.  

6.   ()  :  2x  y  + 3z   1 1  = 0.  

7.   ()  :  x  2z  + 1  = 0.  

8.   a)  n  = 4 ,  m  = 4 ;  

b)  n  = 
10

3
 ,  m  = 

9

2


  

9.   a)  5  ;  b)  
44

13
 ;   c)  2.  

10.  a) Chn h trc Oxyz sao cho A  = (0 ;  0 ;  0), 
B = (1  ;  0 ;  0), D  = (0 ;  1  ;  0), A' = (0 ;  0 ;  1).  
Sau  vit ph ng trnh ca hai mt 
phng (AB'D')  v (BC'D),  t  suy ra 
chng song song vi nhau.  

b)   d = 
3

3
  

3.  Ph ng trnh  ng thng trong 
khng gian 

1.   a)  d :  

= +


= 


= +

5 2

4 3

1

x t

y t

z t

 ;   b) d :  

= +


=  +


= 

2

1

3

x t

y t

z t

;  

c)  d :  

= +


=


=  +

2 2

3

3 4

x t

y t

z t

;  d)  d :  

= +


= +


= +

1 4

2 2

3 .

x t

y t

z t

 

2.   a)  d' :  

= +


=  +


=

2

3 2

0

x t

y t

z

 ;  b)  d'' :  

=


=  +


= +

0

3 2

1 3 .

x

y t

z t

 

3.   a)  d ct d' ;   b)  d // d'.   

4.   a  = 0.  

5.   a)  1  im chung ;   

b)  0 im chung ;  

c)  v s im chung.  

6.   d(  ,  ())  = 
2

3
  

7.   a)  H


 
 

3 1
; 0 ;

2 2
 ;    

 b) A'(2 ;  0 ;  1 ).   

8.   a)  H(1  ;  2 ;  0)  ;    

 b) M'(3  ;  0 ;  2)  ;   

c)  MH = 2 3.  

10.   d(A,  (A'BD))  = 
1

3
 ;  d(A,  (B'D'C))  = 

2

3
  

 

 

 

 

n tp ch ng I I I  

1.   a)  Vit ph ng trnh mt phng (BCD),  
 chng minh A    (BCD)  ;  

b)  Gc gia hai  ng thng AB  v CD  l 

 45o  ;  

c)  AH = 1  (H l chn  ng vung gc h 
 t  A  xung (BCD)).  
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2.   a)  I(1  ;  1  ;  1 )  ;  r = 62 ;  

b) (S) :  (x  1 )2  + (y   1 )2  + (z  1 )2 = 62 ;  

c)  ( )  :  5x + y   6z   62 = 0.  

3.   a)  (BCD)  :  8x  3y   2z  + 4 = 0 ;  

b)  AH = 
36

77
 ;  

c)  ()  :  x  z  + 5  = 0.  

4.   a)  

= +


= 


=  +

1 2

3 3

x t

y t

z t

 ;    b)

= +


= 


=  

2 2

3 4

5 5 .

x t

y t

z t

  

5.   J(1  ;  2 ;  3)  ;  r =  =
2 2 8R d .  

6.  a) M(0 ;  0 ;  2)  ;    

b)  4x + 3y  + z  + 2 = 0.  

7.   a)  6x  2y   3z  + 1  = 0 ;  

b)  M(1  ;  1  ;  3)  ;    

c)  

= +


=  


= +

1 2

1 3

3 6 .

x t

y t

z t

 

8.   4x + 6y  + 5z  + 51   5 77  = 0.  

9.   H(3  ;  1  ;  2).  

10.   M'(6 ;  1 3  ;  4).  

11.   

=



=  +



=


3

7
25

:
7

18
.

7

x

y t

z

 

12.   A'(3  ;  2 ;  1 ).  
 

 

 

n tp cui nm 

1.  Dng php i xng tm I.  

2.   =
325

72
V a .  

3.   a)  = 
21

(2 )
3

V r h h  ;  

b)  V  t gi tr ln nht bng 
332

81

r
 

 khi  h  = 
4

3

r
.  

4.   a)  d // AB  ;    

b)  I(2 ;  0 ;  4).  

5.   a)  V = 8  cm3  ;   

b)  d(A,  (BCD))  = 
12

34
.  

6.   a)  S = 16  a2  ;   V  = 332

3
a  ;  

b)  O(0 ;  0 ;  0)  ;  r' = r = 2a  ;    

c)  Sxq  = 
24 3a  ;   V  = 34 3a .  

7.   a)  



 = 

1 2

1 2

d d
a ka

d d

 

;  

b)  ()  :  2x  y   3z   2 = 0.  

8.   a)  Chng minh , ,AB AC AD
  

 khng ng 

phng.  

b)  d(D,  (ABC))  = 
 

=

+ +

3 6 3
6

1 1 4
.  

c)  Ph ng trnh ca mt cu l  

(x   3)2  + (y    2)2  + (z    0,5)2  = 
41

4
.  

d)  =   =
1 1

21. 14. 6 7
3 2ABCD

V .  

9.   a)  V = 
4

3
 ;      

b)  (S)  :   +  +  =
2 2 23 21

( ) ( 3) ( 1)
2 4

x y z  ;  

c)  (
1

 )  :  z   1    
21

2
 = 0 ;  

(
2

 )  :  z   1  + 
21

2
 = 0.  
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10.   a)  


 
 

10 15 5
; ;

4 4 4
A  ;  

b)  ()  :  4x  2y  + 2z  + 1 5  = 0.  

11.   a)  (ABC)  :  3x  5y   2z  + 1 3  = 0 ;      

AD  :  

=  +


= +
 = 

1

2

2 .

x t

y t

z t

 

b)  ()  :  5x  9y   2z  + 23  = 0.  

12.   a)  (BCD)  :  x + 2y  + 3z   7  = 0 ;     

b) (S) :  (x  3)2  + (y  + 2)2 + (z + 2)2 = 14 ;  

c)  H(4 ;  0 ;  1 ).  

13.   a)  d1  ct d2   ti M(2 ;  3  ;  1 ).  

b)  Ph ng trnh mt phng (d1 ,  d2  )  l 

6x  8y  + z  + 1 1  = 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14.   a)  G xc nh bi :  =
 

2 .AG CB   

b)  Chng minh 

2 2 2 2 2( 2 2 ).GM k GA GB GC=  +   

15.   a)  ()  :  2x  y   3z   2 = 0 ;  

()  :  2x  y   3z   1  = 0 ;  

b)  d(M' ,  ())  = d(M,  ())  = 
1

14
  

16.   b)

=


=
 =  

1

1 2

x t

y

z t

 ;    

c)  M'(4 ;  0 ;  3) ;  

d)  N'(4 ;  0 ;  2).  
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Bng thut ng 

C 

Cnh ca hnh  a din  6 

D 

Din tch  ton phn  ca hnh  nn  33 

Din  tch  ton phn ca hnh  tr  37 

Din  tch  mt cu  48 

Din tch xung quanh ca hnh nn  32 

Din tch xung quanh ca hnh  tr  36 

 

a din  6 

y ca hnh  nn 32 

y ca hnh  tr  35 

im ngoi  5,6 

im tip xc 46 

im trong 5,6 

nh  ca hnh  a din  6 

nh  ca hnh  nn 32 

 ng knh  mt cu  42 

 ng sinh  ca mt nn  31  

 ng sinh  ca mt tr  35 

 ng thng tip xc vi  mt cu  46 

 ng trn  ln  45 

G 

Gc  nh  ca mt nn  31  

H 

Hai  hnh  bng nhau  1 0 

H to  Oxyz 62 

H trc to  -cc vung gc 
Oxyz 62 

Hnh  a din  6 

Hnh  nn trn  xoay (hnh  nn)  32 

Hnh  tr  trn  xoay (hnh  tr)  35 

K 

Khong cch gia hai  im 66 

Khong cch t mt im n mt 
mt phng 78 

Khi  bt d in  u  (hnh  tm mt 
u)  1 6 

Khi  cu  42 

Khi  chp 4 

Khi  a d in  6 

Khi  a din  u  1 5 

Khi  a d in  u  loi  {p  ;  q} 1 5 

Khi  a din  li  1 4 

Khi  lng tr  4 

Khi  lp ph ng  1 5  

Khi  lp ph ng n v  21   

Khi  tr  trn  xoay (khi  nn)  32 

Khi  t din  u  1 5 

Khi  tr  trn  xoay (khi  tr)  36 

Khng gian  Oxyz 62 

Kinh  tuyn 43 

M 

Mt cu  41  

Mt cu  ngoi  tip hnh  a din  47 

Mt cu  ni  tip hnh  a din  47 

Mt nn  trn  xoay 31  

Mt trn  xoay 31  

Mt tr  trn  xoay 35 

Mt phng knh  45 

Mt phng tip xc vi  mt cu  44 

Mt phng to  62 

Mt xung quanh ca hnh  nn 32  

Mt xung quanh ca hnh  tr  35 

Min  ngoi  6  

Min  trong 6 
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P 

Phn chia v  lp ghp cc khi  
a din  1 0 

Php bin hnh  trong khng gian  8 

Php di  hnh  trong khng gian  8 

Php i  xng qua  ng thng 9 

Php i  xng qua mt phng 9 

Php i  xng tm 9 

Php tnh  tin  8 

Ph ng trnh  ca mt phng theo 
on chn 74 

Ph ng trnh  mt cu  66 

Ph ng trnh  tham s ca 
 ng thng 83 

Ph ng trnh  tng qut ca 
mt phng 71  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T 

Th tch  khi  a din  21  

Th tch  khi  cu  48 

Th tch  khi  chp 23 

Th tch  khi  hp ch nht 22 

Th tch  khi  lng tr  23 

Th tch  khi  nn  34 

Th tch  khi  tr  trn  xoay 37 

Tch  c h ng 70 

Tch  v h ng 65 

Tip d in  ca mt cu  44 

Tip tuyn ca mt cu  46 

To  ca im 63 

To  ca vect 64 

Trc ca mt nn  31  

Trc ca mt trn  xoay 31  

Trc ca mt tr  35 

V 

Vect n  v  62  

Vect php tuyn 69 

V tuyn 43 
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Mc lc 

  Trang 

Ch ng I.  Khi a din  

1.  Khi nim v khi a din 4 

I-  Khi lng tr v khi chp 4 

II- Khi nim v hnh a din v  khi a din  5  

III-  Hai a din bng nhau 8  

IV- Phn chia v  lp ghp cc khi a din  1 0 

Bi tp 12 

B i c thm.  nh ngha a din v  khi a din 12 

2.  Khi a din li v  khi a din u 14 

I-  Khi a din li 14 

II- Khi a din u 15  

Bi tp 18  

B i c thm.  Hnh a din u 19 

3.  Khi nim v th tch ca khi a din 21  

I-  Khi nim v th tch khi a din 21  

II-  Th tch khi lng tr 23  

III-  Th tch khi chp 23  

Bi tp 25  

n tp ch ng I 26 

Cu hi trc nghim ch ng I 27  

Ch ng II.  Mt nn, mt tr, mt cu 

1.  Khi nim v mt trn xoay 30 

I-  S to thnh mt trn xoay 30 

II-  Mt nn trn xoay 31  

III-  Mt tr trn xoay 35  

Bi tp 39 

2.  Mt cu 41  

I-  Mt cu v  cc khi nim lin quan n mt cu 41  

II- Giao ca mt cu v  mt phng 43  

III- Giao ca mt cu vi  ng thng.  Tip tuyn ca mt cu 45  
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IV- Cng thc tnh din tch mt cu v  th tch khi cu 48 

Bi tp 49 

n tp ch ng II 50 

Cu hi trc nghim ch ng II  51  

Bn c bit.  Nhng vn  lin quan n kinh tuyn v 
 v tuyn ca Tri t 55  

Ch ng Iii.   Ph ng php to  trong khng gian  

1.  H to  trong khng gian 62 

I-  To  ca im v ca vect 62 

II- Biu thc to  ca cc php ton vect 64 

III-  Tch v h ng 65  

IV- Ph ng trnh mt cu 66 

Bi tp  68  

2.  Ph ng trnh mt phng 69 

I-  Vect php tuyn ca mt phng 69 

II-  Ph ng trnh tng qut ca mt phng 71  

III- iu kin  hai mt phng song song,  vung gc 74 

IV- Khong cch t mt im n mt mt phng 78  

Bi tp 80 

3.  Ph ng trnh  ng thng trong khng gian 81  

I-  Ph ng trnh tham s ca  ng thng 82 

II- iu kin  hai  ng thng song song, ct nhau, cho nhau 84 

Bi tp 89 

n tp ch ng III 91  

Cu hi trc nghim ch ng III 94 

B i c thm.  Chm mt phng 97 

n tp cui nm 99 

H ng dn gii bi tp v  p s 103  
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Chu trch nhim xut bn  :   Ch tch HQT kim Tng Gim c NG TRN I  

Ph Tng Gim c kim Tng bin tp V Vn Hng

Bin tp ln u  :   hong ngc ph ng  lc vn ho

Bin tp ti bn :   hong ngc ph ng  

Bin tp k thut :   bi Ngc lan  

 Trnh b y ba  :   NGuyn mnh hng 

 Minh ho  :   NGuyn mnh hng  

Sa bn in  :   PHNG SA BN IN (NXBGD ti TP.  HCM)  

Ch bn  :   PHNG ch bn (NXBGD ti TP.  HCM) 

hnh hc 12  
M s :  CH202T4

In . . . .  cun,  kh 17  24 cm.  

In ti Cng ty . . . .  

S in :  . . . .  S xut bn :  . . .   

In xong v  np l u chiu thng . . .  nm 2012.  




