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NHUNG DIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay c6 gido giang bai, luén luén c6 SGK trudc mat. Tuy nhién
khong viét, vé thém vao SGK dé nam sau cac ban khac c6 thé dung dudc.

2. Vé trinh bay, sach giao khoa c6 hai mang : mang chinh va mang phu.
Mang chinh gém céac dinh nghia, dinh li, tinh chéat,... va thusng dugc déng
khung ho#c cé dudng vién 6 mép trai. Mang nay dudc in Ui vao trong.

3. Khi gap Cau hoi , can phai suy nghi, trd I6i nhanh va dung.

4. Khi g&p Hoat déng \ phai diing bat va gidy nhap dé thuc hién nhiing
yéu cau ma hoat dong doi hoi.
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KHOI DA DIEN VA THE TiCH CUA CHUNG
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Trong doi séng hang ngay, ching ta thudng gap
nhiing vat thé cé hinh dang la khéi da dién. Trong
chuong nay, ta sé lam quen véi cac khai niém :
kh&i da dién, hinh da dién, su bang nhau va su
dong dang cla cac khéi da dién, cac khéi da dién
déu. Hoc sinh can nhé cong thic tinh thé tich khoi
chép, khéi lang tru, tir d6 biét cach tinh thé tich
cla cac khai phc tap hon.




S KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

1. Khoi da dién. Khdi chép, khdi lang tru

Céac em hay quan st cic hinh sau day (hinh 1a, 1b, Ic, 1d, le).

N

b)

Hinh 1

M6i hinh trén déu c6 hai dic diém :

a) Gém mot s6 hitu han da gidc phang (& day "da gidc phiang" duoc hiéu la
bao gém cé cac di€ém trong clia nod) ;

b) Phan chia khong gian thanh hai phan : phdn bén trong va phan bén ngoai
ctia hinh d6. (N€u ta ché€ tao moi hinh bang chit nhua trong sudt thi ta ¢6
thé bom vao phan bén trong clia n6 mot chat khi c6 mau, va khi dé6 phéan
bén trong da dugc "td mau", con phan bén ngoai thi khong).

Gia str 12 hinh c6 hai dic diém noéi trén. Khi d6, méi diém thuoc phan

bén trong ctia n6 duoc goi 1a diém ndm trong H.



“ Hinh H cung véi cdc diém nam trong H duoc goi la khoi da

dién gioi han boi hinh A.
Mbi da gidc cua hinh .# dugc goi 1a mot mdt ctia khéi da dién. Cac dinh,
céc canh clia méi mit con goi 1a dinh, canh cliia khoi da dién. Cac diém
ndm trong hinh .#’con goi l1a diém trong cuia khoi da dién.
Khéi da dién duoc goi 1a khoi chép, khoi chép cut n€u nd duge gidi han
bdi mot hinh chép, hinh chép cut (h.1a, 1b). Nhu vay, ta ¢6 thé néi vé khoi
chép n-giac, khoi choép cut n-gidc, khoi chop déu, khéi tit dién,... .
Tuong tu, khoi da dién duoc goi 1a khoi ldng tru néu n6é dugc gidi han boi
mot hinh lang tru (h.Ic). Ta ciing c6 thé n6i vé khoi hop, khoi hop chit
nhat, khoi 1ap phuong,...
Ngoai céc khoi ké trén, ching ta con gap cdc khoi da dién phic tap hon
nhu 6 cdc hinh 1d, le.

21| Hinh hop chit nhdt H ¢6 6 mdt la hinh chit A D

nhdt (h.2a). Néu ta bo di hinh chit nhdt

ABCD thi ta dugc mot hinh A" chi gom 5 5
hinh chit nhdt (h.2b).

Tai sao khong thé néi rdang cé khoi da 2) b)

dién gidi han bdi hinh A" ? Hinh 2

Tir d6 ta can chi ¥ rang : Khoi da dién duoc gidi han boi mot hinh gom
nhitng da gidc phdng, nhung khong phdi bdt ki hinh nao gom nhitng da
gidc phdng ciing gidi han ra mot khoi da dién.

Tir day trd di, ta chi xét cdac khoi da dién gidi han boi hinh % gdm mot s6
hitu han da gidc phang thod man hai diéu kién :

1) Hai da gidc bdt ki hodic khéng c¢é diém chung, hodc c¢6 mot dinh chung,
hodc c6 mot canh chung.

2) Méi canh cia mot da gidc la canh chung ciia diing hai da gidc.

“ Hinh H gom cdc da gidc nhu thé duoc goi la mot hinh da
dién, hodc don gian la da dién.

@ 1

/"N Hay kiém tra réing cac hinh 1a, 1b, 1c, 1d, 1e déu thod man cac diéu kién 1) va 2)

trén day. Hinh 2b khong thod man diéu kién nao trong hai diéu kién d6 ?
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2. Phan chia va l1ap ghép cac khoi da dién

Vidul

Cho khoi chop tir gidc S.ABCD (h.3). Ta hay
xét hai khoéi chép tam gidc S.ABC va S.ACD.
Dé thdy rang :

1) Hai khéi chép dé khong c6 diém trong
chung, nghia la diém trong cua khoi chép nay

khong phdi la diém trong ciia khoi chép kia.

2) Hop cua hai khoi chép S.ABC va S.ACD
chinh la khoi chép S.ABCD. Hinh 3

Trong trudng hop d6 ta néi rang : Khoi da dién S.ABCD duogc phdn chia
thanh hai khoéi da dién S.ABC va S.ACD. Ta ciing con néi : Hai khoi da
dién S.ABC va S.ACD duoc ghép lai thanh khoi da dién S.ABCD.

22| C6 thé phan chia khéi chdp bat ki thanh nhiing khoi ti dién hay khong ?

= 2(h4)

/N 4) C4t khéi lang tru ABC.A'B'C’ bdi mt phéng
(A'BC). Khi d6 khéi lang tru dudc phan chia
thanh nhiing khéi da dién nao ?

2) Hay phan chia khéi lang tru ABC.A'B'C’ thanh
ba khai tir dién.

Mot céch tdng quét, dé thay ring moi khoi

chép va khoéi ldng tru luén cé thé phan chia
duoc thanh nhitng khoi tit dién (bang nhiéu
cidch khiac nhau). Thuc ra diéu d6 ciing
ding cho khoi da dién bat ki.

Vidu 2

Hinh 5 cho ta thdy hai miéng gb (xem nhu hai khoi da dién) duoc ché tao
sao cho chiing cé thé ghép vira khit véi nhau dé tao thanh moét khoi lap
phuong. Bé thdo roi hai miéng gé & hinh ldp phuong, cdn phdi cd dinh mot
miéng va tinh tién miéng kia theo mot vecto cé phuong hoan toan xdc dinh.



Hinh 5

Vui moft chut !

Khéi l1ap phuong 8 hinh 6 dudc tao thanh tur
hai miéng gé dudc ghép khit vao nhau,
miéng trén va miéng dudi. (Ta khéng nhin thay

hai mat bén phia sau, nhung ching ciing hoan
toan giéng nhu hai mat trong thay). Z g

Em hay chi ra cach ché tao khéi lap phuong
nhu vay. —

Hinh 6

Cau héi va bai tép
Ching minh rdng néu khai da dién c6 cdc mat 1a tam gidc thi s6 mat phai la
s6 chin. Hay chi ra nhitng khoi da dién nhu thé véi s6 mit bang 4, 6, 8, 10.

Chitng minh rang néu khoi da dién c6 méi dinh 13 dinh chung clia ba canh
thi s6 dinh phai 1a s6 chan.

Chiing minh rang néu khoi da dién c¢6 cdc mat 1a tam gidc va moi dinh 1a
dinh chung ctia ba canh thi d6 la khéi ta dién.

Hay phan chia mot khoi hop thanh nam khoi tir dién.

Hay phan chia mot khoi tit dién thanh bon khai ti dién boi hai mat phang.



PHEP DOI XUNG QUA MAT PHANG
VA SU BANG NHAU CUA CAC
§ KHOI A DIEN

Phép bién hinh trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu nhu trong mat phéng :
Phép bién hinh F trong khong gian la mot quy tdc dé véi moi
diém M (trong khong gian), xdc dinh duoc mot diém M’ duy
nhdt goi la dnh ciia diém M qua phép bién hinh F. Ta con néi
F bién diém M thanh diém M’ va ki hiéu M’ = F(M).

Qua phép bién hinh F, moi hinh H duogc bién thanh hinh A’ gom
tdt cd cdc dnh ciia cdc diém thuéc hinh .

Sau day ta xét phép doi xting qua mat phang, d6 12 mot phép bién hinh thudng gap.

1. Phép ddi xitng qua mit phang
PINH NGHIA 1 (h.7)

(P) la phép bién hinh bién mdi
diém thuoc (P) thanh chinh né
va bién méi diém M khong thuoc P
(P) thanh diém M’ sao cho (P) la

M
Phép doi xitng qua mdt phdng l

\

\

\

2 9 M,
mdt phang trung truc cua doan
2 , Hinh 7
thang MM'.
PINH Li 1 (h.8) N

ﬁ\lé/u phép doi ximg qua mp(m M’/]

bién hai diém M, N lan luot thanh

hai diém M', N’ thi M'N" = MN. //T l
(Nhu vdy cé thé néi : phép doi P\ : !
M

xing qua mdt phdng la phép

bién hinh bdo toan khodng cdch N’

\_giita hai diém bt ki). / Hinh 8




= 1 (d€ chimg minh dinh i 1)

/"N N&u M, N nim trén (P) thi M’ tring M va N’ tring N nén M’'N’ = MN.
Néu cb it nhat mét trong hai diém M, N khéng ndm trén (P) thi c6 mp(Q) di qua cac
diém M, N, M’, N'. Hay dung kién thiic hinh hoc phing dé ching minh M’N’ = MN.

Khi ditng truéc mot tim guong phiang, méi ngudi sé nhin thdy hinh cla
minh & “phia sau” tim guong dé (h.9). Phép do6i xiing qua mat phang cla
tdm guong da “bi€n” moi ngudi thanh hinh cua ho.

Hinh 9. nh chup mdt em bé trudc guong

Hinh 10 1a anh ctia Thap Rua dang
soi bong trén mat nuéc H6 Guom
(Ha Noi). Mit hé xem nhu 1a mot
phan clia mat phang, phép doi xiing
qua mat phang d6 bién Thip Rua
thanh céi bong cua nd.

Hinh 10. nh chup Thép Rua va béng cta n6
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2. Mat phang dai ximg cia mét hinh

PINH NGHIA 2
Néu phép doi xitng qua mdt phdng (P) bién hinh A’ thanh

chinh né thi (P) goi la mdt phdng doi xitng ciia hinh A
Mot so vi du

Vidul

Moi mdt phdng di qua tam cua mdt cdu déu la
mdt phdang doi xiing ciia mdt cdu (h.11).

Vidu 2

Cho tit dién déu ABCD (h.12). Goi M la trung
diém ciia canh CD thi phép doi xitng qua
mp(ABM) bién A thanh A, B thanh B, C thanh
D, D thanh C. Nhu vdy, phép doi xiing dé bién
tiw dién ABCD thanh chinh no, suy ra mdt
phdng (ABM) la mdt phdng doéi ximng ciia tit
dién ABCD.

Hinh tit dién déu ABCD c6 sdu mdt phdng doi
xitng. D6 la cdc mdt phdang di qua moét canh va
trung diém ciia canh doi dién. M

Vidu 3 ¢
Xét hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ (h.13). Hinh 12

Néu (P) la mdt phdng trung truc cia canh AB
thi né ciing la mdt phdng trung truc ciia cdc
canh CD, A'B’ va C’D’, bdi vdy né la mdt
phdng doi xitng ciia hinh ldp phuong. Tuong
tw, cdc mdt phdng trung truc cia cdc canh AD, A D
va AA’ ciing la nhitng mdt phdng déi ximg ciia B
hinh lap phuong.

Hinh 11

Goi (Q) la mdt phdng di qua hai canh doi dién
ABva C'D' thi (Q) la mdt phdng doi ximg ciia :
hinh ldp phuong vi phép doi xiing qua (Q) bién e ‘
moi diem A, B, C’, D' thanh chinh né va bién A’ B ¢
thanh D, D thanh A’, C thanh B’ va B’ thanh C.

10
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Hinh 13



@ Nhu vdy hinh ldp phuong cé bao nhiéu mdt phdng doi xiing ?

E
3. Hinh bat dién déu va mat phang ddi xiing cia né

Hinh 14 1a mo6t hinh da dién c¢6 8 mat la cac
tam gidc déu : EAB, EBC, ECD, EDA, FAB,
FBC, FCD va FDA, ¢6 6 dinh A, B,C, D, E, % c
F, mdi dinh 1a dinh chung cho b6n tam gidc
déu. Hinh d6 goi 1a hinh bdt dién déu (hay
hinh tdm mdt déu) va dugc ki hiéu la
ABCDEF. F
Hinh 14
Tinh chat

Bon dinh A, B, C, D ndm trén mot mdt phdng va dé la mot
mdt phdng doi xing ciia hinh bdt dién déu ABCDEF.

Chitng minh
Vi mdi diém A, B, C, D céch déu hai diém E va F nén ching nim trén mat
phang trung truc ctia doan thang EF. Phép ddi xiing qua mat phang d6 bién
mdbi diém A, B, C, D thanh chinh né va bién diém E thanh F, F thanh E nén
mp(ABCD) 1a mat phang doi xiing ctia bat dién déu ABCDEF.

o 2

/"\ Tim thém cac mat ph&ng d6i xing khac cla hinh bat dién déu.
4. Phép doi hinh va su bing nhau cua cac hinh
Phép doi hinh trong khong gian dugc dinh nghia twong tu nhu trong mat phang.
Dinh nghia phép doi hinh
Mot phép bién hinh F trong khong gian duogc goi la phép doi
hinh néu né bdo toan khodng cdch giita hai diém bdt ki (c6

nghia la néu F bién hai diém bdt ki M, N ldn luot thanh hai
diém M’', N’ thi M'N’ = MN).

Tir dinh nghia d6, ta suy ra phép doi hinh bién dudng thang thanh dudng
thang, mat phiang thainh mat phang,... .
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Hién nhién phép d6i xting qua mat phang la mot phép doi hinh. Phép dong
nhdt (bién mdi diém thanh chinh né) 1a mot phép doi hinh.

RO rang néu thuc hién lién ti€p cac phép doi hinh thi ta ciing c6 két qua la
phép doi hinh. N6i cach khac : Hop thanh cua nhitng phép doi hinh la phép
doi hinh.

Mot so vi du vé phép doi hinh

Ngoai phép d6i xting qua mat phang, ta thudng gap mot sé phép doi hinh sau day :
 Phép tinh tién : Phép tinh ti€n theo vecto v 1a phép bién hinh bién mbi
diém M thanh diém M’ sao cho MM '=v.

« Phép doi xitng qua dwong thdng (con goi 1a phép doi xitng truc) : Cho
dudng thing d, phép doi xing qua dudng thang d 1a phép bién hinh bién
moi diém thudc d thanh chinh n6 va bién mdi diém M khong thuoc d thanh
diém M’ sao cho trong mat phang (M, d), d 1 duong trung truc clia doan
thang MM,

 Phép doi xiing qua mot diém (con goi 1a phép doi ximng tam) : Cho diém
O, phép d6i xing qua diém O 12 phép bién hinh bién méi diém M thanh
diém M’ sao cho OM L OM'=0.

Pinh nghia hai hinh bang nhau

Hai hinh A va H' ' goi la bang nhau néu cé6 mot phép doi hinh
bién hinh nay thanh hinh kia.

Hai mdt cdu ¢6 ban kinh bang nhau thi ¢6 bang nhau hay khéng ? Vi sao ?

12

Vi du 4. Cho hinh chdp tam gidc déu S.ABC. Goi A’, B, C’ lan luot la
trung diém ciia canh BC, CA va AB. Khi dé hai tir dién SABA’ va SBCB’
bdng nhau.

Gidi (h.15)

That vay, phép doi xiing qua mp(SAA’) bién
céc diém S, A, B, A’ 1an luot thanh cic diém
S, A, C, A’ va phép doi xing qua mp(SCC")
bién cic diém S, A, C, A’ lan luot thanh cic
diém S, B, C, B'. Nhu vay, qua hai phép doi
xung trén, bon dinh S, A, B, A’ clia td dién
SABA’ bién thanh bon dinh S, B, C, B’

Hinh 15



cua ti dién SBCB’ nén theo dinh nghia,
hai tit dién d6 bang nhau.

DINH Li 2

Hai hinh tit dién ABCD va A'B’C’'D’ bang nhau néu chiing cé
cdc canh tuong ting bang nhau, nghia la AB = A'B’, BC = B'C’,
CD=CD',DA=D'A"AC=AC",BD =BD".

Chirng minh. Ta xét cac truong hop sau :
Truong hop 1 (h.16). Hai hinh tir dién dé
c6 ba cdp dinh tuong ing tring nhau,
chang han A tring A’, B trung B’, C tring
C’,con D khac D'.

Khi d6, méi diém A, B, C cich déu hai
diém D va D’ nén mp(ABC) la mait

phang trung truc ctia doan thing DD’, oC
suy ra phép doi xung qua mp(ABC)
bién cdc dinh A, B, C, D 1an luot thanh Hinh 16

cac dinh A’, B’, C’, D’. Vay hai ti dién
ABCD va A’B'C’'D’ bang nhau.

Truong hop 2 (h.17). Hai hinh tir dién
do ¢6 hai cdp dinh tuong ving trung
nhau, chang han A truing A’, B trung B’.
Khi dé goi (P) 1a mat phang trung truc
ctia doan thang CC’ thi (P) di qua A va
B (vi A va B cliing cich déu hai diém C
va C").Vay phép doi xing qua mp(P) sé
bién cic diém A, B, C, D lan luot thanh
cdc diém A’, B', C’, D, va do d6 tit dien Hinh 17
ABCD bang ti dién A'B'C'D,.

Vi hai t¢ dién A'B'C’'D, va A'B'C’'D’ ¢6 cdc canh tuong tng bang nhau va
c6 ba dinh tuong ng trung nhau nén theo trudng hop 1, chiing bang nhau.
Truong hop 3. Hai hinh tit dién dé c6 mot cdp dinh tuong itng triung nhau,
ching han A tring A".

13
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Khi dé, goi (Q) 1a mat phang trung truc ctia BB’ thi (Q) di qua A (vi A céch
déu B va B’). Vay phép d6i xing qua (Q) bién cac diém A, B, C, D lan luot
thanh cac diém A’, B/, C,, D, va do do, hai ti& dién ABCD va A'B'C|D,
bang nhau. Mat khdc, hai t¢ dién A'B'C,D, va A'B'C’'D’ c6 céc canh tuong
{ing bang nhau va ¢6 hai cdp dinh tuong tng tring nhau nén theo trudng hop 2,
ching bang nhau.

Truong hop 4. Hai hinh tit dién do khong cé cdp dinh tuong ting nao trung nhau.
Khi dé, goi (R) 12 mat phing trung truc clia AA’, phép doi xing qua (R)
bién céc diém A, B, C, D lan lugt thanh cdc diém A’, B, C, D, nén tit dién
ABCD bang ti dién A'B|C|D; ; ma hai t¢ dién A'B,C D, va A'B'C'D’ ¢6
cdc canh tuong (ing bing nhau va mot cdp dinh tuong Gng trung nhau, do
d6 chiing bang nhau theo truong hop 3.

HE QUA 1

‘ Hai tit dién déu c6 canh bdang nhau thi bang nhau. ‘

HE QUA 2

‘ Hai hinh ldp phuong cé canh bang nhau thi bang nhau. ‘

Chirng minh (h.18)

Gia sa ABCD.A'BC'D’ va
MNPQ.M'N'P'Q’ 1a hai hinh lap
phuong ¢6 canh déu bang a. Hai
ta dién ABDA’ va MNQM' c6 cac
canh tuong ung biang nhau nén
bing nhau, tdc la c6 phép doi
hinh F bién cic diém A, B, D, A’

lan luot thanh M, N, Q, M. Vi F A

1a phép doi hinh nén F bién hinh 5

vuong thanh hinh vuéng, do d6 F

bién diém C thanh diém P, bién | Y ,

diém B’ thanh N, bién diém D | A 7P
B’ C’

Hinh 18



10.

thainh Q' va bién diém C’ thanh
diém P’. Nhu vay, hai hinh lap
phuong da cho bang nhau.

Cau héi véa bai tép

Goi P 1a phép do6i xiing qua mat phang (P) va a 1a mot dudng thang nao
dé. Gia st D bién dudng thing a thanh duong thang a’. Trong trudng hop
nao thi :

a) a trung véi a’;

b) a song song véi a’;

c)acita’;

d) a va a’ chéo nhau ?

Tim c4c mat phang doi xiing clia cac hinh sau day :

a) Hinh chép td gidc déu ;

b) Hinh chép cut tam gidc déu ;

¢) Hinh hop chit nhat ma khong c6 mat nao la hinh vuong.
Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’D’. Chiing minh rang :

a) Céc hinh ch6p A.A'B’C’'D’ va C'.ABCD bing nhau ;

b) Céc hinh lang tru ABC.A'B'C’ va AA'D'.BB'C' bang nhau.
Chiing minh rdng cédc phép tinh ti€n, d6i xing truc, doi xting tAm 1a nhitng
phép doi hinh.

Chdng minh rang :

a) Hop thanh clia hai phép déi xiing qua hai mat phang song song (P) va
(Q) 1a mot phép tinh tién ;

b) Hop thanh ctia hai phép déi xiing qua hai mat phang (P) va (Q) vuong
gbéc v6i nhau 12 mot phép doi xitng qua dudng thang.

15



PHEP VI TU VA SU PONG DANG
CUA CAC KHOI PA DIEN.
CAC KHOI PA DIEN PEU

1. Phép vi tu trong khong gian

16

PINH NGHIA 1
Cho s6'k khong doi khdc 0 va mot diém O ¢ dinh. Phép bién
hinh trong khong gian bién méi diém M thanh diém M’ sao
cho OM’ = kOM goi la phép vi tw. Diém O goi la tam vi tu,
s0'k goi la ti 6 vi tu.

Nhu vay, phép vi tu trong khong gian dugc dinh nghia hoan toan tuong tu
nhu trong mat phang. C4c tinh chit sau day cta phép vi tu déu cé thé duoc
chting minh twong tu nhu trong mat phang.

Cac tinh chat co ban cuaa phép vi tu

1. Néu phép vi tu ti s6'k bién hai diém M, N thanh hai diém
M, N’ thi M'N’ = kMN, va do dé M'N'= |k| MN.

2. Phép vi tu bién ba diém thang hang thanh ba diém thdng
hang, bon diém dong phdng thanh bon diém dong phdng.

Tir d6 suy ra phép vi tu bién dudng thang thanh duong thang, mat phing
thanh mat phang...

Vidul

Cho hinh tir dién ABCD. Goi A’, B/,
C’, D’ lan luot la trong tdm ciua cdc
tam giac BCD, ACD, ABD, ABC.
Chitng minh rdang cé phép vi tu bién
tiw dién ABCD thanh ti dién A'B'C'D".

Gidi (h.19)
Goi G la trong tam cua ti dién ABCD.
Khi d6 ta biét ring :

Hinh 19



GA'=-'GA,GB'=- . GB,
3 3
— 11— —— 1 —
GC'=-—-GC,GD'=- —-GD.
3 3
Suy ra phép vi tu V tam G, t1 SO k =— 3 bién céc diem A, B, C, D lan luot thanh
céc diém A’, B, C’, D’. Vay V bién ttt dién ABCD thanh tit dien A’ B'C'D".
@ Trong truong hop nao thi phép vi tu la mot phép doi hinh ?
2. Hai hinh déng dang

DINH NGHIA 2
Hinh A duoc goi la dong dang véi hinh A néu c6 mot phép
vi tw bién hinh A’ thanh hinh A, ma hinh A bdang hinh A",

Vi du 2. Chitng minh rdang hai hinh it dién déu bdt ki luén luén dong dang
vOi nhau.

Chiung minh (h.20)

Gia st ABCD la t¢ dién déu coé
canh bang a va A’B'C’'D’ 1a t& dién
déu c6 canh bang a’. Ta xét phép vi
tu V cétam O tuy y va c6 ti so

k = % Khi d6 dé thy tit dién déu

ABCD bién thanh t& dién déu C

AB,C|D; c6 canh bang a’. Vay ta

dien ABCD; bing ti dien B, D,
A'B’C’'D’. Theo dinh nghia, ti dién C,

ABCD do6ng dang véi ti dién
A'B'C'D".

Hinh 20

Vi du 3. Chiing minh rdang hai hinh ldp phuong bdt ki déu dong dang vdi nhau.

Chtng minh twong tu nhu & Vi du 2.
17



3. Khai da dién déu va su déng dang cla cac khai da dién déu
Truéc hét ta ndi vé khoi da dién 16i, mot khéi niém tuong tu nhu khdi niém
da gidc 16i trong hinh hoc phang.
Mot khéi da dién dugc goi 1a khoi da dién 16i néu véi bat ki hai diém A va B
nao clia n6 thi moi diém clia doan thang AB ciing thudc khai dé.

Céc khai da dién trén hinh 21 khong phai 1a nhitng khoi da dién 16i.

// g
~
> /

Hinh 21
Tai sao cdc khoi da dién trén hinh 21 khong phdi la nhiing khoi da dién 16i ?

Ching ta da biét thé nao 1a da gidc déu. Bay gio ta sé dinh nghia thé€ nao 1a
khoi da dién déu.

DINH NGHIA 3
Khoi da dién déu la mot khoi da dién 161 ¢6 hai tinh chdt sau day :
a) Cdc mdt la nhitng da gidc déu va cé cung so canh ;

b) Méi dinh la dinh chung cua cing mot sé canh.

Khoi da dién déu ma méi mat 1a da gidc déu n canh va méi dinh Ia dinh
chung cua p canh dugc goi 1a khoi da dién déu loai {n ; p}.

23| Khoi tir dién déu, khoi bat dién déu va khoi ldp phuong la nhiing khoi da dién
déu thudc loai gi ?

Negoai khai tt dien déu, khoi 1ap phuong va khéi bét dien déu, hinh 22 dusi
day cho ta thay thém hai loai nita cia khoi da dién déu.

18



Khoi hai muoi mdt déu Khoi muoi hai mdt déu
(thuoc loai {3 ; 5}) (thuoc loai {5 ; 3})

Hinh 22

Nguoi ta chiing minh dugc rdng chi ¢ nam loai khoi da dién déu (xem bai
doc thém Dinh li O-le va khoi da dién déu) va hai khoi da dién déu cung
loai thi dong dang véi nhau.

Em hay lam thi!

Chung ta c6 thé 1am mé hinh clia ndm loai khéi da dién déu bang nguyén vat liéu
1a bia cling va hé dan.
Hay cét bia cling theo mau duéi day (h.23) va dan lai thanh cac khéi da dién déu.

. AN
B WVAVAVAV/
vV
%/\/\/\/\/\
AVAVAVAVAV/
\VAVAVAVAY

Hinh 23
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11.

12.

13.

14.

20

Cau héi va bai tép
Chting minh ring phép vi tu bién moéi dudong thing thanh mot duong thing
song song hodc tring véi nd, bién mdi mat phiang thanh mot mat phang
song song hodc trung v6i mat phang do.
Cho mot khoi ti dién déu. Hay chiing minh ring :
a) Céc trong tAm ctia cdc mat cua n6 1a cac dinh cua mot khoi tit dién déu ;
b) Céc trung diém ctia céc canh ctia n6 la céc dinh cia mot khoi tAm mat déu.
Hai dinh cua mot khéi tdim mat déu duoc goi 1a hai dinh déi dién néu ching
khong ciing thuoc mot canh ctia khéi d6. Poan thang néi hai dinh doi dién goi
1a duong chéo cua khoi tim mat déu. Chiing minh riang trong khoi tim mat
déu:
a) Ba duong chéo cit nhau tai trung diém clia mdi duong ;
b) Ba duong chéo doi mot vuong géc v6i nhau ;
¢) Ba duong chéo bing nhau.
Chitng minh rang :
a) Tam cdc mat cia mot khoi 1ap phuong 1a cdc dinh cia mot khéi tim mat déu ;

b) Tam cdc mat ciia mot khéi tdim mat déu 1a cac dinh ctia mot khdi 1ap phuong.

Bai doc thém

AP , )
@%\\i’% DINH L{ O-LE VA KHOI DA DIEN DEU

1. Pac sd O-le clia khoi da dién

Dé&i v6i mbi khéi da dién ./, ta ki hiéu P 1a s6 dinh, C 1a s6 canh, M 1a s6 mét cha A’
va khi d6, s6 y (#') = B — C + M dudc goi la dac s6 O-le (con goi tat la ddc sé) cla
khéi da dién .. (Chit Hy Lap g doc Ia "khi").

Cac hinh vé sau day cho ta moét s6 khéi da dién cung véi cac dac sé cha ching :



e =l T

D=24,C=48, M =24 ;=0 D=16,C=28M=14;x=2

Hinh 24
Nhu vay, cac khéi da dién c6 thé cé cac dac sd khac nhau. Tuy nhién, nha toan
hoc Thuy Si O-le (L. Euler) da chng minh dinh li mang tén 6ng sau day :
Dinh Ii O-le. Moi khéi da dién 16i déu c6 dac sé bang 2.
Ta c6 thé kiém nghiém dinh Ii d6 cho cac khdi da dién déu (d6 la nhitng khéi da
dién 16i). Cha y rang trén hinh 24 c6 nhiing khéi da dién khéng 16i nhung van cé
dac sé bang 2.
2. Chimg minh dinh li vé nam loai khdi da dién déu
Dung dinh li O-le, ta c6 thé ching minh réng chi cé nam loai khéi da dién déu.
Nh&c lai : Khéi da dién déu loai {n ; p} |a khéi da dién 16i c6 mat la cac n-giac déu
va méi dinh 1a dinh chung cla p canh.

Dinh li. Chi c6 nam loai khéi da dién déu, do la cac loai : {3 ; 3}, {4 ; 3}, {3 ; 4},
{53} {3; 5}

Chuing minh. Gia sl khéi da dién déu loai {n ; p} c6 B dinh, C canh va M mat.

Vi méi méat ¢c6 n canh nén M mat s& cé nM canh, nhung méi canh lai chung cho
hai m&t nén 2C = nM. Vi méi dinh 1a dinh chung cho p canh nén B dinh sé& c6 pb
canh, nhung méi canh lai di qua hai dinh nén 2C = pb. Vay ta c6é

pb =2C = nM.
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Tu dé suy ra
_C -C+M _( -C+M)2pn

1 1+1 2n+2p-np

1

M
1 111
p 2 n p 2 n
C
1
n

Theo dinh li O-le, tac6 - C+ M =2 nén

M 4pn
2n+2p-np’

T o=
N= O

__ 4 . o__ 2mp M= 4p
2n+2p—-np 2n+2p-np ' 2n+2p-np

Vay : ")

Vicac s6 D, C, M, n, p déu |a nhitng s6 nguyén duong nén

2n+2p-np>0hay (n-2)(p-2)<4.
Chuyrangn>3;p=>3nénn-2vap-2la hai s6 nguyén dudng ; ngoai ra tich
s6 clia ching bé hon 4. Vay chi c6 thé xay ra cac trudng hop sau :
1)n-2=1,p-2=1hayn=p=3, ta co khdi da dién déu loai {3 ; 3}. Khi dé,
tor (*)tasuyrab =4, C=6, M=4.D6 chinh |a khéi t& dién déu.
2)n-2=2,p-2=1hayn=4,p=23, tacd khdi da dién déu loai {4 ; 3}. Khi dé
D =8, C =12, M= 6. Db chinh la khdi l1ap phucng.
3)n-2=1,p-2=2hayn=3,p=4, ta cé khéi da dién déu loai {3 ; 4}. Khi d6
D =6, C =12, M = 8. D6 chinh |a khéi tam mat déu (con goi 1a khéi bat dién déu).
4)n-2=3,p-2=1hayn=5, p= 3, tacod khdi da dién déu loai {5 ; 3}. Khi dé
D = 20, C = 30, M = 12. D6 chinh 13 khéi mudi hai mat déu (con goi 13 khéi thap
nhi dién déu).
5 n-2=1,p-2=3hayn=3, p=5, tacd khéi da dién déu loai {3 ; 5}. Khi dé
D =12, C =30, M = 20. D6 chinh 1a khéi hai muci mat déu (con goi 1a khéi nhi
thap dién déu).

Vay ta c6 bang sau day :

Loai Tén goi S6 dinh S6 canh S6 mat
(3:3) | Knhéi t& dién déu 4 6 4
{4; 3} Khai lap phuang 8 12 6
{3; 4} Khéi tam mat déu 6 12 8
{(5:3} | Khai musi hai mat déu 20 30 12
{3:5} | Khéi hai muci mat déu 12 30 20




Na&m loai khéi da dién déu ké trén dudc nha triét hoc va toan hoc Pla-tdng (427 - 347
tru6c Céng nguyén) tim ra, chung thudng dudc goi 1a cac th€ Pla-tong. Cac khoi
da dién theo th( tu trong bang trén dudc Pla-téng coi la tuong trung cho /ia, dét,
khi, vi tru va nudc.

§ THE TICH CUA KHOI DA DIEN

1. Thé& nao la thé tich ctia mdt khdi da dién ?
Chiing ta biét ring trong mat phing, mdi da gidc c6 mot dién tich. D6 1a s6
do phan mat phing ma da gidc d6 chiém ché. Tuong tu nhu vay, cdc khoi
da dién chi€m nhitng phin khong gian 16n nho khac nhau. Thé tich cia mdi
khoi da dién 1a s6 do ctia phan khong gian ma né chi€ém ché.
Ching ta da biét cdc cong thiic tinh thé tich cia mot so khoi da dién don
gian. Sau day ching ta s& néi ro hon vé cdc cong thic nay.
Dé c6 nhitng cong thic nhu thé, chiing ta thira nhan ring mdi khoi da dién
c6 thé tich 1a mot s6 duong, thoa mian céc tinh chat sau day :
1) Hai khoi da dién bdang nhau thi c¢é thé tich bdang nhau.
2) Néu mot khoi da dién duoc phdn chia thanh nhiéu khoi da dién
nhd thi thé' tich ciia né bdng tong thé'tich ciia cdc khoi da dién nhd do.
3) Khoi ldp phuong cé canh bdng 1 thi cé thé tich bdng 1.
CHU Y
1) Trong thuc t&, khi phai do ludng va tinh todn vé do dai, dién tich
va thé tich, nguoi ta thuong dung nhiing don vi do khic nhau. Néu ta
diing don vi do do dai 12 1cm chang han thi theo tinh chat 3, khéi lap
phuong c¢6 canh bing 1 (hiéu 1a 1cm) s& c6 thé tich bing 1, nhung
hiéu la 1cm3. Tuong tu, khéi 1ap phuong c6 canh 1dm sé& c6 thé tich
1a 1dm’, khéi 1ap phuong c6 canh 1km thi ¢6 thé tich [a Tkm’,..
2) Doi khi dé don gian, thé tich cta khoi da dién gidi han boi hinh
da dién # ciing duoc goi 1a thé'tich ciia hinh da dién .
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2. Thé tich chGa khéi hop chir nhat

Gia str ta ¢c6 mot khoi hop chit nhat
v6i ba kich thuéc a, b, ¢ déu la
nhiing s6 nguyén duong. Khi do,
bang nhitng mat phing song song véi
cdc mit cuia khoi hop, ta ¢6 thé phan
chia n6 thanh cac khéi 1ap phuong c6
canh bang 1 (h.25).

Hién nhién s6 cdc khoi lap phuong
do bang tich s6 a.b.c.

Hinh 25

Theo tinh chat 2, thé tich V ctia kh6i hop chit nhat bing téng cac thé tich
clia cdc khai 1ap phuong va theo tinh chat 3, méi khoi 1ap phuong d6 c6 thé
tich bang 1. Tir d6 ta suy ra cong thic

Trong truong hop cac kich thudce a, b, ¢ cua khéi hop chit nhat 1a nhitng s6
duong tuy y (khong nhit thiét phai la s6 nguyén), nguoi ta chiing minh
dugc ring cong thiic néi trén van ding. Nhu vay mot céch téng quat, ta c6 :

DPINH Li 1

Thé'tich ciia mot khoi hop chit nhdt bdng tich so ciia ba kich thudc.

Vi du 1. Tinh thé tich ciia khéi ldp phuong cé cdc dinh la trong tdm cdc
mdt ciia mot khoi tam mdt déu canh a.

Gidi. Gia st ¢6 khoi tdim mat déu véi cac dinh

1a s, S, A, B, C, D (h.26). Goi M va N lan luot

l1a trong tam cua tam giac SAB va SBC thi doan

thang MN 1a mot canh ciia khéi lap phuong.

Goi M’, N’ 1an luot 1a trung diém clia ABva BC A

thi M va N lan lugt nam trén SM’ va SN’ nén

Mn = 2y = SAC a2 4
3 32 3
Hinh 26
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Vay thé tich ctia kh6i lap phuong 1a

3 2a3\/§

V=MN =
27

O
/" Cho khéi lang tru diing c6 chiéu cao bing h, day 1a tam giac vuéng véi hai canh
g6c vudng bang a va b. Tinh thé tich ctia khdi I&ng tru dé.

3. Thé tich cta khéi chép
Dung phuong phép gi6i han, ngudi ta c6 thé ching minh duoc dinh If sau day.

DINH Li 2

Thé tich cua mot khoi chdép bdang mot phdn ba tich so cia
dién tich mdt ddy va chiéu cao ctia khoi chép dé.

Nhu vay, néu ta ki hiéu dién tich mat ddy cua khoi chép la Sd&iy va chiéu
cao cua khoi chép 1a 4 (h 1a khoang cach tir dinh cua khéi chép t6i mat
phing chita ddy ctia khéi chop) thi thé tich V ctia khéi chép dé duge tinh
theo cong thic

v=_ls

3 déy .h.

Vi du 2. Tinh thé tich ciia khoi tit dién déu c6 canh bdng a.
Gidi

Xem ti dién déu ABCD (canh bang a) nhu A
l1a hinh chdp c6 dinh 1a A va ddy la tam
gidc déu BCD c¢6 canh bang a (h.27). Dién
tich mat day la

V3 2

S =—a.
BCD 4

Goi H la tam cta tam gidc déu BCD thi
AH la duong cao cua hinh chép A.BCD.
Bai vay chiéu cao cua hinh chép 1a

Hinh 27
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h=AH =\ AB*> - BH? = |d* - T
Tu d6 suy ra khoéi tit dién ABCD ¢6 thé tich 1a

1 13 5 V2 a2
V= SBCD'h = . a .a = .

3 34 312
Vi du 3. Tinh thé tich ciia khoi tam mdt déu cé canh bdng a.
Gidi
Trén hinh 28, ta ¢6 khoi tdim mat déu
M vGicac dinhlaA,B,C,D,E,F. Ta
c6 thé phan chia khoi da dién
thanh hai kh6i chép t& gidc déu
A.BCDE va F.BCDE. Vi hai khoi
chép d6 bing nhau nén c6 thé tich
bang nhau, do dé thé tich V cta khoi
S bang hai lan thé tich V| cta khoi
chép A.BCDE.
Chd ¥ rang BCDE 1a hinh vuong canh
a vo1 tam O va tam giac ABD la tam
gidc vuong can dinh A, ta tinh dugc :

1 12 2 342

V.= "8 AO= aa—=a —.
1 3BCDE 3 n 6

Tur d6 suy ra khéi tdm mat déu noéi trén c6 thé tich 1a
3

3

V=2V =a

4. Thé tich cta khai ling tru

Bai toan. Tinh thé tich V cua khoi ldng tru
ABC.A'B'C’ biét dién tich diay ABC bdng S va
chiéu cao (khodng cdch gita hai mdt phdng
chita hai day) bang h (h.29).

) 2 (dé giai bai toan)

/% a) Chia khéi lang tru ABC.A’B'C’ thanh ba khéi td
dién bdi cac mat phing (A'BC’) va (A'BC), hay ké B’
tén ba khdi t&r dién do6.
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b) Ching t4 réng ba khai t( dién d6 co thé tich bang nhau.
c) T d6 suy ra cong thiic V = S.h. Hay phat biéu thanh 16i céng thic dé.

Bay gio, xét khoi lang tru c6 day la mot da
gidc bat ki. Vi bat ki da gidc nao ciing c6 thé
phan chia duoc thanh ciac tam gidc khong co6
diém trong chung nén cé thé phan chia khoi

lang tru d6 thanh cac khoi lang tru tam giac c6
cung chiéu cao (h.30). Téng cic thé tich cla
ching chinh 1a thé tich cta khéi lang tru ban
dau. Tu d6 suy ra dinh 1i sau day.

DINH LI 3 Hinh 30

Thé tich cuia khoi ldng tru bdng tich sé cua dién tich mdt day
va chiéu cao cua khoi ldang tru dé.

Vi du 4. Cho khoi ling tru ABC.A'B'C’. Goi M, N ldn luot la trung diém
ciia hai canh AA’ va BB'. Mdt phdng (MNC") chia khoi ldng tru da cho
thanh hai phdn. Tinh ti s6 thé tich ciia hai phdn dé.

Gidi

Néu goi V 1a thé tich ctia khoi lang tru thi

thé tich cta khoi ti dién C’ABC 1a Z , do

d6 thé tich cta khoéi chép C.ABB'A’ 1a 2;/
(h.31). Vi hai khéi chép C'ABNM va
C’.MNB’A’ ¢6 cung chiéu cao va c6 mat
day bang nhau nén thé tich ctia khoi chop
C''MNB’A’ 1a

12
yo Ll v

2 3 3 Hinh 31

va thé tich khéi da dien ABCMNC'’ 1a
2
vy VoW
3 3
Vi 1

Ta c6 ti so thé tich hai phan duoc phan chia la k = )
2
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

28

Cau héi véa bai tép

Cho tam gidc ABC ¢6 dinh va mot diém S thay déi. Thé tich clia khoi chép
S.ABC c6 thay doi hay khong néu :

a) Dinh S di chuyén trén mot mat phing song song v6i mat phang (ABC) ;
b) Pinh S di chuyén trén mot mat phang song song véi chi mot canh day ;
c¢) Dinh S di chuyén trén mot duong thing song song véi mot canh ddy ?
Hay chia mot khéi tit dién thanh hai khdi tit dién sao cho ti s6 thé tich cua
hai khoi tit dién nay bang mot s6 k£ > 0 cho trudc.

Tinh thé tich cta khoi hop ABCD.A'B'C’'D’, biét ring AA'B’'D’ 12 khoi ti
dién déu canh a.

Tinh thé tich cta khdi lang tru n-gidc déu c6 tat ca cdc canh déu bang a.
Cho khoi lang tru ding ABC.A'B'C’ c6 day la tam gidc ABC vuong tai A,
AC = b, ACB = 60°. Puong thing BC’ tao v6i mp(AA’C’C) mot goc 30°.

a) Tinh do dai doan thang AC".

b) Tinh thé tich khéi lang tru da cho.

Cho khoi lang tru tam gidc ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gidc déu canh a,
diém A’ cdch déu ba diém A, B, C, canh bén AA’ tao v6i mat phiang ddy mot
g6c 60°.

a) Tinh thé tich clia khéi lang tru do.

b) Chitng minh rang mat bén BCC’B’ 12 mot hinh chit nhat.

¢) Tinh téng dién tich cac mat bén cta hinh lang tru ABC.A'B’C’ (t6bng d6
goi la dién tich xung quanh cta hinh (hoac khéi) lang tru da cho).

Cho diém M nam trong hinh tit dién déu ABCD. Chiing minh ring téng céc
khoang céach tir M t&i bon mat cua hinh t dién 1a mot s6 khong phu thuoc
vao vi trf cia diém M. Téng d6 bang bao nhiéu néu canh cla t¢ dién déu
bang a ?

Cho khéi lang tru tam gidc déu ABC.A’B’C’. Goi M la trung diém clia AA".
Mat phiang di qua M, B’, C chia khéi lang tru thanh hai phan. Tinh ti s6 thé

tich cua hai phan do.



23.

24.

25.

Cho khai chép tam gidc S.ABC. Trén ba dudng thing SA, SB, SC lan luot
lay ba diém A’, B’, C’ khac v6i S. Goi V va V'’ lan luot 1a thé tich cta cédc
khoi chép S.ABC va S.A’B'C’. Chiing minh rang :

V. _SA SB SC

V' SA’ SB’SC’’

Khoi chép S.ABCD c¢6 déay 1a hinh binh hanh, M 1a trung diém cha canh
SC. Mat phang (P) di qua AM, song song v6i BD chia khéi chép thanh hai
phan. Tinh ti s6 thé tich ctia hai phan dé.

Chitng minh rang néu c6é phép vi tu ti s6 k bién ti dién ABCD thanh ti dién

ABCD thi VABCD' _ i3
Vascp

ON TAP CHUONG I

| - Kién thic can nhé

1.

Hinh da dién gém mot s6 hitu han da gidc phang thoa man hai diéu kién :

a) Hai da gidc bat ki hoac khong c6 diém chung, hodc c6 mot dinh chung,
hodc c6 mot canh chung.

b) Mdi canh clia mot da gidc 1a canh chung ctia ding hai da gidc.

Hinh da dién chia khong gian lam hai phan (phan bén trong va phan bén
ngoai). Hinh da dién cuing véi phan bén trong ctia né goi la khéi da dién.

Mbi khoi da dién c6 thé phan chia dugc thanh nhitng khoi tit dién.

« Phép doi hinh trong khong gian 1a phép bién hinh bao toan khoang cach giita
hai diém bat ki.

« Phép d6i xiing qua mat phing (P) 1a phép bién hinh bién méi diém thuoc (P)
thanh chinh n6é va bién méi diém M khong thuoc (P) thanh diém M’ sao cho
(P) 1a mat phang trung truc clia doan thang MM’. Phép d6i xting qua mat
phang 12 mot phép doi hinh.

« Mat phang (P) goi 12 mat phang d6i xting clia mot khéi da dién néu phép doi
xung qua (P) bién khai da dién thanh chinh né.

29



* Phép tinh tién, phép doi xting truc, phép doi xiing tam la nhiing phép doi hinh.
» Hai hinh da dién goi 1a bang nhau néu ¢6 mot phép doi hinh bién hinh nay
thanh hinh kia.
« Hai hinh ti dién bang nhau néu ching c6 cac canh tuong ing bang nhau.

4. «Phép vitutam O ti s6 k #0 1a phép bién hinh bién mdi diém M thanh diém
M’ sao cho OM’ = k.OM .
« Hinh . dugc goi 1a dong dang véi hinh %" néu c6 mot phép vi tu bién hinh
S thanh hinh %] ma hinh .| bang hinh .#"".

5. C6 nam loai kh6i da dién déu : khéi ti dién déu, khéi 1ap phuong, khoi tim
mat déu, khoi mudi hai mit déu, khoi hai muoi mat déu.

6. Thé tich ctia khoi hop chit nhat bang tich s6 ba kich thuée.

7. Thé tich cta khoi chép bang mot phan ba tich s6 cha dién tich mat ddy va
chiéu cao khoi chop.

8. Thé tich clia khéi lang tru bing tich s6 cua dién tich mat ddy va chiéu cao
cua khai lang tru.

9. Cho khéi chép S.ABC. Trén ba dudng thing SA, SB, SC lan lugt 14y ba
diém A’, B’, C’ khac S. Khi d6

Vsapc _ SA SB SC
Vi apc SA” SB' SC"

Il - Cau héi tu kiém tra

1. Khoi lang tru n-giac c6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mat ?
Khdi chép n-gidc ¢6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mat ?

2. Nhitng khéi da dién déu nao cé mat 1a tam gidc déu ? Mdi dinh ctua né la
dinh chung ctia bao nhiéu mat ?

3. Néu biét thé tich ctia mot khéi chép va dién tich mat ddy cha né thi c6 thé
biét dugc chiéu cao cua khai chép dé hay khong ?

4. Né&u mdi kich thuéc cia mot khoi hop chit nhat duge tang 1én k 1an thi thé
tich cua khoi d6 tang 1én bao nhiéu lan ?

5. Hinh ti dién déu, hinh lap phuong, hinh bat dién déu cé nhitng mat phang
doi xtng nao ?

6. N&u ti s6 cdc canh tuong ting cua hai tit dién dong dang bing & thi ti s6 thé
tich cua hai khéi tit dién 4y biang bao nhiéu ?

Il - Bai tap

1. Cho t dién ABCD c6 thé tich bang V. Goi B’ va D’ lan luot 1a trung diém
clia AB va AD. Mat phang (CB’D’) chia khéi tit dién thanh hai phan. Tinh
thé tich mdi phan do.
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Cho khéi hop ABCD.A’B'C’'D’. Chiing minh ring sdu trung diém cla sdu
canh AB, BC, CC’, C'D’, D'A’ va A’A nam trén mot mat phéng va mat
phang d6 chia khéi hop thanh hai phan c6 thé tich biang nhau.

Cho khéi tit dién ABCD, E va F lan luot 12 trung diém cta hai canh AB va
CD. Hai mat phang (ABF) va (CDE) chia khéi ttt diéen ABCD thanh bén
khoi ta dién.

a) Ké tén bon khoi ti dién do.

b) Chiing t6 ring bon khéi tit dién do6 c6 thé tich bing nhau.

¢) Ching t6 rang néu ABCD 1a khéi ti dién déu thi bon khéi td dién néi
trén bang nhau.

Cho khoi lang tru ding ABC.A'B'C’ ¢6 dién tich ddy bang S va AA’ = h.
Mot mat phang (P) cit céc canh AA’, BB’, CC’ 1an luot tai A, B, va C,. Biét
AA|=a,BB,=b,CC,=c.

a) Tinh thé tich hai phan ctia khoi lang tru duoc phan chia béi mat phang (P).
b) Véi diéu kién nao cla a, b, ¢ thi thé tich hai phian d6 bing nhau ?

Cho khéi lang tru déu ABC.A’B'C’ va M 1a trung diém cla canh AB. Mit
phang (B’C’'M) chia khéi lang tru thanh hai phan. Tinh ti s6 thé tich hai
phan do.

Cho khéi chép S.ABC c6 dudng cao SA bang a, ddy 1a tam gidc vuong can cé
AB = BC = a. Goi B’ 1a trung diém cta SB, C’ 1a chan dudng cao ha tir A
cua tam giac SAC.

a) Tinh thé tich khoi chép S.ABC.

b) Ching minh rang SC vuong géc v6i mp(AB'C’).

¢) Tinh thé tich khéi chop S.AB'C.

IV - Cau hai trdc nghiém

1.

2.

Modi dinh cta hinh da dién la dinh chung cta it nhat
(A) Nam canh ; (B) Bon canh ;
(C) Bacanh; (D) Hai canh.
Cho khoi chép c6 dédy la n-gidc. Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé
nao ding ?
(A) S6 canh ctia khéi chop bang n + 1 ;
(B) S6 mit cua khoi chép bang 2n ;
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10.

32

(C) S6 dinh cua khéi chop bang 2n + 1 ;

(D) S6 mit cua khoi chép bang s6 dinh clia nd.

Phép déi xiing qua mp(P) bién dudng thang d thanh chinh né khi va chi khi
(A) d song song v6i (P) ; (B) d ndm trén (P) ;

©) d_L(P); (D) d nam trén (P) hoac d L (P).

Cho hai dudng thing d va d’ cat nhau. C6 bao nhiéu phép déi xiing qua mat
phang bién d thanh d’ ?

(A) C6 mot ; (B) C6 hai ;

(C) Khong ¢ ; (D) C6 vo s0.

Cho hai dudng thang phan biét d va d’ dong phang. Cé bao nhiéu phép doi
xting qua mat phang bién d thanh d’ ?

(A) Khong c6 ; (B) C6 mot ;

(C) C6 hai ; (D) C6 mot hoac hai.
Hinh chép tit gidc déu c6 bao nhiéu mat phang doi xding ?
(A) Mot ; (B) Hai ;

(C)Ba; (D) Bon.

Mot hinh hop ding c6 day 1a hinh thoi (khong phai hinh vudéng) c6 bao
nhiéu mat phang d6i xing ?

(A) Mot ; (B) Hai ;

(C) Ba; (D) Bon.

Cho phép vi tu tam O bién diém A thanh diém B, biét raing OA = 20B. Khi
do, ti s6 vi tu 1a bao nhiéu ?

(A)2; B)-2;

1

1
(© ii ; (D) 5

Cho hai duong thang song song d, d’ va mot diém O khong nim trén
ching. C6 bao nhiéu phép vi tu tam O bién d thanh d’?

(A) C6 mot ; (B) Khong ¢6 ;

(C) Co6 hai ; (D) C6 mot hoac khong co.
Khoi tdm mat déu thuoc loai

(A){3:3}; (B) {4:3};

(O {5;3}; (D) {3;4}.



11. Khoi hai muoi mat déu thuoc loai
(A){3:4}; B) {3:5};
(©) {4;3}; (D) {4:5}.
12. Néu ba kich thuéc ctia mot khéi hop chit nhat tang 1én k 1an thi thé tich clia
no tang lén
(A) k lan ; (B) k* 1an ;

(C) & 1an ; (D) 347 14n.
13. Tong dién tich cdc mat ctia mot hinh lap phuong bang 96. Thé tich ctuia khoi
lap phuong d6 1a
(A) 64 ; (B) 91 ;
(C) 84; (D) 48.
14. Ba kich thu6c cia mot hinh hop chit nhat lam thanh mot cdp s6 nhan cé

cong boi 1a 2. Thé tich hinh hop da cho 1a 1728. Khi do, cac kich thude cua
hinh hop la

(A) 8, 16,32 (B)2,4,8;
(©) 243, 443, 38; (D) 6, 12, 24.
15. Céc duong chéo cla cac mat ciia mot hinh hop chit nhat bang J5, V10, V13.
Thé tich ctia hinh hop do6 1a
(A)4; B)5;
©)6; (D) 8.

16. Mot khoi lang tru ding tam giac ¢6 cdc canh ddy bang 37, 13, 30 va dién
tich xung quanh béing 480. Khi d6 thé tich cta khéi lang tru l1a

(A) 2010 (B) 1010 ;
(C) 1080 ; (D) 2040.
17. Mot khoi lang tru tam gidc ¢6 cac canh ddy bang 13, 14, 15, canh bén tao

v6i mat phang ddy mot géc 30° va c6 chiéu dai bang 8. Khi dé thé tich cha
khoi lang tru 1a
(A) 340; (B) 336 ;

(C) 27443 ; (D) 124/3.

18. bay cua mot hinh hop ding 1a hinh thoi canh a, géc nhon 60°. Duong chéo
16n clia ddy bang dudng chéo nho clia hinh hop. Khi d6 thé tich clia hinh
hop 1a
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19.

20.

21.

22.

23.

34

(A) @ ; B) a' 3 ;
N NG
2 2

(D)

(©)

Khi do dai canh cta hinh lap phuong ting thém 2cm thi thé tich cha né
tang thém 98 cm?. Canh cua hinh 1ap phuong da cho la
(A) 4cm ; (B) 5cm ;
(C) 6¢cm ; (D) 3cm.
Cho mot hinh hop vé6i sdu mit déu 1a hinh thoi canh @, géc nhon bang 60°.
Khi d6 thé tich ctia hinh hop 1a
3\/’ 3\/’
(B)

3\/_ a3\/§
5

(A)

© (D)

Cho mot hinh l1ap phuong c6 canh bang a. Khi d6, thé tich ctia khéi tdm

mit déu ma cédc dinh 1a tAm clia cdc mat cua hinh 1ap phuong da cho bang
3\/7 3\/’

(A) (B)

3 3
a a
C —; D) =
© 3 (D) 6
Cho mot khéi tit dién déu c6 canh bing a. Khi do, thé tich cta khoi tdim
mat déu ma céc dinh 12 trung diém clia cdc canh cta khai t dién di cho 12
a*\2 3

(A) YR (B) TR

3\/_ ©) a3
24

Cho khoi mudi hai mit déu 4 cé thé tich V va dién tich méi mit clia nd

(©)

bang S. Khi d6, téng cdc khoang cach tir mot diém nim trong # dén cdc
mit ctia né bang

W v,
(A) 25 (B) ;

3V v
© ¢ @ )125



24. Mot khoi lang tru tam gidc c6 cdc canh ddy bang 19, 20, 37, chiéu cao cua
khoi lang tru bing trung binh cong ciia cac canh ddy. Khi d6 thé tich cua
khéi lang tru la
(A) 2888 ; (B) 12452 ;

(C) 1123 (D) 4273.

25. Ddy cua mot hinh hop 1a mot hinh thoi ¢6 canh bang 6¢cm va géc nhon
bang 45°, canh bén ctia hinh hop dai 10cm va tao v6i mat phang ddy mot
goc 45° . Khi d6 thé tich cua hinh hop 1a
(A) 1243em? ; (B) 180cm® ;

(C) 12042 cm? ; (D) 1802 cm? .

26. Vi mot tAm bia hinh vuong, ngudi ta cit bd & mdi goc tdm bia mot hinh
vuong canh 12cm réi gap lai thanh mot hinh hop chit nhat khong ¢6 nap.
Néu dung tich cua cai hop d6 1a 4800 cm® thi canh tam bia c6 do dai la
(A) 42cm ; (B) 36cm ;

(C) 44cm ; (D) 38cm.
27. Cho mot hinh chép tam gidc déu c6 canh ddy bang a va canh bén tao véi

mat phang ddy mot géc . Thé tich ctia hinh chép d6 1a

3 3
a” cot a” tan
A ; B ;
(A) ) (B) )
2 3
a” tan a tan
C ; D
© B (D) 4

28. Mot hinh chép tam gidc déu c6 canh bén bang b va canh bén tao véi mat

phang ddy mot géc . Thé tich ctia hinh chép 1a

(A) ibS cos® sin ; (B) \fb3 cos’ sin ;
(© ib3 cos sin’ ; (D) be cos sin
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29. Cho hinh chép tit gidc déu # c6 dién tich ddy bang 4 va dién tich ctia mot
mat bén bing +/2 . Thé tich clia # 1a

4J_

(A) —— (B)4;

4 J_
O — ; D) —
© 3 (D) 3
30. Mot khoi chop tam gidc c6 céc canh ddy bang 6, 8, 10. Mot canh bén c6 do

dai bang 4 va tao véi ddy goc 60°. Thé tich cta khoi chép do 1a

(A) 1643 ; (B) 83 :
© 16\/35 ; (D) 167 .

31. Néu mot hinh chép déu c6 chiéu cao va canh ddy cing tang lén n 14n thi thé
tich clia nd tang 1én

(A) n* lan;; (B) 2n* l14n ;
(C) n° 1an ; (D) 27° 14n.
32. Khi chiéu cao cia mot hinh chép déu ting 1én n 1an nhung mdi canh day
gidm di n 14n thi thé tich clia n6
(A) Khong thay déi ; (B) Tang 1én n lan ;

(C) Tang lén (n — 1) lan ; (D) Giam di n lan.
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MAT CAU, MAT TRU, MAT NON

Trong ddi séng hang ngay, chung ta thudng gap
nhiing d6 vat c6 dang hinh cau, hinh tru hodc hinh
nén. Hoc xong chuong nay, hoc sinh can hinh
dung dudc thé nao la mat cau, mat tru, mat ndn va
nhitng hinh ¢6 quan hé dén nhiing mat d6. Hoc
sinh can nhé cac cong thic vé dién tich va thé tich
cla hinh cau, hinh tru va hinh nén.
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§1 MAT CAU, KHOI CAU
]

1. Dinh nghia mit cau

38

=
. )
X

Cic qua béng nhu béng ban, béng dd, bong chuyén cho ta hinh anh cua
mot hinh trong khong gian ma ta s& goi 12 mdt cdu. Dinh nghia cta mat
cau cling don gian nhu dinh nghia quen thudc cua duong tron trong hinh
hoc phang.

DINH NGHIA

Tdp hop cdc diém trong khong gian cdach diém O cé dinh
mot khodng R khong doi goi la mdt cau cé tam la O va bdn
kinh bdng R.

Mat ciu nhu thé€ thuong duoc ki hiéu 1a S(O ; R). Nhu vay :
S0 ; Ry ={M |OM = R}.

Cac thuat ngir

Cho mat ciau S(O ; R) va mot diém A nao dé (h.32).

a) Néu OA = R thi theo dinh nghia, diém A thuoc
mat cdu. Khi d6 doan thang OA ciing dugc goi 1a
bdn kinh cia mat cau.

Néu OA va OB la hai ban kinh sao cho A, O, B théng Hinh 32
hang thi doan thang AB duoc goi 1a duong kinh cta



mat cau. Nhu vay, mot mat cau dugc xac dinh khi biét tam va ban kinh R hoac
khi biét mot duong kinh AB cua nd.
b) Néu OA < R thi ta néi ring diém A ndm trong mit cau.
¢) Néu OA > R thi ta néi rang diém A ndm ngoai mat cau.
Trén hinh 32, ta ¢6 diém A nam trén mat cdu, AB 1a dudng kinh, diém A,
nidm trong mat cdu va diém A, ndm ngoai mat céu.
d) Tap hop céc diém thudc mat cau S(O ; R) cling véi cdc diém nam trong mit
cau do6 duoc goi 1a khoi cau S(O ; R) hoac hinh cau S(O ; R). Nhu vay, khoi
cau S(O ; R) 1a tap hop cdc diém M sao cho OM <R.
Mot s6 vi du
Vidu 1. Cho hai diém A, B c6 dinh. Chitng minh rdng tdp hop cdc diém M
sao cho MA . MB =0 la mdt cdu duong kinh AB.
Gidi. Goi I 1a trung diém cta AB, ta c6

MA . MB = (Mi + 1A).(M] + IB)

= (M1 + 14) (M7 - 14) = MI® - 1A%,
Suyra MA.MB=0 < MI=IA=IB.
Vay tap hop céc diém M 12 mit cdu tam I ban kinh R = IA, tdc 1a mat ciu
duong kinh AB.
Vi du 2. Cho tit dién déu ABCD c6 canh bdng a. Tim tdp hop cdc diém M
sao cho
MA® + MB® + MC” + MD"= 24"

1 (dé giai vi du 2)
Goi G la trong tam cla t& dién ABCD, ta c6

2 2 2 2 -2 -2 -2 -7

MA® +MB“+MC“+MD”=MA +MB +MC +MD
L2 2 L2 L L2
= (MG +GA)” +(MG +GB)” +(MG +GC)” +(MG+GD)".
a) Hay tinh toan tiép dé di dén két qua :
MA? + MB* + MC? + MD* = 4MG?> +;a2.

b) Hay két hop két qua trén véi dang thiic da cho trong bai toan dé tim gia tri clia MG.
c) Phat biéu két quéa clia bai toan.
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2. Vi tri tuong ddi giira mit cdu va mat phiang

Cho mit cau S(O ; R) va mat phang (P). Hién nhién mat phiang cé thé cat
hoac khong cat mat cau. Néu mat cdu & cach mat phing qué xa thi rd rang
12 ching khong cat nhau. Do xa, gin clla mat cdu va mat phang phu thuoc
vao ban kinh R cua mat ciu va khoang cach d tr tam O clia mat cau tGi
mat phiang (P). Goi H 12 hinh chiéu ctia O trén mp(P) thi d = OH.

o2
7"\ Hay chiing & réng diém M 1 diém chung clia mat cau S(O ; R) va mp(P) khi va chi
2 2 2
khiM e (PyvaHM =R~ d (h.33a).

= 3
/N T Hoat dong 2, c6 thé két luan gi vé giao ciia mat cau S(O ; R) va mp(P) trong
cactrusnghdp:a)d<R;b)d=R;c)d>R?

7
| L/

a) b) <)

Hinh 33
Toém lai, ta c¢6 két luan :

Cho mdt cdu S(O ; R) va mdt phang (P), goi d la khodng cdch
tiw O toi (P) va H la hinh chiéu cua O trén (P). Khi dé :

Néu d < R thi mp(P) cdt mdt cdu S(O ; R) theo giao tuyén la
duong tron nam trén mdt phang (P) c¢é tam la H va cé bdn kinh

r=AR?> d*(h33a);

Néu d = R thi mp(P) cat mdt cdu tai mot diém duy nhdt H
(h.33Db) ;

Néu d > R thi mp(P) khong cdt mdt cdu S(O ; R) (h.33c¢).
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Khi d = 0 thi mp(P) di qua tam O clia mat ciu, mat phiang dé duoc goi 1a
mdt phdng kinh ; giao tuyén ctia mat phang kinh v6i mat ciu 1a duong tron
c6 ban kinh R, dudng tron d6 goi la duong tron [on cua mat cau.
Trong trudng hop d = R, mp(P) va mit cau S(O ; R) c6 diém chung duy
nhat 13 H. Khi d6 ta n6i mat phang (P) tiép xic v6i mat ciu tai diém H,
hodc con néi mp(P) la tiép dién clia mat cdu tai diém H. Diém H goi 1a
diém tiép xiic (hoic tiép diém) cha (P) va mit ciu.
21| Ménh dé sau déy cé ding khong : Piéu kién cdn va dii dé mp(P) tiép xic
voi mdt cdu S(O ; R) tai diém H la mp(P) vuéng géc vdi ban kinh OH tai
diém H ?
Bai toan 1
Mdt cdu di qua moi dinh ciia hinh da dién A goi la mdt cdu ngoai tiép hinh
da dién H'va hinh da dién A goi la noi tiép mdt cdu do.
Chitng minh rdang hinh chép noi tiép mot mdt cdu khi va chi khi ddy cua né
la da gidc noi tiép mot duong tron.
& 4(dé giai bai toan 1)
N a) Néu hinh chop S.A A,... A, ndi ti€p mot mat cAu thi vi sao c6 thé két luan rang
da giac day A|A,...A, ndi tiép mét dudng tron ? D6 la dudng tron nao ?
b) Cho hinh chép c6 da giac day A A,... A, ndi ti€p dudng tron tam /. Hay xéac dinh
diém O céach déu tat ca cac dinh cla hinh chép. Tu d6 suy ra hinh chép noi tiép
mot mat cau.

Tai sao cé thé néi : Hinh tit dién nao ciing c6 mdt cdu ngodi tiép ?
@Hinh lang tru tam gidc ¢6 canh bén khong vuéng géc véi day cé thé noi
tiép mot mdt cau khong ? Vi sao ?
3. Vi tri twong dodi giira mat cau va duéng thang

Cho mat cdu S(O ; R) va dudng thang . Goi H 1 hinh chiéu clia O trén  va
d = OH la khoang céach tir O t6i . Hoan toan tuong tu nhu trong trudong
hop mat cdu va mat phang, ta c6 cc két luan sau day (h.34) :
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a) b) c)
Hinh 34

Néud < Rthi cat mdt cdu tai hai diém phan biét (h.34a) ;
Néud =R thi cadt mdt cau tai mot diém duy nhdt (h.34b) ;

Néud > Rthi khong cdt mdt cdu (h.34c).

Trong truong hop d = R, dudng thang  va mit cau S(O ; R) ¢6 diém chung
duy nhat 1a H. Khi d6, ta n6i dudng thang  tiép xiic v6i mat cau tai diém H
hodc con néi 14 tiép tuyén clia mit cau tai H. Diém H goi la diém tiép

xtic (hodc tiép diém) clia  va mat ciu.

24 Trong cdc ménh dé sau dday, ménh dé nao diing ?

SN

a) Diéu kién cdn va du dé duong thang  tiép xic voi mdt cdu S(O ; R) tai
diém H la vuéng géc véi ban kinh OH tai diém H ;

b) C6 vo6 s6 duong thdng tiép xiic véi mdt cdu S(O ; R) tai diém H, chiing
ndm trén mdt phdng tiép xiic voi mdt cdu tai H.

Bai toan 2. Hdy chitng minh rdng ¢6 mot mdt cdu tiép xiic vdi cdc canh
cua mot tir dién déu ABCD cho trudc.

5 (dé giai bai toan 2)

"% Goi O Ia trong tam clia t& dién déu ABCD. Hay chiing minh ring khodng cach tir O

t6i cac canh cla t dién dé6 déu bang nhau.

25| Puong thdng di qua diém A ndm trong mdt cdu cé tiép xiic véi mdt cdu
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hay khong ?

Trong trudng hop diém A nim ngoai mat cau, ta c6 dinh Ii sau :



DINH Li

Néu diém A nam ngoai mdt cdu S(O ; R) thi qua A ¢6 v6 s6
tiép tuyén voi mdt cau. Khi dé
a) Do dai cdc doan thdng noi A véi cdc tiép diém déu bang nhau.

b) Tdp hop cdc tiép diém la mot duong tron ndm trén mdt cdu.

= 6 (dé ching minh dinh Ii)
Lay mot mat phdng bat ki di qua AO, n6 cat méat cau
S(O ; R) theo mét dudng tron (€ ) (h.35). Goi AH |a mét
ti€p tuyén cla dudng tron doé tai H. Ching minh rang
AH ciing tiép xtc véi mat cau tai diém H.

a) Tinh d6 dai doan AH theo R va d = OA.

b) Ké HI vuéng gbc v6i OA tai I réi chiing minh rang
I 1a diém c& dinh khéng phu thudc vao tiép tuyén AH.
T d6 suy ra két luan b) trong dinh Ii.

Hinh 35

4. Dién tich mat cdu va thé tich khdi cau
Ta di biét thé nao 1a dien tich cta cic da gidc phang. Ta dinh nghia dién
tich ciia hinh da dién 1a téng dién tich cdc mat clia no.

Tuy mat cau khong giong nhu hinh da dién vi n6é khong phai 1a hop cua
cdc da gidc, nhung hién nhién 12 n6 ciing phai ¢6 mot "dién tich" nao dé.
Néu dé son mot mit cau, ta phai dung 1kg son va ciing v6i 1kg son loai
dé, ta c6 thé son duoc mot hinh chit nhat (v6i do moéng ctia 16p son nhu
nhau) thi c¢6 thé xem dién tich cia mit c4du bang dién tich hinh chif nhat.
Sau day ta néu ra cich dinh nghia dién tich ctia mat cau va n6i ré hon vé cong
thic tinh dién tich d6. Ciing tuong tu nhu vay d6i vé6i thé tich clia khoi cau.

Khai niém vé dién tich mat cau va thé tich khoi cau
Cho mat cau duong kinh AB (h.36).
Mbi nira mat phiang cé bo la duong thing AB cit mat cdu theo mot nira

duong tron duong kinh AB. Ta goi cdc nira dudng tron d6 1a cac kinh tuyén
ung v6i duong kinh AB.
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Mbi mat phang vuong géc véi AB néu cat mat
ciu theo mot dudng tron thi dudng tron dé goi la A
Vi tuyén ting v6i duong kinh AB. i
Néu xem bé mat Trai Dat 1a mot mat cu cé cuc i
bic 12 A, cuc nam 12 B thi cdc kinh tuyén, vi i
tuyén noéi trén chinh 1a cac kinh tuyén, vi tuyén i
cua Tréi Dat. i
Ching ta hay lay mot so kinh tuyén va vi B
tuyén ung véi duong kinh AB clia mat cau.
Chiing s& chia mat cdu thanh nhiéu manh, c¢6 Hinh 36

thé goi mdi manh dé 1a mot "t gide cau" (dic biét c6 thé 1a "tam gidc
ciu"). Ta c6 thé thdy ring bon dinh clia mot "t gidc cAu" nim trén mot
mat phang, va do d6 ciing 1a bon dinh clia mot ti gidc phang (ding ra 1a
hinh thang can) ma ta s& goi la "x4p xi phang" cia tit gidc cau dang xét.
Tuwong tu, mbi "tam gidc cAu" ciling c6 "xap xi phang" 1A mot tam gidc can.
Tap hop céc "xdp xi phang" cha tif gidc cAu va tam gidc cAu 1Am thanh mot
hinh da dién % noi ti€p mat cau. Hinh da dién % goi 1a da dién xdp xi cua

mat cau.

Nguoi ta chiing minh dugc rang :

1) Khi do dai cdc canh cia D tién toi O thi dién tich cua hinh da dién 9 tién
toi mot gioi han xdc dinh. Giéi han d6 dugc goi la dién tich cia mat cau.

2) Khi dé dai cdc canh ciia 9 tién t6i 0 thi thé tich ciia khoi da dién 9 tién
t6i mot gidi han xdc dinh. Giéi han d6 dugc goi 1a thé tich cuia khoi cau.

Cac cong thirc

Dua vao dinh nghia trén va dung phuong phédp giéi han, nguoi ta ching
minh dugc cdc cong thitc vé dién tich clia mat ciu va thé tich clia khoi cau
nhu sau :

Mt cdu bdn kinh R ¢6 dién tich la - S = 4 R’

Khoi cdu ban kinh R ¢6 thé tich la - V = ‘3‘ R




Cau héi véa bai tép

Trong khong gian cho ba doan thang AB, BC, CD sao cho AB BC,BC CD,
CD AB. Chiing minh ring c¢6 mat ciu di qua bon diém A, B, C, D. Tinh
ban kinh mit cAu d6 néu AB = a, BC = b, CD = c.
a) Tim tap hop tam cdc mat cdu di qua hai diém phan biét A, B cho trudc.
b) Tim tap hop tam cdc mat cdu di qua ba diém phan biét A, B, C cho trudc.
¢) Tim tap hop tam cac mat cau di qua mot duong tron cho trudc.
d) C6 hay khong mot mat cau di qua mot dudong tron va mot diém nam
ngoai mat phang chita dudng tron ?
Cho diém M nim trong mit cdu (S). Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé
nao dang ?
a) Moi mat phang di qua M déu cat (S) theo mot dudng tron ;
b) Moi dudng thing di qua M déu cat (S) tai hai diém phan biét.
Cho duong thang d va diém A khong nim trén d. Xét cidc mit ciu di qua A
va ¢6 tam ndm trén d. Ching minh rang cdc mat cdu dé luon di qua mot
duong tron c6 dinh.
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
a) N&u hinh da dién noi ti€p mat cau thi moi mat cua né la da giac noi ti€p
dudng tron ;
b) Néu tit ca cac mat ctia mot hinh da dién noi ti€p duong tron thi da dién do6
noi ti€p mat cau.
a) Tim tap hop thm cdc mat cau ti€p xdc véi ba canh clia mot tam gidc cho trude.
b) Chiing minh rang néu c6 mit cau ti€p xidc vdi sdu canh cla hinh ti dién
ABCD thi

AB+ CD =AC + BD = AD + BC.
a) Tinh thé tich khoi cau ngoai ti€p hinh chép tam gidc déu c6 canh day
bang a va chiéu cao bang A.
b) Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c6 tét ca cdc canh cung bang a. Goi
A’, B’, C’, D’ 1an luot 1a trung diém clia cdc canh SA, SB, SC, SD. Ching
minh ring cac diém A, B, C, D, A’, B', C', D’ cung thudc mot mat cau va
tinh thé tich kh6i cdu do.
Cho tit dién ABCD v6i AB=CD =c¢,AC =BD =b, AD = BC = a.

a) Tinh dién tich mat cau ngoai ti€p ta dién.
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b) Chitng minh rang ¢6 mot mat cu ti€p xic v6i bon mat clia hinh ti dién
(n6 duogc goi 1a mat ciu ndi tiép ti dién).

9. Tinh dién tich mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.ABC biét rang SA = a,
SB = b, SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC d6i mot vuong gbc. Chiing minh rang
diém S, trong tam tam gidc ABC va tam mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.ABC
thang hang.

10. a) Chiing minh rdng mot hinh lang tru ¢6 mat cAu ngoai ti€p khi va chi khi
no6 1a hinh lang tru ding vé6i day la da giac noi tiép duong tron.

b) Trong s6 cdc hinh hop noi ti€p mit ciu cho trude, hinh hop nao c6 dién
tich toan phan 16n nhit ?

§ KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

Mat cdu la mot truong hop don gian cua cac mat tron xoay ma ta s€ noi dén
trong muc nay.

Trudc hét, ta dinh nghia truc ciua duong
tron : Truc cta duong tron (O ; R) 1a duong

thang di qua O va vuong gbéc v6i mat B
phang chtta dudng tron doé. M< D (€w)

Dé thay ring khi diém M khong nim trén
duong thing  thi c6 mot dudng tron duy
nhat di qua M va c6 truc 1a , ta ki hiéu
duong tron d6 1a (€,,) (h.37). Hinh 37

A

DPuong tron (€,,) duoc xdc dinh nhu thé nao ?

Trong trudng hop diém M nam trén , ta quy udc "dudng tron" (€,,) chi
gdém duy nhat diém M.
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1. Dinh nghia

Trong khong gian, cho hinh H'va dwong thing . Hinh gom tdt cd
cdc duong tron (€,)) voi M thugc H dugc goi la hinh tron xoay
sinh bdi H'khi quay quanh . Puong thang  goi la truc ciia hinh
tron xoay do.

Khi hinh A'la mot duong thi hinh tron xoay sinh boi né con goi
la mdt tron xoay.

Lo hoa & hinh 38 cho ta hinh anh cua mot mat
tron xoay. Mat tron xoay d6 sinh boi duong (L)
khi quay quanh duong thing

No6i chung, cac d6 gom néu duogc ché tao biang cach
dung ban xoay déu cé dang la cdc mat tron xoay.

2. M6t s vi du

Vi du 1. Néu hinh A la duong tron cé duong
kinh AB ndam trén duong thang  thi ré rang hinh

tron xoay sinh boi A khi quay quanh  la mdt
cdu duong kinh AB (h.39). Hinh 38

Néu A 'la hinh tron cé duong kinh AB ndm trén duong thdang  thi hinh
tron xoay sinh bdi # khi quay quanh  la khoi cdu duong kinh AB (h.39).

Hinh 39 Hinh 40
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Ta xét truong hop ' la duong tron ndm trong cung mot mdt phdng voi
duong thang A nhung khong cdt A. Hinh tron xoay sinh bdi duong tron do
khi quay quanh A duoc goi la mdt xuyén (h.40).

Vi du 2. Cho hai duong thdang A va | chéo nhau. Xét hinh tron xoay sinh
bdi duong thdng | khi quay quanh duong thdang A .

Goi PQ la duwong vuong goéc chung ciia hai duong thing A va |
(Pe l,Qe A) (h41). Khi dé, cac duong tron (€,) c¢6 bdan kinh cang lon
khi M thudc | cang cdch xa diém P va (€,) la duong tron cé bdn kinh bé
nhdt (bdang PQ).

Trong truong hop nay, hinh tron xoay nhdn duogc
goi la mdt hypeboloit tron xoay mét tang. (So di
cé tén goi nay la vi mdt tron xoay dé cé thé sinh
boi mot hypebol khi quay quanh truc do cua no).
Trong cic 3 va 4, chiing ta s& xét hinh tron xoay

sinh bdéi duong thang [ khi quay quanh dudng
thang A trong trudong hop hai dudong thang dé
cling nam trong mot mat phang.

Hinh 41
§ MAT TRU, HINH TRU VA KHOI TRU

s
1. Dinh nghia mt tru S

Cho dudng thang A. Xét mot duong thang [ song song i 1(4’111
Vi A, cach A mot khodng R (h.42), i R
% N . 2. N 2 { i ? /
Mdt tron xoay sinh boi duong thang | nhu T\—/l

thé khi quay quanh A duoc goi la mdt tru h

tron xoay (hodc don gian la mdt tru).
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goi 1a truc ctia mat tru, [/ goi la duong sinh ctia mat tru va R goi la bdn
kinh cua mat tru.
Ching ta dé dang nhan thay :
a) Mat tru néi trén 12 tap hop tat cd cdc diém M cich duong thang co
dinh mot khoang R khong doi.
b) Néu M, la mot diém bat ki nim trén mat tru thi dudng théng [ di
qua M, va song song v6i  ciling nam trén mat tru d6 (vi moi di€ém cla [
déu cach  mot khoang R). Nhu vay, c¢6 thé xem mat tru sinh boi dudng
thang [, , n6i cach khac, dudng thang [, cling 1a mot dudng sinh clia mat tru.

) Cho mat try € c6 truc  va ban kinh R. Giao clia mat try @ va mat phang (P) la
A hinh gi trong céac trudng hgp sau day ?
a) Mat phéng (P) di qua
b) Mat phang (P) song song véi

c) Mat phéng (P) vudng géc voi

2. Hinh tru va khai tru

Cit mat tru € truc , ban kinh R boi hai
mat phing phan biét (P) va (P’) clng
vuong goc v6i , ta dugc giao tuyén la
hai duong tron (¢ ) va (€’) (h.43).

Hinh 43
Phdn mdt tru T ndm giita hai mdt phdng (P) va (P’) ciing véi hai
hinh tron xdc dinh boi (€) va (‘€") duoc goi la hinh tru.

Hai duong tron (¢€) va (€’) goi 1a hai duong tron ddy, hai hinh tron xac dinh
boi chiing goi 1a hai mdr ddy cta hinh try, ban kinh cta ching (biang R) goi
12 bdn kinh cta hinh tru. Khoang cédch giita hai mat ddy goi 1a chiéu cao
cua hinh tru.
Néu goi O va O’ 1a tam ciia hai hinh tron ddy thi doan thing OO’ (nim trén )
goi 1a truc cha hinh tru.
Phan mat tru ndm giita hai ddy goi 12 mdt xung quanh cta hinh tru.
Véi mdi diém M e (€), c6 mot diém M’ e (€’) sao cho MM’ // OO’. Hién
nhién doan thing MM’ nim trén mat xung quanh cta hinh tru, c6 do dai
bang chiéu cao ctia hinh tru. Cdc doan thang nhu vay goi 12 duong sinh cia
hinh tru.
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Ta ciing dé thdy rang mdi hinh tru phan chia khong gian thanh hai phan,
phan bén trong hinh tru va phan bén ngoai hinh tru.

|| Hinh tru cing vdi phdn bén trong ciia né duoc goi la khoi tru.

Vi du 1. Cho hinh tru cé bdn kinh R va chiéu cao
ciing bang R. Mot hinh vuéng ABCD c¢6 hai canh
AB va CD lan luot la ddy cung cua hai duong tron
dady, cdc canh AD va BC khong phdi la duong sinh
cua hinh tru. Tinh canh cua hinh vuong do.

Gidi (h. 44). Goi C’ 1a hinh chiéu cua C trén mat
day chia AB thi AB L BC’ (vi AB L BC). Vay AC’
la duong kinh cta duong tron ddy hay AC’ = 2R. Hinh 44
Tur cac tam gidc vuong ABC’ va CBC’, ta c6

BC'*=AC” AB*=4R> AB’:
BC”=BC* cCc”=AB" R

RJ10

Suy ra 2AB2 = 5R2 hay AB = 5

3. Dién tich hinh tru va thé tich khéi tru
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Mot hinh lang tru goi 1a ndi tiép mot hinh tru né€u hai ddy cta hinh lang tru
noi ti€p hai duong tron ddy cua hinh tru. Khi d6, ta con néi hinh tru ngoai tiép
hinh lang tru.

Ta c6 dinh nghia :

Dién tich xung quanh cua hinh tru la gioi han cua dién tich xung
quanh cua hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru dé khi so canh ddy
tang lén vo han.

Thé tich ciia khoi tru (con goi la thé tich ciia hinh tru) la gidi han
cua thé tich ciia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru dé khi s6 canh
day tdang lén vo han.

Cho hinh tru ¢ c6 chi€u cao & va ban kinh R. Gia su .#’1a mot hinh lang
tru déu noi ti€p hinh tru ¢ (h.45). Goi S 1a dién tich xung quanh cta hinh
lang tru 5 va V 1a thé tich ctia khoi lang tru .



Ta biét rang S = p.h, trong d6 p 1a chu vi ddy cua
lang tru A, va 'V = Sdéy.h, trong d6 Sy, 1a dién tich
ddy cua hinh lang tru .. Ta lai biét rang khi s6 canh
day cua hinh lang tru.# tang 1én vo6 han thi chu vi p

va dién tich Sdéy lan lugt c6 giGi han la chu vi va

dién tich ctia hinh tron ddy cta hinh tru € .

Vaytaco:

Hinh 45

Dién tich xung quanh ciia hinh tru bang chu vi ddy nhdn vdi chiéu cao.

Thé tich cua khoi tru bang dién tich dday nhdan vdi chiéu cao.

Vi du 2. Cho hinh tru ‘€ cé ban kinh R, truc OO’ bdng T

\ “ A , N . ’ /” O S
2R va mdat cdau (S) c6 duong kinh OO’ (h.46). K <
a) Hay so sanh dién tich mdt cdu va dién tich xung /.-~~~ "~ BN
quanh cua hinh tru. ~—
b) Hdy so sdnh dién tich mdt cau va dién tich toan |.><Z” "~ g~ >
phdn ctia hinh tru (dién tich toan phdn cia hinh tru la —~——
tong dién tich xung quanh va dién tich hai ddy ctia né). Hinh 46

c) Hay so sdanh thé tich ciia khoi tru € va khoi cdu (S).

Gidi

a) Dé thdy rang dién tich cia mit cdu va dién tich xung quanh cua hinh tru
bing nhau va bing 47R>.

b) Dién tich toan phan ctia hinh tru bing 47R>+ 2nR>= 67R.

Vay dién tich mat cau bang i dién tich toan phan cta hinh tru.
R 7 9 P e A N 4 3
¢) The tich cua khoi cau la V(S) = ETCR .

Thé tich ctia khoi trula V ¢ = nR%.2R = 27R°.

Vay thé tich cua khoi cau bang 3 thé tich cua khoi tru.
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Em Hay lam thi!
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C4t mat xung quanh cla hinh tru (tlc
hinh tru bd di hai day) theo mét dudng
sinh roi trai ra trén moét mat phéng thi
ta dugc moét hinh chir nhat c6 mébt / /
canh bang dudng sinh [/ va canh kia

bang chu vi dudng tron day. Khi dé, 2nR
dién tich hinh chit nhat bang dién tich

xung quanh cta hinh tru (h.47).

Hinh 47

Bai doc thém

5> A 9 v \ \ v k4
? GIAO TUYFN FLID CUA MAT TRU TRON XOAY VA MAT DHANG
SAM
Cho mat tru tron xoay ‘C ¢6 truc Ia A va ban kinh R. Xét giao clia ‘C véi mot mp(a).
Ta biét rang :

Néu (@) vudng gbc véi A thi giao 1& moét dudng tron ¢ ban kinh R.

Néu (@) song song Vvdi A thi giao c6 thé 1a hai dudng sinh, mét dudng sinh hoac la
tap réng.
Bay gid, gia s () 1a mat phing cat A nhung
khéng vudéng goéc véi A (h.48). Ta hdy xem
giao clia (@) va ‘C la hinh gi ?
Ta hay |4y mét mat cdu ban kinh R bd vao
mat tru tir trén xudng cho dén khi nd ding lai
vi ti€p xuc v6i mp(a). Nhu vay 1a ta c6 mat
cau S(O; ; R) ti€p xuc véi moi dudng sinh cla

mat tru ‘C va tiép xuc véi mp(e) tai diém Fy.

Hién nhién cac ti€p diém clia mat cau S(O; ; R)
vGi cac dudng sinh ludn nam trén dudng tron

(%1) la giao tuyén clia mat tru véi mp(P,) vudng ((‘@)
goc véi A tai O4. Tuong tu, ta 1y mot mat cau
khac ciing c6 ban kinh R dé vao trong mat tru tir

phia dusi va ddy Ién cho né ti€p xtc véi mp(a).

Nhu vay, ta c6 mat cau S(O, ; R) tiép xdc véi moi Hinh 48



11.
12.

13.

14.

15.

duding sinh clia ¢ va tiép xdc véi mp(a) tai diém F,. Cac tiép diém clia mat cau nay véi
cac dudng sinh ludn nam trén dudng tron (6,) la giao tuyén clia mat try € véi mp(P,)
vuéng géc véi  tai O,.

Gia st M la mot diém thude (@) N €. Vi M ndm trén (@) nén MF, tiép xdc v6i mét cAu
S(O; ; R) tai F, va MF, tiép xdc véi mat cau S(O, ; R) tai F,. Vi M ndm trén ¢ nén co
dudng sinh clia ¢ di qua M. Gia s& dudng sinh d6 cat cac dudng tron () va (6,)

lan lugt tai M, va M, thi MM, va MM, l1an lugt |a tiép tuyén clia mat cau S(O; ; R) va

MF, + MF, = MM, + MM, = MM, = O,0,.
Nhu vay, (@) N € la dudng elip ndm trén (@), cb cac tiéu diém la F,, F, va do dai
truc 16n bang 040,.

Tém lai : Néu cét mat tru tron xoay bdi mét mat phdng cét truc va khéng vuéng
goc vadi truc ctia mat tru thi giao tuyén la mét duong elip.

Cau héi va bai tép
Chitng minh rang hinh tron xoay c¢6 vo s6 mat phang d6i xing.
Trong moi truong hop sau, goi tén hinh tron xoay :
a) Sinh b&i ba canh ctia mot hinh chit nhat khi quay quanh dudng thing
chia canh thi tu ;
b) Sinh b&i mot hinh chit nhat (ké ca diém trong) khi quay quanh dudng
thang chita mot canh.
Cho duong tron (O ; R) nim trong mat phang (P). Tim tap hop cdc diém M
trong khong gian sao cho hinh chi€u cua ching trén (P) luén nam trén
dudng tron da cho.
Chitng minh riang cdc ti€p tuyén clia mit ciu song song v6i mot dudng
thang c¢6 dinh luon nim trén mot mat tru xdc dinh.
Mat phing di qua truc cia mot hinh tru, cit hinh tru theo thiét dién 1a hinh
vuong canh 2R.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cta hinh tru.
b) Tinh thé tich ctia khai tru.
¢) Tinh thé tich khéi lang tru t¢ gidc déu noi ti€p hinh tru.
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16.

Mot hinh tru c6 ban kinh R va chiéu cao R/3.

a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.

b) Tinh thé tich cuia khai tru.

c¢) Cho hai diém A va B lan lugt nim trén hai dudong tron ddy sao cho géc
gilta AB va truc cta hinh tru bang 30°. Tinh khoang cach giitta AB va truc
cua hinh tru.

MAT NON, HINH NON VA KHOI NON

1. Pinh nghia mat nén
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Cho duong thing . Xét mot duong thang [ cat
tai O va khong vuong géc véi  (h. 49).
Mdt tron xoay sinh bdi duong thdng |
nhu thé khi quay quanh  goi la mdt
non tron xoay (hay don gidn la mdt non).
goi 1a truc clia mat non.

[ goi la duong sinh ciia mat non.

O goi la dinh cia mat non.
Néu goi ala goc gitta [ va  thi 2a goi la goc o Hinh 49

dinh cia mat nén (O0 <2a< 1800).

Chiing ta dé dang nhan thiy :

Néu M 1a mot diém tuy ¥ clia mat nén 91 khac véi diém O thi dudng thang
OM nim hoan toan trén mat nén dé. C6 thé xem mat nén DU sinh boi

dudng thang OM khi quay quanh . B&i thé, OM ciing duoc goi 1a dudng
sinh cua mat nén do6.



Em Hay lam thir!

Cac em hay |48y mot miéng bia, ct thanh hinh
quat tron gidi han bdi mot cung tron AB va hai
ban kinh OA, OB (h.50). Ta uén cong hinh quat
tron d6 dé cé thé dan hai ban kinh OA va OB
véi nhau.

Sau khi dan, cung tron AB tré thanh mét dudng
khép kin. Néu ta lam cho dudng khép kin nay
trd thanh mét dudng tron thi ta dugc mét phan
cla mat nén tron xoay.

Hinh 50
@ a) Giao ctia mot mdt nén va mot mdt phdng di qua truc ctia né la hinh gi ?
b) Giao ciia mot mdt nén va mot mdt phdng vuoéng géc véi truc cia né la

hinh gi ?

2. Hinh nén va khoi nén

Cho mat nén 9Uvéi truc , dinh O va géc
& dinh 2a. Goi (P) 1a mat phiang vuong
goc v6i  tai diém I khac O (h.51). Mat
phang (P) cat mat nén theo dudng tron

(¢ ) c6 tam I. Lai goi (P’) 12 mat phang
vuong goc v6i  tai O. Khi do

Hinh S1

Phdn ciia mdt nén U giéi han béi hai mdt phang (P) va (P’) ciing

vOi hinh tron xdc dinh boi (‘€) duoc goi la hinh non.

Diém O goi 1a dinh clia hinh nén, dudng tron (€¢) goi 1a duong tron day,
hinh tron x4c dinh béi (¢) goi 1a ddy ctia hinh nén. Véi mdi diém M nim
trén dudng tron (€), doan thaing OM goi 14 duong sinh ctia hinh nén ; ro
rang 13 cdc dudng sinh clia hinh nén c6 do dai bang nhau. Poan thang Of
goi 1a fruc cua hinh nén, do dai OI goi 1a chiéu cao clia hinh nén (d6 chinh
la khoang céch tir dinh O t6i mat day).
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Giao ctia mot hinh nén va mot mdt phdang di qua truc ciia né la hinh gi ?

Hién nhién 12 mot hinh nén chia khong gian thanh hai phan : phin bén

trong va phan bén ngoai clia nd.
|| Hinh nén cung voi phdan bén trong cua né goi la khéi non.

3. Khai niém vé dién tich hinh nén va thé tich khéi nén
Mot hinh chép goi 1a ndi tiép mot hinh nén néu ddy clia hinh chép la da
gidc noi ti€p ddy clia hinh nén va dinh cta hinh chép 1a dinh hinh nén.
Ta c6 dinh nghia :
Dién tich xung quanh cua hinh nén la gioi han cua dién tich
xung quanh cia hinh chép déu noi tiép hinh nén dé khi sé canh
day tdang lén vo han.

Thé tich cia khoi nén (con goi la thé tich cuia hinh nén) la gidi
han cua thé tich cia hinh chép déu noi tiép hinh nén dé khi so
canh day tdang lén vo han.

Gia st . 1a mot hinh chép déu noi ti€p hinh nén DU
(h.52). Goi p 1a chu vi ddy cta hinh ch6p déu .4, va
¢ la khoang cach tir O t6i mot canh day cua .4 thi
. , N 1 .
dién tich xung quanh cua .# la Seg= Ep.q. Khi cho

sO canh day cua -#" tang l1én vo han thi p c6 giGi han

la do dai dudng tron ddy cua hinh nén 91, con ¢ cé

gi6i han 1a d¢ dai duong sinh ctia hinh nén. Vay :

Dién tich xung quanh cua hinh nén bang mot nita tich s6 cua do
dai duong tron day va dé dai duong sinh.

~ ;s S X s 9 s 7 S 1 s, ’ 9 . ,
Ciing chud y rang thé tich V cua khoi chép -#” bang 3 tich s6 cua dién tich
da gidc ddy va chiéu cao cua # (ciing 1a chiéu cao ctua kh6i nén). Khi s
canh day cta #’tang 1én vo han thi dién tich da gidc day cta # c6 gidi
han 1a dién tich hinh tron ddy ctia khéi nén 91 Béi vay :
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Thé tich khoi nén bdang mot phdn ba tich so dién tich hinh tron

dady va chiéu cao.

Vi du. Cdt mot hinh nén DU bdng mot mdt phdng di qua truc ciia né, ta
duoc thiét dién la mot tam gidc déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh,
dién tich toan phdn (tiic la tong ciia dién tich xung quanh va dién tich ddy)

va thé tich ciia khoi nén I

Gidi

Gia st thiét dién 1a tam gidc déu OAB canh 2a,
khi d6 hinh nén da cho c6 béan kinh ddy la a va
do dai duong sinh 1a 2a (h.53). Vay dién tich
xung quanh cua né la

Sy = ;2na.2a = 2na°.

Dién tich toan phan la

S =2ma® + ma® = 3na’.
Thé tich la
3
V= lmz.a 3= \/5
3 3

Bai doc thém

Hinh 53

(FZEP]) CIAO TUYEN DARABOL CIiA MAT NON TRON XOAY

N\Z| VA  MAT DHANC

W

I6p 10, ching ta da biét ba dudng conic la elip, hypebol, parabol. Ngudi ta

chiing minh dugc rang :

N&u cdt mat nén tron xoay bSi mot mat phdng (P) khéng di qua dinh

ctia mat non thi giao tuyén sé Ia :

a) Mét dudng elip néu mp(P) cat moi duong sinh (dac biét, néu (P)
vudéng goc vdi truc ctia mat non thi giao la dudng tron) (h.54a) ;

b) Mét dudng parabol néu mp(P) song song véi chi mét dudng sinh

(h.54b) ;
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¢) Mot duong hypebol néu mp(P) song song vdi hai dudng sinh

DY
” QX

Hinh 54

Sau day ta giéi thiéu mét cach ching minh cho truong hgp b).

Xét mat nén tron xoay 9ltruc , dinh S.

Gia st (P) 1a mat phang song song véi ding mét dudng sinh [ clia 9. Ta chiing
minh giao clia 9 va (P) 1a mét parabol (h.55).



17.

18.

Goi I' 1a giao tuyén ctia mp(l, A) va
(P) thi I' // 1. Trong mat phang
(I,A), 18y diém O€ A cach déu |,
I'va goi # 1a mat cu tam O tiép
xuc véi [ va I’ (theo th( tu tai A va
F). Khi d6, . tiép xuc v6i moi dudng
sinh cla mat nén 91 va cac tiép
diém nam trén mot dudng tron (€)
chla A.

Goi (P) la mat phadng chita [ va
song song véi (P) thi (P) c6 chung
v6i 91 ding moét dudng thang 1a [
nén (P’) chla tiép tuyén cla (¢ ) tai
A. Suy ra (P tiép xuc v6i ¥ tai A

va (P) ti€p xuc véi ¥ tai F.

Mat phdng (Q) chia (€ ) cat (P)
theo ti€p tuyén vira néi nén cat (P)
theo dudng thdng d song song vdi
ti€p tuyén dé6 ; suy ra d vuéng goc véi [

Hinh 55

V6i M 1a mét diém tuy y thuée 9 N (P), ké MH vudng géc véi d thi MH cing
phuong véi I’ nén song song Vvéi . Goi E |a giao diém clla SM va (€ )thi E € (Q),
ba diém A, E, H thdng hang vi cling thudc giao tuyén cla (Q) véi mp(M, 1). Tu
SA = SE suy ra MH = ME, ma ME = MF (vi chdng la hai doan ti€p tuyén cta %
ké tir M) nén MF = MH. Diéu nay chiing td rang giao clia mat nén 91véi mp(P) 1a
parabol véi tieu diém F va dudng chuén d.

Cau héi va bai tép
Trong mdi trudng hop sau, hdy goi tén hinh tron xoay :
a) Sinh boi ba canh cia mét tam gidc can khi quay quanh truc d6i xtiing ctia tam
gidc do ;
b) Sinh b&i mot tam gidc vuong (ké ca diém trong) khi quay quanh dudng
thang chita mot canh géc vuong.
Cho diém A ndm ngoai mat cdu (S). Chitng minh ring cdc dudng thang di
qua A ti€p xtdc v6i mit cau (S) luon nam trén mot mit nén xac dinh.
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19.

20.

21.

Mot mat cau goi 1a ngoai tiép mot hinh nén né€u mat cau d6 di qua dinh va
duong tron ddy cua hinh nén. Hinh nén nhu vay goi 1a noi tiép mit cau do.

a) Ching minh ring moi hinh nén déu ¢6 mot mat ciu ngoai ti€p duy nhat.

b) Mot hinh nén ¢6 chiéu cao & va ban kinh ddy bang r. Tinh ban kinh mat
cau ngoai ti€p hinh ndén do.

¢) Cho mot hinh nén ndi ti€p mdt mat cau ban kinh R. N&u hinh nén d6 c6
chiéu cao béng 4 thi ban kinh ddy clia n6 bang bao nhiéu ? Tinh dién tich
xung quanh cua hinh nén dé.

Mot mét ciu goi 1a ndi tiép mot hinh nén néu né ti€p xdc véi mat dday cua
hinh nén va ti€p xuc véi moi duong sinh cua hinh nén. Khi d6, hinh nén
dugc goi la ngoai tiép mat cau.

a) Ching minh ring moi hinh nén déu c6 mot mat ciu noi ti€p duy nhat.

b) Mot hinh nén ¢6 chiéu cao bang & va bén kinh ddy bang r. Hay tinh ban
kinh mat cau noi ti€p hinh nén do6.

Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB = ¢, AC = b. Tinh thé tich ctia khéi tron
xoay sinh bdi tam gidc d6 (ké ca céc diém trong) khi quay quanh dudng
thang BC.

ON TAP CHUONG II

| - Kién thirc can nhé

A - Mt cdu, khoi cdau

1.

60

Mat cau S(O ; R) la tap hop {(M|OM = R}. Khoi cau SO ; R) 1a tap hop
{M|loM R).

Mat cdu la hinh tron xoay sinh bdi mot duong tron khi quay quanh mot
dudng thang chita dudng kinh ctia dudng tron do.

Khéi cau la hinh tron xoay sinh bdi mot hinh tron khi quay quanh mot
dudng thang chita dudng kinh ctia hinh tron dé.

Giao ctia mat ciu S(O ; R) va mp(P) phu thuoc vao R va khoang cach d tur
O dén (P). Gia st H 1a hinh chiéu cta O trén mp(P). Khi d6 :



Néu d < R thi giao 1a dudng tron nam trén (P) c6 tam H, ban kinh
r= m ;

Néu d = R thi mp(P) ti€p xidc v6i mat cau S(O ; R) tai H ;

Néu d > R thi mp(P) khong cat mit cau S(O ; R).
Giao ctia mat ciu S(O ; R) va dudng thang A phu thudc vao R va khodng
cach d tir O t6i A. Gia sit H 1a hinh chiéu cua O trén A. Khi d6 :

Néu d < R thi dudng thang A cit mat cdu S(O ; R) tai hai diém phan biét ;

Néu d = R thi A tiép xic v6i mat cau S(O ; R) tai H. Cac dudng thang tiép
xdc v6i mat cdu tai H nam trén ti€p dién cua mat cdu tai H ;

Néu d > R thi A khong cat mit ciu S(O ; R).

Vé céc ti€p tuyén clia mat ciu di qua mot diém A ndm ngoai mat cdu :
Céc doan thang ndi A va cdc tiép diém bing nhau.
Tap hop céc ti€p diém 1a mot dudng tron.

Hinh cdu ban kinh R c¢6 dién tich bang ATR® va c6 thé tich béng §ER3.

B - Mt tru, hinh tru va khoi tru

1.

Mat tru 12 hinh tron xoay sinh béi dudng thang [ khi quay quanh dudng
thang A song song véi [.

Mat tru cé truc A, ban kinh R 1a tap hop tit ca cic diém cach dudng thang
A mot khoang R.

Hinh tru 1a phan mat tru ndm gitta hai mat phang phan biét vuong géc véi
truc ctia mat try, cung véi hai hinh tron giéi han béi hai duong tron 1a giao
tuyén clia mat tru v6i hai mat phang néi trén.

Hinh tru 1a hinh tron xoay sinh bdi bon canh cua mot hinh ch nhat khi
quay quanh mot duong trung binh cta hinh chit nhat do.

Dién tich xung quanh cua hinh tru bang tich s6 chu vi dudng tron ddy va
chiéu cao.

Dién tich toan phan ctia hinh tru bing téng dién tich xung quanh va dién
tich hai ddy.
Khai tru 1a hinh tru cing v6i phan bén trong cta hinh tru dé.
Khoi tru 12 hinh tron xoay sinh bdi mot hinh chit nhat (ké ca cac diém nim
trong nd) khi quay quanh mot duong trung binh cua hinh chit nhat doé.
Thé tich khoi tru bang tich s6 cua dién tich ddy va chiéu cao.
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C - Mdt non, hinh non va khoi non

1.

Mait nén 1a hinh tron xoay sinh bdi dudng thang [/ khi quay quanh dudng
thang A cat / nhung khong vuong géc véi 1.

Mat nén dinh O, truc A (O thudc A), gbc & dinh 2« 1a hinh gom tét ca céac
dudng thang di qua O va tao v6i A mot géc bang a (0° << 90°).

Hinh nén 1a hinh tron xoay sinh bdi ba canh cia mot tam giac can khi quay
quanh truc doi xung ctua tam giac do.

Dién tich xung quanh ctia hinh n6én bang mot nira tich s6 chu vi ddy va do
dai dudng sinh.

Dién tich toan phan ctia hinh nén bing téng dién tich xung quanh va dién
tich day.

Khéi nén 1a hinh nén cung véi phan bén trong ctia hinh nén doé.

Khoi nén 12 hinh tron xoay sinh b&di mot hinh tam gidc vuong (ké ca phan
trong) khi quay quanh dudng thang chita mot canh géc vuong.

Thé tich kh6i nén biang mot phin ba tich s6 cta dién tich ddy va chiéu cao.

Il - Cau hoi tu kiém tra

1.

62

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Mat cau, khéi ciu déu cé vo s6 mat phang d6i xing.

b) Moi ti dién ludn c6 mat cau ngoai tiép.

¢) Moi hinh chép ¢6 canh bén biang nhau déu c6 mit cAu ngoai tiép.

d) Moi hinh hop ding déu c6 mat cau ngoai tiép.

e) Mat nén, hinh nén, khéi nén déu c6 vo s6 mat phiang doi xdng.

g) Mat tru, hinh tru, khéi tru déu c6 duy nhat mot mat phang doi xing.
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Moi dudng thing déu cé chung véi mat tru (hoiac mat nén) nhiéu nhat 1a
hai diém.

b) Mt tru va mit nén c6 chita cdc dudng thang.

¢) Moi dudng tron 16n clia mat cau déu di qua hai diém cd dinh.

d) Hai dudng tron phan biét cing nam trén mot mat tru ¢ ban kinh bang nhau.

e) Hai dudng tron phan biét ciing nam trén mot mat nén ¢6 ban kinh khéc nhau.



Il - Bai tap

1.

bl

Cho mp(P) va diém A khong thuoc (P). Chitng minh ring moi mit cau di
qua A va c6 tam nam trén (P) luon luon di qua hai diém cé dinh.

Xac dinh tdm va tinh ban kinh mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.ABC, biét
SA =SB =SC =a, ASB =60°, BSC =90°, CSA =120°.
Cho hai dudng tron (O ; r) va (O’ ; r’) cat nhau tai hai diém A, B va lan luot
nam trén hai mat phang phan biét (P) va (P’).
a) Ching minh riang c6 mit cdu (S) di qua hai duong tron do.
b) Tinh ban kinh R ctia mat cau (S) khi r = 5, r'=+10, AB = 6,
00' =21.
Cho mot hinh nén 9T sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh
mot duong cao cua tam giac do.
a) Mot mat cdu c6 dién tich bing dién tich toan phan clia hinh nén 9U thi
¢6 bén kinh bing bao nhiéu ?
b) Mot khai cdu cé thé tich bang thé tich ctia khéi nén 9T thi c6 ban kinh
bing bao nhiéu ?
Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB=c, AC=b.GoiV,V, V;la thé tich
ctia cdc khoi tron xoay sinh boi tam gidc do (ké ca cac diém trong) khi lan
lugt quay quanh AB, AC, BC.
a) Tinh V', V,, V5 theo b, c.
b) Ching minh ring % = % + %

i v W
Mot hinh thang can ABCD c¢6 céac canh ddy AB = 2a, DC = 4a, canh bén

AD = BC = 3a. Hay tinh thé tich va dién tich toan phan ctia khdi tron xoay
sinh bai hinh thang d6 khi quay quanh truc d6i xing cta no.

IV - Cau hoi trdc nghiém

1.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Moi hinh hop déu c6 mat cau ngoai ti€p ;

(B) Moi hinh hop ditng déu c¢6 mit cau ngoai tiép ;
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2.

64

(C) Moi hinh hop c¢6 mot mat bén vuong goc v6i ddy déu c6 mat cau ngoai tiép ;
(D) Moi hinh hop chit nhat déu c6 mat ciu ngoai tiép.

Trong s6 cdc hinh hop noi ti€p mot mat cau ban kinh R thi

(A) Hinh hop c6 day 1a hinh vuong c6 thé tich 16n nhit ;

(B) Hinh lap phuong c6 thé tich 16n nhat ;

(C) Hinh hop c6 cac kich thudc tao thanh cép s6 cong cong sai khac 0 c6
thé tich 16n nhAt ;

(D) Hinh hop c6 cac kich thudc tao thanh cap s6 nhan cong boi khac 1 ¢é
thé tich 16n nhat.

Mot hinh cdu c6 thé tich ;ln ngoai ti€p mot hinh lap phuong. Thé tich cha

khéi 1ap phuong dé 1a

8v3

@ 5 (B) 2; ©)1; (D) 243.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Hinh chép c6 ddy 1a ti gidc thi ¢6 mat cau ngoai tiép ;

(B) Hinh choép c6 ddy 1a hinh thang vuong thi c6 mat cau ngoai tiép ;

(C) Hinh chép c6 day la hinh binh hanh thi ¢6 mat cau ngoai tiép ;

(D) Hinh chép c6 ddy 1a hinh thang can thi ¢6 mat cau ngoai tiép.

Cho tit dien déu ABCD c6 canh bing a. Tap hop cic diém M sao cho

MA? + MB* + MC* + MD* =24* 1a
a2

(A) Mat cau c6 tam 1a trong tam cua tam gidc ABC va ban kinh bang S ;

a2

(B) Mt c4u c6 tam la trong tam cula t dién va ban kinh bang 4 ;

a2

(C) Mat c4u c6 tam 1a trong tam cua tit dién va ban kinh bang 5 ;

a2

(D) Buong tron ¢6 tam 12 trong tam ctia tam gidc ABC va ban kinh bang R



6. Mat cdu ti€p xtc vdi cdc canh cua t¢ dién déu ABCD canh a ¢6 ban kinh la

a‘/_ “*/_ ©) aV2;

(A) —— (B) —— (D) 2av/2.

7. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) C6 duy nhit mot mat cau di qua hai duong tron ndm trong hai mat
phang cit nhau ;

(B) C6 duy nhit mot mat cdu di qua hai dudng tron nam trong hai mat
phang song song ;

(C) C6 duy nhat mot mat cau di qua hai dudng tron cit nhau ;

(D) C6 duy nhiat mot mat cdu di qua hai dudng tron cit nhau tai hai diém
phan biét va khong cling nim trong mot mat phang.

8. Cho hai diém A, B phan biét. Tap hop cdc diém M sao cho dién tich tam
gidc MAB khong déi 1a

(A) Hai dudng thang song song ;
(B) Mot mit cau ;
(C) Mot mat tru ;
(D) M6t mét non.

9. Cho hai diém phan biét A, B c6 dinh. Mot dudng thiang / thay déi luon di
qua A va cach B mot khoang AZB . Goi H 1a hinh chiéu cta B trén [. Tap hop
cdc diém H 1a
(A) Mot mat phang ; (B) MOt mat tru ;

(C) Mot mat nén ; (D) Mot duong tron.

10. Véi diém O c¢6 dinh thuoc mat phang (P) cho truée, xét dudong thang /
thay ddi di qua O va tao vé6i (P) goc 30°. Tap hop cac dudng thing / trong
khong gian la
(A) Mot mat phang ; (B) Hai dudng thang ;

(C) Mot mat tru ; (D) M6t mat nén.
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11. Mot hinh tru cé béan kinh ddy bang a, dudng cao 00'=a 3. Mot doan

thang AB thay déi sao cho goc giita AB va truc hinh tru bang 30°, A, B
thuoc hai dudng tron ddy cua hinh tru. Tap hop céc trung diém [ ctia AB la

(A) Mot mat tru ;
(B) Mot mat cau ;
(C) Mot dudng tron.
(D) Mot mat phang.
12. Trong mat phang (P) cho géc xOy. Mot mat phang (Q) thay déi va
vuong goc v6i dudng phan gidc trong cua goc xOy, cat Ox,Oy tai A, B.

Trong (Q) 14y diém M sao cho AMB =90°. Khi 4y, tap hop cdc diém M la

(A) Mot duong tron ; (B) Mot mat tru ;
(C) Mot mat nén ; (D) Mot mat céu.

13. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ ¢6 canh bing a. Dién tich xung
quanh cua hinh nén tron xoay sinh bdi duong gdp khic AC’A’ khi quay
quanh AA’ bing

(A) a6 ; (B) a3 ;

(©) ma’\2 (D) 1’5 .

14. Cho hinh nén c6 ban kinh ddy bing a. Mot day cung thay ddi clia dudng
tron ddy c¢6 do dai khong déi bing a. Tap hop cédc trung diém cla doan
thang n6i dinh hinh nén véi trung diém ctia day cung dé la

(A) Mot mat nén c6 dinh ;
(B) Mot mat phang cé dinh ;
(C) Mot mat tru ¢6 dinh ;
(D) Mot duong tron co dinh.

15. Cho hinh tru c¢6 béan kinh ddy R, dudng cao OO’. Cat hinh tru d6 bang mat
phang (@) tuy y vudng géc véi day va cdch diém O mot khoang & cho truée
(h < R). Khi ay, mp(@) c6 tinh chat :

(A) Luon tiép xic v6i mot mat tru co dinh ;
(B) Luon ciach mot mat phang cho truée qua truc hinh tru mot khoang 4 ;
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(C) Cat hinh tru theo thiét dién 1a hinh vuong ;
(D) Ca ba tinh chit trén déu sai.

16. Mot khéi tru ¢6 ban kinh ddy a+/3, chiéu cao 2a+/3 . Thé tich ctia khéi cau
ngoai ti€p khoi tru 1a

(A) 861> ; (B) 6:/67a” ; (C) ;‘Jgncﬁ : (D) 43>,

17. Cho hinh nén c6 dudng sinh bang dudong kinh ddy va bang 2. Ban kinh mat
cau ngoai ti€p hinh nén doé la

(A) 3 ; (B) 243 ; (©) f ; (D) i

18. Cho hinh nén sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot dudng
cao. Mot mit cau ¢6 dién tich bang dién tich toan phin ctia hinh nén thi ¢6
ban kinh la

a\f af af af

(A) —— (B) —— © —— D) ——

19. Cho mot hinh nén sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot
dudng cao. Mot khoi cdu c6 thé tich bing thé tich ctia khéi nén thi c6 ban

kinh bang
(A) a\3/2\/§ ) a%/g a\3/2\/§ ) a\/2f
4 b 8 b

B) T > ©

(D)

20. Mot hinh nén c6 dudng sinh bing a va géc & dinh bang 90° . Cat hinh nén
bang mat phang ( ) di qua dinh sao cho géc giita () va mat ddy hinh nén
bing 60°. Khi d6 dién tich thiét dién 1

\/5 2 \/§ 2 ) 3 2
A) —a”; B —a” ; C) —a ; D) —a”.
(A) 3 (B) 5 © 3 (D) 5
21. Cho hinh chép ti gidc déu c6 canh ddy bang a, canh bén tao véi mat ddy

géc 60° . Dién tich toan phin ctia hinh nén ngoai ti€p hinh chép 1a

2
3na’ ) (B) 3na’ ) ©) 3TC6CZ _ (D) 37'[861 '

(A)
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22. Cho mit cau ban kinh R va mot hinh tru c6 ban kinh ddy R va chiéu cao
2R. Ti s6 thé tich khoi cau va khéi tru 12

2 3 1
(A) 37 (B) 5 ©2; (D) 5
23. Cho hinh tru c6 béan kinh ddy bang R, chiéu cao ciing bang R. Mot hinh
vuong ABCD c6 hai canh AB va CD lan lugt 1a cac day cung ctia hai duong
tron ddy, mp(ABCD) khong vuong géc v6i mat phang ddy cla hinh tru.

Dién tich hinh vudng d6 la
2 SR22 .

(A) 5§; (B) 5R; © 0 s

24. Mot khoi hop chit nhat noi ti€p trong mot khoi tru. Ba kich thuée cta khoi
hop chit nhat 1a a, b, ¢ . Thé tich cta khai tru 12

(A) 1n(az+bz)c;

25. Mot khai tit dién déu ¢6 canh a noi ti€p mot khoi nén. Thé tich khéi nén 1a

N NG N &

6 3
A) 2 qa’; B) - ma’; AL A D) Y2 .
()277ta, ()277ta, (C)97ta, ()9na

26. Cho hinh nén dinh S, ddy 1a hinh tron tam O, géc & dinh bing 120°. Trén
dudng tron ddy, 1y mot diém A ¢6 dinh va diém M di dong. C6 bao nhiéu
vi tri cia M dé€ dién tich tam gidc SAM dat gia tri 16n nhat ?

(A)Co1vitr; (B) Co 2 vitri;

(C)Co3vitri; (D) C6 v0 s0 vi tri.
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PHUONG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN

o] I6p 10, chung ta da lam quen v3&i phuong phap toa dé trén
mat phéng. Trong chuong nay, ta sé noéi dén phuong phap toa
dé trong khoéng gian.

Hoc xong chuong nay, hoc sinh can :

- Hiéu va n3m viing dinh nghia vé toa d6 clia diém va cla
vecto trong mét hé truc toa do.

- Nhé va van dung dudc biéu thiic toa do clia cac phép tinh
trén cac vectd, cac cong thiic va cach tinh cac dai lugng hinh
hoc bang toa do.

- Nhan dang cac phuong trinh dudng thdng, mat phang, mat
cau trong mot hé toa do cho trudc va viét duge phuong trinh
cla chung khi biét mot sé diéu kién cho trudc.
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HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

1. Hé truc toa do trong khong gian

Trong hinh hoc phang, ta da biét hé truc toa
do tréen mat phang. He dé thudong duoc ki

hiéu 1a Oxy hoac (O ; i, j). Bay gio ta thiét -
lap hé truc toa do trong khong gian. k el
Trong khong gian, xét ba truc toa do Ox, ~~ 777 ,ﬁf—;
Oy, Oz ¢6 chung diém goc O va doi mot T /
vuong goéc véi nhau (h.56). 4 '
DINH NGHIA 1 Hinh 36

‘ Hé gom ba truc Ox, Oy, Oz doi mot vuéng goc duoc goi la
hé truc toa do vuong goc trong khong gian.

Thuat ngir va ki hiéu

Hé truc toa do trong dinh nghia trén con dugc goi don gian la hé toa do

trong khong gian, va ki hiéu la Oxyz. Ta thudng goi cac vecto don vi trén cic

truc Ox, Oy, Oz lan Iuot 12 i, j, k va con ki hiéu hé truc toa do 1a (031, j, k).

Piém O goi la goc cha hé toa do, hoac don gian 1a goc toa do, Ox goi 1a

truc hoanh, Oy goi 1a truc tung, Oz goi l1a truc cao.

Cic mat phang di qua hai trong ba truc toa do goi 1a cdc mdt phdng toa do,

ta ki hiéu ching la mp(Oxy), mp(Oyz) va mp(Oxz), hoac don gian hon la

(Oxy), (Oyz), (Oxz).

Khi khong gian da c6 mot hé toa do Oxyz thi né dugc goi la khong gian toa do

Oxyz hoac don gian la khong gian Oxy:.

Ta cin chi y t6i cdc dang thiic sau day :

i2=i2=k2=1

i.j=j.k=k.i=0.

@ Tai sao ta cé cdc ddng thiic trén ?
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2. Toa do cua vecto
Trong khong gian toa do Oxyz v6i céc vecto don vi i, j, k trén cac truc,
cho mot vecto u. Khi d6 ¢6 bd ba s6 duy nhat (x; y; z) sao cho u = xi + yj + zk.

B0 ba s6 d6 cling dugc goi 1a toa do cua vecto u d6i véi hé toa do Oxyz va

ki hiéu u =(x;y;z)hodc u(x;y;z). Vay:

‘ uz(x;y;z)(:u(x;y;z)@ u:xi+yj+zk.‘

Hién nhién theo dinh nghia va ki hiéu trén, ta c6
i=(;0;0); j=(0:1;0) ; £k =(0;0; D).
Tai sao néu vecto u cé toa do (x ; y ; z) d6i v6i hé toa do (0; i,], k) thi
X=ui;y=uj;z=uk?

Vi du 1. Trong khéng gian toa do (O i, ], k) ,g0i 1, J, K la cdc diém sao
cho i = 5[, j= 5.], k=OK . Goi M la trung diém cia JK, G la trong tam
tam gidac IJK.
a) Xdc dinh toa do ciia vecto OM .
b) Xdc dinh toa do ciia vecto MG .
Gidi (h.57)
a) Ta co

B U
0M-2(0J+0K)—01+2]+2k,

o 1
do d6 0M—L0,2,2j-

Hinh 57

b) Ta co
MG = 0G - 0M = L (01 + 07 + OK) - L (07 + 0K
1 1 1

(303 e

hayM~G2 1;—1;—1 .
3 6 6
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Tur dinh nghia vé toa do cua vecto, ta dé dang suy ra cdc tinh chét sau day :

ﬁho cdc vecto uy = (x5 13 2) s ty = (Xo3 ¥y 3 2y) va s6k tuﬁ
ta co:

Dw=uy & x;p =%,y =y,21=12,

2) w2y =(x£0005 7 £3,5 7, £7,)
3) kuy = (kx, ; ky, ; kz))

4) updty = XX+ y1¥y +712

5) | =" =@ +y2 +22

XX ¥ Y1Y2 ¥ 212

2 2 2 2 2 2
\/X] +y] +Zl .\/X2 +y2 +22

voi uy; £0, 1y 20

~ Il\7
3. Toa dd cua diém

6) cos(u_l, u_z):

Trong khong gian toa d0 Oxyz, mdi .

diém M duoc hoan toan x4c dinh béi M

vecto OM (h.58). Bdi vay, néu (x; y ; 2) E 7k

la toa do cta OM thi ta cling néi (x;y; z) v :»

1a toa do ciia diém M va ki hiéu 1a ol

M=(x;y;z)hoac M(x;y; z). x?“‘_;l\\ i - >
i : AN P2

Nhu vay : T ry'—?*‘

‘ M=(x;y;z)(:)0—M:xi+yj+zk.‘ Hinh 58

Néu diém M c6 toa do (x ; y ; z) thi s6 x goi 1a hoanh do, s6 y goi 1a tung
do va so z goi 1a cao do clia diém M.

@Cka hé toa do Oxyz va diém M(x;y ; z). Tai sao cé cdc khdng dinh sau ?
AM=0sx=y=2z=0.
b)Me (Oxy) & z=0,tuclaM = (x;y;0).
Me Oyzy &x=0,tuclaM =@, y;z).
Me (Oxz) & y=0,tuclaM = (x;0; z).
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@ Vi diéu kién nao ciia x, y, z thi diém M(x ; y ; z) nam trén mot truc toa do ?

A
2

/A Trén hinh 59 ¢6 mét hé truc toa dd Oxyz cling Vi cac hinh vuéng co canh bing

don vi. A
D~
et T s S S T
e k E '
e P N
P ingy R 'l i _
T >
TA Ry A
v il B
Hinh 59

a) Xéac dinh toa do ctia cac diém A, B, C, D, E.
b) Dung diém P néu P = (3 ; 6 ; -3).

4. Lién hé giira toa do clia vectd va toa do cia hai diém mut

Cho hai diém A(xq5¥4524) Va B(xg; yg;zg). Theo dinh nghia, ta co

OA = (x4:y4:24) VA OB = (xp; yg: z). Ta lai biét ring AB — OB — OA.

Tir d6 ta suy ra toa do ctia vecto AB va do dai clia né :

1) Ez(xB—xA;yB—yA;zB—zA).

2) AB =\[(ivg —x2) + (v ~34) +(z5—24)’

5 2

(&)
<SP

/ '\ Trong khong gian toa d6 Oxyz cho bén diém khong déng phéng A(x,;y,;z4)

B(xg;ypizg), C(xpsyesze)s D(xpsypszp)-

a) Tim toa d6 cla trung diém doan thdng AB.
b) Tim toa d6 cla trong tdm tam giac ABC.
c) Tim toa do cula trong tam t& dién ABCD.

73



74

Vi du 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho bon diém A(5 ; 3 ; —1),
B2;3;-4),C(1;2;0),D@3;1;-2).

1. Chitng minh rdng :

a) Bon diém A, B, C, D khong dong phdng ;

b) Tir dién ABCD cé cdc canh doi vudng géc voi nhau ;

¢) Hinh chép D.ABC la hinh chdp déu.

2. Tim toa do chdan duong cao H cua hinh chép D.ABC.

Gidi

1. a) Ta phai chiing minh ba vecto DA = (2;2; 1), DB = (-1;2;-2) va
DC =(-2:1;2) khong dong phang. RS rang hai vecto DB va DC khong

ciing phuong nén néu ba vecto DA, DB, DC dong phing thi phai c6 céc
sO m va n sao cho
-m—2n=2
mD_B+nD_C:E4 hay <2Zm+n =2
|-2m+2n=1.
Dé thdy hé phuong trinh trén vo nghiém, suy ra ba vecto 4y khong déng phang.
b) Tacé DA =(2:2;1)vd BC =(-1;-1;4).
Vay DA.BC = -2 -2 +4 =0. Suy ra DA L BC.
Lam tuong tu ta cling c6 DB 1. AC va DC 1 AB.

¢) DA=N22+2% +12 =3

DB =\(-1? +22 + (2% =3 ;

DC = \/(—2)2 +12 +22 =3.
Tuong tu, ta cling c6 AB=BC =CA = 2. Vay D.ABC 1a hinh chép déu.
2. Vi D.ABC la hinh chép déu nén H tring vdi trong tAm tam gidc ABC hay

071=;(0A+5B+&?).Ttrdo suy ra

8§ 8 5
H=L3;3;_3J'



5. Tich cé huéng cua hai vecto
Ta da biét vé tich vo huéng cuia hai vecto. Ta cdn nhd rang tich d6 1a mot
s0 va c6 thé tinh duoc dé dang néu biét toa do cua hai vecto.
Sau day ta s€ noi vé tich cé hudng clia hai vecto.
Khéac véi tich vo hudng, tich c6 huéng khong phai 1a mot s6 ma 1a mot

vecto, boi vay tich ¢6 huéng con duoc goi la tich vecto.

DINH NGHIA 2

Tich c6 huong (hay tich vecto) cua hai vecto u(a; b; ¢) va
v(a'; b'; ¢'") la mot vecto, ki hiéu la [u, v] (hodc uAv), dugc
xdc dinh bang toa do nhi sau

a b
a b

¢ |C a

b
b c';c' a';

=

} =(bc’=b'c;ca’ —c'a;ab’ —a'b).

Vidu3.Chou =(1;0;-1)vav =2;1;1)thitaco:

| T
2 1)) T

0 -1
I 1

-1 1
1 2

2 b

1|

o3

)

o
/A D&i vGi hé toa do (O; i,j,k) , hdy ching té cac cong thiic sau day ding :

i jl=k:[j. k]=i:[k,i]=].

Tinh chat cua tich ¢6 huéng

Cac tinh chat sau day cua tich c6 huéng thuong dugc ap dung khi giai mot
s6 bai todn hinh hoc :

1. Vecto [u, v] vuodng géc véi cd hai vecto u va v , tiic la
[, v].u =[u, v].v =0.

2. ‘[u, v]‘ :\u\.\v\.sin(u, V).

3. [u, v] =0 khi va chi khi hai vecto u va v cing phuong.
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Chirng minh
1. Gia st u=(a;b;c) va v=(a';b";c"). Ti dinh nghia cta tich c6
huéng ta c6
[u,v] = (be'=b'c;ca'—c'a;ab'—a'b).
Suy ra
[u, v] .u=(bc'-b'c)a+ (ca'-c'a)b+ (ab'—a'b)c
=bc'a—b'ca+ca'b-c'ab+ab'c—a'bc =0.
Tuong ty ta ciing ¢6 [u, v].v =0.
2. Néu mot trong hai vecto u va v 1a vecto O thi tinh chat 2 12 hién nhién.
Bay gido ta xét trudng hop ca hai vecto d6 déu khac 0. Khi dé, vi

u.v
nén

cos(u,v) = i

ul.vlsin(u, v) = lul.lv[\1 - cosZ(u, v)

= \/(a2 + 02 + ) a4 b2+ ¢2) = (aa'+ bb'+ cc')*

= \/(bc'— b'c)2 + (ca'- c’a)2 + (ab'- a'b)2 = ‘[u, v]‘
3. Tinh chat nay dugc suy ra truc ti€p tu tinh chat 2.
CHUY

Ta v& cdc vecto OA=u ; OB =v. [1,v]
Néu hai vecto u va v khong clung
phuong (h.60), ta goi S 1a dién tich
hinh binh hanh c6 hai canh 1a OA

va OB, khi d6 - 7
ul.lv|.sin(u, v) = OA.OB.sin AOB
= 5. 0
Vay do dai cta vecto [u, v] bang s O
do dién tich hinh binh hanh néi trén. Hinh 60



ng dung cua tich ¢6 huéng
a) Tinh dién tich hinh binh hanh
Néu ABCD 1a hinh binh hanh thi theo
chiytrén,tacod § = “_XB, ﬁ)]‘ )
b) Tinh thé tich khéi hop
Néu ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh hop véi [AB. AD]
dién tich ddy ABCD 1a S, chiéu cao la D
h = AH, ¢ la géc hop boi hai vecto
AA' va | AB, AD] (h.61) thi thé tich
cua hinh hop d6 la

V=Sh= AB, AD |.AH

= ‘LXB’ E]‘ . ‘ﬂ' . \Cos(ﬂ\- Hinh 61

Viy V= |AB, AD].AA’
4
Hay chiing t6 réng ba vectd u, v, w déng phang khi va chi khi [u, v].w = 0.

Nhu vay, ching ta nén nhé mot so tinh chat lién quan dén tich vo huéng va
tich c6 huéng sau day

ulveuv=0.

u va v ciung phuong < [u, v]=0.

u, v, w dong phang < [u, v].w=0.

Vi du 4. Trong khong gian toa do Oxyz, cho bon diém A0 ; 1; 1), B(-1;0;2),
C-1;1;0vaD2;1;-2).

a) Chitng minh rdng bon diém dé khong dong phdng.

b) Tinh dé dai duong cao cua tam gidc ABC ké tiw dinh A va bdn kinh
duong tron noi tiép tam gidc do.

¢) Tinh géc CBD va géc giita hai dwong thdang AB va CD.

d) Tinh thé'tich tir dién ABCD va do dai duong cao cua tik dién ké ti dinh D.
Gidi

a) Bon diém A, B, C, D khong dong phelmg khi va chi khi ba vecto B_A,
BC, BD khong dong phing hay | BA, B_CJED % 0.
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Tacé BA =(1;1;-1), BC =(0;1;-2), BD=3;1;-4).Suyra:

A
[BA,BC}=L1 ; :

2712 0 o 1

jz(—l;2;l).

| BA,BC].BD = (-)3+2.1+1.(-4) =-5%0.
Vay bon diém da cho khong dong phang.

b) Ta co
lr— —7 _ 1 J6
Sasc = ,[BA. BC] = 2\/(—1)2 #2242 =0
Né&u goi AH 1a duong cao cua tam giac ABC thi
Al = 25aBC = V6 _6

BC  J?+i2 422 V5
Néu goi r 1a ban kinh duong tron ndi ti€p tam giac ABC va 2p la chu vi cua
tam gidc d6 thi S, p~ = p.r. Dé dang tinh duoc
2p=AB+BC+CA=+3+J5+2

_ Sasc _ V6
P 5+3+42

c) cosCBD = cos(ﬁf E)) ‘ BC.BD ‘ 2 0.
BC|.\BD| V13

Néu goi ala géc giita hai duong thang AB va CD thi
cosa = ‘COS(KB, C_D)‘ = ‘AB Dl .
aB.lcpl

nén ta co

d) Ta dé thay thé tich khai ti dien ABCD béng é thé tich khéi hop ¢6 ba
canh la BA, BC, BD. Nhu vay :
1 - N

Néu goi DK la duong cao cua ti dién ké tie D thi

N

Di = VABCD _ "6 _ S

Sape V6 6




6. Phuong trinh mat cau x
Trong khong gian toa do Oxyz cho mat
cau S(1;R) c6 tam I(xy; yo; Zg) Va
ban kinh R (h.62).

Di€ém M(x ; y ; z) thudoc mit cau d6 khi v

va chi khi IM = R hay IM = R, nghia 1

2 2 2 2
(x—x9)" +(y—y9) +(z—29)" =R". y
Phuong trinh trén duoc goi la phuong Hinh 62
trinh cia mdt cdau S(I ; R).
Nhu vay, néu biét toa do clia tam va bi€t ban kinh mat cdu thi ta c6 thé dé
dang viét dugc phuong trinh clia mat cau do.

Madt cau tam I(x, 5 ¥, ; zq), bdn kinh R ¢6 phuong trinh

(x=x0)” +(y=y9)* +(z—279)" =R*.

ol

1503

Hay viét phuong trinh mat cau c6 dudng kinh A A, VGi

Ay =(a;;byscpva Ay=(ay; by cy)
theo hai cach sau :
— Tim toa d6 tdm va tinh ban kinh clia mat cau.

— Nhan xét rang diém M nam trén mat cdu khi va chi khi Ai/M.A,M = 0.

6
/A viet phuong trinh mé&t cau di qua bon diém A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(0; 1; 0), D(0; 0; 1).
Nhdn xét. Néu ta khai trién phuong trinh mat cau S(/ ; R) va viét duéi dang
ftx, y, z) =0 thi dé thay rang f(x,y,z) 1a da thic bac hai doi vdi x, y, z, ¢6

ol e 202D N . L oz R
ciché sdcuax,y,z déubang 1 va khong c6 cic hang tur chita xy, yz, zx.

Bay gio ta xét vin dé nguoc lai : Phuong trinh dang
Ay 4 2ax+2by +2cz+d=0 (1)

c6 phdi la phuong trinh mdt cdu trong khong gian toa do Oxyz cho trudc
hay khong ?
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Phuong trinh (1) c6 2thé viét nh2u sau:

x+a) +O+b) +(z+c) =a +b +c —d. 2)
Goi I 12 diém c6 toa do (—a ; —b ; —c) va M 1a diém c6 toa do (x ; y ; z) thi v€
trdi clia (2) chinh 12 IM”. B&i vay ta d& dang suy ra :

Néua +b +c —d>0thi IM= \/a2 +b% + % —d. Vay (1) la phuong
trinh cia mat cau c6 tam I(—a ; —b ; —c) va ¢6 béan kinh

R:\/a2 + b2 +c%—d.
Néua + b +¢ —d=0thi IM = 0 va phuong triinh (1) x4c dinh diém  duy nhat.

Néua” +b° +c” —d<0 thi khong c6 diém M ndo c6 toa do thod man (1).
Vay :

2 2 2
Phuong trinh x +y + z + 2ax + 2by + 2cz + d = 0 la
, . a C o gl 2 2 2 )
phuong trinh cua mdt cau khi va chi khia + b + ¢ > d. Khi
doé tam mdt cdu la diém I(—a ; —b ; —c) va ban kinh mdt cdu
la

- [ 2 o .
K=+\Na +b +c —d.

7

M&i phuang trinh sau day c6 phai la phuong trinh mat cau hay khong ? Néu phai thi
hay xac dinh tam va tinh ban kinh mat cau d6.

a)x2+y2—22+2x—y+120; b)3x2+3y2+322_2x:0;
2 +2y = (x+y) — 4+ 20— 1; d) (x+y) = 2y =2+ 1.
Cau héi va bai tép
Tu nay tro di, cdc bai tdp lién quan dén toa do déu duoc xét trong khong
gian toa d¢ Oxy:z.
Cho céc vecto :
w_i—2j v=3i+5(j—k);w_2i—k+3j.
a) Tim toa do cua cac vecto do.
b) Tim cosin clia cac goc (v, i), (v, j) va (v, k).
¢) Tinh céc tich vo huéng u.v, u.w, v.w.
Cho vecto u tuy y khac 0. Ching minh rang :

cosz(u, i) + cosz(u, j) + cosz(u, k) =1.



10.

11.

Tim géc gilta hai vecto u va v trong moi trudng hgp sau :
Au=1051;D;v=0@2;1;-1);
b)u=3i+4j ;v =-2j+3k.

Biét ‘u‘ =2, v‘ =5, gbc gilta hai vecto u va v bang ; Tim k dé vecto

;) = ku +17v vuodng goc v6i vecto g = 3u—v.
Cho diém M(a ; b ; c).

a) Tim toa do hinh chiéu (vuong goc) ctia M trén cdc mat phing toa do va
trén cac truc toa do.

b) Tim khoédng cach tir diém M dén c4c mat phang toa do, dén cac truc toa do.
c¢) Tim toa do ctia cic diém doi xting v6i M qua cdc mat phang toa do.

Cho hai diém A(x, ; y, ; z;) va B(x, ; ¥, ; z,). Tim toa do diém M chia doan
thing AB theo ti s6 k (tiic 12 MA = kMB), trong d6 k # 1.

Cho hinh binh hanh ABCD vé6i A(-3 ; -2 ;0),B(3;-3;1),C(5;0; 2).
Tim toa d6 dinh D va tinh gdc giita hai vecto AC va BD.

a) Tim toa do diém M thuoc truc Ox sao cho M cich déu hai diém A(1 ;2 ; 3)
va B(-3;-3;2).

b) Cho ba diém A2 ; 0 ; 4), B(4 ; \/5 ; 5) va C(sin5t ; cos3t ; sin 3¢). Tim ¢
dé AB vuong géc v6i OC (O la goc toa do).

Xét su dong phang clia ba vecto u, v va w trong moi trudng hop sau :
Q) w334, v(2;-1;2), wl:2:1);

b) u(15=151), v(0;1;2), w(*;2;3);

Q) u(;2;5),v3;1:3), w2;0; 1.

Choba diémA(1;0;0),B0;0;1),C2;1;1).

a) Chiing minh A, B, C khong thang hang.

b) Tinh chu vi va dién tich tam gidc ABC.

¢) Tinh d6 dai duong cao cua tam giac ABC ké tir dinh A.

d) Tinh céac géc cta tam giac ABC.

Cho bon diém A(1;0;0),B(0;1;0),C0O;0;1)vaD(=2;1;-2).
a) Ching minh rang A, B, C, D 1a bén dinh cia mot hinh ti dién.
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b) Tinh géc gifta cdc dudng thing chita cdc canh doi clia tit dién do.
¢) Tinh thé tich ti dien ABCD va do dai dudng cao cta tit dién ké tir dinh A.
12. Cho hinh chép S.ABC c6 duong cao SA = h, diy la tam gidc ABC vuodng
tai C, AC = b, BC = a. Goi M 1a trung diém ctia AC va N 1a diém sao cho
_ 1 —
SN = —_SB.
3
a) Tinh do dai doan thang MN.
b) Tim su lién hé gilta a, b, h dé€ MN vuong goc véi SB.
13. Tim toa do tam va tinh bdn kinh ctia m6i mat cau sau day :
a)x2+y2+22—8x+2y+ 1=0;
b)3x° +3y° + 32 +6x—3y+152-2=0:
) 9% +9y" + 92" — 6x+ 18y + 1 = 0.
14. Trong moi trudng hop sau, hdy viét phuong trinh mat cau :
a) Di qua ba diém A0 ; 8 ; 0), B(4 ; 6 ;2), C(0; 12 ; 4) va c6 tAm nim trén
mp(Oyz) ;
b) C6 bén kinh béng 2, tiép xtic véi mat phang (Oyz) va ¢ tam nam trén tia Ox ;

c) C6 tam I(1 ; 2 ; 3) va ti€p xuc v6i mp(Oyz).

§ PHUONG TRINH MAT PHANG

z
1. Phuong trinh mat phéng
Vecto n#0 goi la vecto phdp tuyén ”
2 - . 9 a
cua mat phang (@) néu gid cua n My
vuong goc véi mit phang (a). \‘M
RO rang néu n la vecto phap tuyén cua
mp(@) thi kn (k+#0) cing 1a vecto 0
y
phdp tuyén clia mp(@). .
Hinh 63
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Trong khong gian Oxyz, cho mat phing (@) di qua diém M (xy;Y0:2) va
c6 vecto phdap tuyén n(A ; B ; C). Chi y rang vi n#0 nén
A%+ B?+C?>0. Khi d6, diéu kién cén va di dé diém M(x ; y ; z) thudc
(o) 1a n.MyM =0 (h.63), hay

| AG—xg) +B(y —y) + C(z ~z) =0. | (1)

Nhdn xét. Néu ta dat D = —(Ax,, + By, + Cz,) thi phuong trinh (1) tr¢ thanh :

\ Ax+By+Cz+D=0, trongdé A +B°+C*>0. (2

Phuong trinh (2) goi 14 phuong trinh téng qudt ciia mdt phang (@) hay néi
gon la phuong trinh mp(a).

Nhu vay, ta d& dang viét dugc phuong trinh mat phang néu biét toa do ctia
mot diém thuoc nd va toa do mot vecto phdp tuyén cta no.

Vi du 1. Viét phuong trinh mdt phdng (&) di qua ba diém M0 ; 1 ; 1),

N1 ;-2;0)vaP(1;0;2).

Gidi. Ta c6 MN =(1;-3;—1) vi MP =(1;~1;1). Tit d6 ta tinh dugc

n= Lm m] =(—4;-2;2). Vecto n # 0 vuong gbéc véi ca hai vecto

MN, MP nén n 1a mot vecto phép tuyén ctia mat phing (). Nhu vay, (@)

12 mat phang di qua diém M va c6 vecto phap tuyén n nén c6 phuong trinh
-4x-0)-2(y-1)+2(z=1)=0hay 2x +y—-z=0.

1

Y Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(1;-2;3) va B(-5;0;1). Hay viét phuong

trinh mat phéng trung truc (P) clia doan théng AB.

Nhu vay, méi mat phang déu c6 phuong trinh dang (2). Pinh Ii sau day
khang dinh diéu nguoc lai.

DINH Li

Trong khong gian Oxyz, méi phuong trinh
Ax+By+Cz+D =0v3i A+ B+ C" >0

déu la phwong trinh ciia mot mdt phdng xdc dinh.
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(o)

2 (dé chiing minh dinh li).

ﬂ L&y mét nghiém (x, ; y, ; z,) nao d6 clia phuang trinh (2), tic 1a

Axy+ By, +Czy+ D =0.
Goi (P) la mat phéng di qua diém M(x, ; ¥, ; z,) V& cO vecto phap tuyén la
n(A; B;C). Hay viét phuong trinh cla (P) dé thdy réng né tuong duong Vi
phuong trinh (2).

2. Cac trudng hop riéng

A
L

84

Chiing ta hay xét mot s6 trudong hgp riéng clia phuong trinh mat phéng va
no6i rd trong mdi truong hop d6, mat phang cé dic diém gi.

3

T \
A Trong khong gian Oxyz, xét mat phang (&) cé phuong trinh :

Ax+By+Cz+ D =0.
Hay gidi thich vi sao ta c¢6 cac khang dinh sau day :
a) Mat phéng () di qua géc toa d6 O khi va chi khi D = 0.
b) Mat phang (&) song song (hoac chia) truc toa dd Ox khi va chi khi A = 0.
Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hop B = 0 va trudng hop C = 0.
c) Mat phang (a) song song hodc trung véi mat phang (Oxy) khi va chi khi
A=B=0.
Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hop B = C = 0 va trudng hop C = A = 0.

Sau day ta xét truong hop mat phang c6 phuong trinh
Ax + By + Cz + D =0vdi cdc hé so'A, B, C, D déu khdc 0.

Khi d6 bang cach dat a = —lj, b= _II: , = _IC) , ta dua phuong trinh trén
vé dang
Tiryiog 3)
a b ¢

R rang mat phang c6 phuong trinh (3) cat cac truc Ox, Oy, Oz lan lugt tai
cdc diém M(a ; 0 ; 0), N(O; b; 0) va P(0 ; 0 ; ¢). Do dai dai s6 cla céc
vecto O—M, ON, OP trén cic truc toa do chira ching 1an luot 1a OM =a ;

ON =b ; OP = c. Boi vay phuong trinh (3) dugc goi la phuong trinh mdt
phdng theo doan chdn.



Vi du 2. Trong khéong gian Oxyz, cho diém M = (30 ; 15 ; 6).
a) Hpy viét phuong trinh mdt phdng (@) di qua cdc hinh chiéu ciia M trén
cdc truc toa do.
b) Tim toa do hinh chiéu H ciia diém O trén mp(a).
Gidi
a) C4c hinh chi€u ctia M trén cic truc toa do la cic diém (30;0; 0), (0; 15;0)
va (0 ; 0 ; 6). Phuong trinh mp(a) di qua ba diém dé6 1a

R hay x + 2y + 5z =30 = 0.

30 15 6
b) Piém H nam trén mat phang (@) va vecto OH cung phuong véi vecto
phép tuyén n(l;2;5) cua (@), tic la OH = tn. Béi vay, néu goi (x ; y ; z)
la toa do cta H thi

xX+2y+5:-30=0

X =1
y =2t
[Z:St.

Bang cach thay cdc gid tri x, y, z tir ba phuong trinh cu6i vao phuong trinh dau,
tadugc t+4r+25t—30=0.Tudétatimdugcr=1vadodo H=(1;2;5).

3. Vi tri tuong d6i giira hai mit phing
Hai bo so ti lé
Xét cdc bo ns6 (x; 3 xp ;... 5 x,) (n>2), trong d6 cic s6 X, X,, ..., X,, khong
dong thoi bang 0.
Hai b0 s6 (A ; Ay ;...5 Ay) va (B ; By ;...; B,) nhu thé duoc goi la # I¢
voi nhau (hay i [¢) néu ¢c6 mot s6 ¢ sao cho A} = tBy, Ay = 1B,,...,A, =1B,.
Khi d6 ta viét

Al:A2:...:An:Bl:BZ:...:Bnhoac21=2§=...=2Z.
Theo dinh nghia do, ta c6
1:=2:3=2:~4:6hay  ==2=3 (dday 1= 1);
2 -4 6 2
2 _0_4

2:0:4:0=1:0:2:0hay T = =8(6dayt=2).

0 2
Khi hai bo s6 (A, ; Ay ;...; A,) va (B, ; By ;...; B,) khong ti 1¢, ta viét
A tAy ..t A, #B By ...:B

n-
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Vidu:1:5:-2:4#1:-2:5:4,
1:0:1:2#1:1:1:2.

Ta hay xét truong hop hai bo s6 (A5 Ay 5. Ay) va (B s By 5.5 By) ti
1¢, nhung hai b0 s6 (A ;A ;...;A, ;A1) va (Bj;By;...;B,;B,.)
khong ti 1¢. Dieu d6 c6 nghia la : c6 s6 7 sao cho A; = 1B|,Ay =1B,,...,A, =B,
nhung A, .| # 1B, . Trong truong hop do, ta viét :

M_d A A
Bl B2 Bn Bn+1

Vi tri tuong doi giita hai mat phang

Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (@) va (&) 1an luot c¢6 phuong trinh :
(@) :Ax+By+Cz+D =0
(@):A'x+B'y+C'z+D'=0;

chuing lan lugt ¢6 vecto phap tuyénla n (A; B; C) va n'(A';B';C").

21 Néu A:B:C# A': B': C' thi ta c6 thé néi gi vé hai vecto n (A ; B ; C)
va n' (A'; B';C") va do dé néi gi vé vi tri tuong doi giita hai mdt phdng
(@ va (&) ?

A_B_C
A' B C"

Bay gio ta xét truong hop A: B: C = A': B': C' hay

o 4

</}'ﬁ X e 2 = <

/" Hay xét vi tri tuong déi gita hai méat phdng (@) va (&) trong méi trudng hop sau:
A B C D A B C D
A" B C'" D' A" B C' D

Toém lai ta c6 :

/Cho hai mdt phang (@) va (&) ldn luot cé phuong trinh : \
() :Ax+By+Cz+D=0
(¢):Ax+By+Cz+ D' =0.

a) Hai mdt phdng do cdt nhau khi va chi khi A :B:C#A’:B": C".
b) Hai mdt phdng dé song song khi va chi khi
A _ B _ C » D
A" B C" D
¢) Hai mdt phdng dé tring nhau khi va chi khi

A B _C_D
\\ A" B C D /
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Hai mdt phdng (@) va (&) ndi trén vuong géc véi nhau khi nao ?

. 5
/A Cho hai mat phng (@) :2x —my + 10z + m + 1 =0
B :x—2y+@Gm+1)z—10=0.
Hay tim gia tri clla m dé :
a) Hai m&t phang d6 song song ;
b) Hai mat phang d6 triing nhau ;
c) Hai mat phéng d6 cét nhau ;
d) Hai mat phdng d6 vudng géc véi nhau.

4. Khoang cach tir mot diém téi mot mit phing

Trong khong gian Oxyz, cho diém M(x, ; y, ; z,) va mat phang (@) c6
phuong trinh : Ax + By + Cz + D = 0. Hoan toan tuong tu nhu cong thic
tinh khoang cich tir mot diém t6i mot dudong thing trong hinh hoc phing,
ta c6 cong thic sau day vé khoang cach dM,, () tu diém M t6i mp(@) :

Axg + Byy + Czy + D
d(MO,(Ot))= 0 . 02 02 ‘
\/A +B°+C

= 6

/A Tinh khoang cach gilta hai mat phang cé phuong trinh Ian luot 13 :
3x-y+2z-6=0 va 6x-2y+4z+4=0.

Vi du 3. Cho tir dién OABC c6 ba canh OA,
OB, OC doi m¢ot vuong goc, OA =a, OB=b,
OC = c. Tinh dé dai duong cao cua tir dién

ke tir O.

Gidi

Vi ba canh OA, OB, OC do6i mot vuong goc
nén ta c6 thé chon hé toa do c6 goc
laOvacoA=(a;0;0,B=@;b;0),
C=(@0;0;c) (h64). Khi d6 mp(ABC) cb6
phuong trinh theo doan chén 1a
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Tiriiog=o.
a b c

Chiéu cao & can tim 12 khoang céch tir diém O t6i mp(ABC) nén

e 0+0+0-1 abc
\/1+1+1 \/b262+02a2+a2b2
a bl

Vi du 4. Cho hinh ldp phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Trén cdac canh AA’, BC,
C'D’ ldn luot ldy cdc diém M, N, P sao cho AM = CN = D'P = t,v6i 0 < t <
a. Chiing minh rang mp(MNP) song song véi mp(ACD") va tinh khodng cdch
giita hai mdt phdng doé.

Gidi .
Chon hé toa do Oxyz c6 goc O trung véi D P c
D, céc truc Ox, Oy, Oz lan luot di qua A, I
C va D’ nhu & hinh 65. Khi d6 : A A
// | \\
A=(a;0;0),C=(0;a;0),D'=(0;0;a), y h
M=(a;0;t),N=(;a;0),P=0;t;a). Mﬁ/ LQ 777777777 7C_>
Y < 7 /// ///// ////////// N y

Phuong trinh theo doan chan cua AL~
mp(ACD’) la : x B

Hinh 65
£+Z+E=1hayx+y+z—a=0. "
a a a

Mat phang d6 c6 vecto phap tuyén n = (1;1; 1).
Mat khéc, mp(MNP) c6 vecto phdp tuyén 1a n' = Lm, ZW’]

Ta cé M—N:(t—a;a;—t);m’z(—a;t;a—t).

Tir d6 ta tim dugc toa do ctia n' 12

2 2 2 2

n'=(@*+t>—at:a +t>—at;a +t>—at).

Boi vay hai vecto n v n' ciing phuong ; ngoai ra dé thdy diém M khong
nam trén mp(ACD") ; do d6 mp(MNP) // mp(ACD").



15.

16.

17.

Khoang cach d giita hai mat phang d6 biang khoang céch tir diém M cia
mp(MNP) t6i mp(ACD’) nén ta co

d

_Ja+0+t-a _t\/§

JiZ+12412 3

Cau héi va bai tép

Trong mdi truong hop sau, viét phuong trinh mat phang :

a) bi qua ba diem M(2;0;-1), N(1;-2;3),P(0;1;2);

b) Di qua hai di€ém A(1 ; 1;-1), B(5;2; 1) va song song v6i truc Oz ;

c) Pi qua diém (3 ; 2 ;—1) va song song v6i mat phang c6 phuong trinh
x—=54+z=0;

d) Di qua hai diém A0 ; 1; 1), B(~1; 0 ; 2) va vuong goc v6i mit phéng
x—y+z+1=0;

e) Di qua diém M(a ; b ; ¢) (v6i abe # 0) va song song v6i mot mat phang toa do ;

g) Di qua diém G(1 ; 2 ; 3) va cit cdc truc toa do tai cic diém A, B, C sao

cho G la trong tam tam gidc ABC ;

h) Di qua diém H(2 ; 1 ; 1) va cét céc truc toa do tai cac diém A, B, C sao
cho H la truc tam ctia tam giac ABC.

Xét vi tri tuong d6i ctia mdi cap mat phang cho bdi cic phuong trinh sau :
A)x+2y—z+5=0 va 2x+3y-7z-4=0;
b)x-2y+z-3=0 va2x—-y+4z-2=0;

c)x+y+z—-1=0 va 2x+2y+2z+3=0;
d)3x—-2y+3z+5=0va 9x—-6y—-9:-5=0;
e)x—y+2z—4=0 va 10x— 10y + 20z - 40 = 0.

Xic dinh gi4 tri cia m va n dé moi cap mat phang sau day song song :
a)2x+ny+2z+3=0 va mx+2y—4z+7=0;

b)2x+y+mz—-2=0 va x+ny+2z+8=0.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Cho hai mat phing c6 phuong trinh 12
2x—my+3z-6+m=0

va m+3)x—-2y+(Gm+1)z-10=0.

Vi gid tri nao ctia m thi :

a) Hai mat phing dé song song ;

b) Hai mat phang dé trung nhau ;

c¢) Hai mat phang d6 cit nhau ;

d) Hai mat phang d6 vuong géc ?

Tim tap hop cic diém cdch déu hai mat phang (@) va (&) trong mdi trudng
hop sau :

a)(a):2x—y+4z+5=0, (&):3x+5y—-z—-1=0;
b)(@):2x+y—-2z—-1=0, (&) :6x=3y+2z-2=0;
)(@:x+2y+z-1=0, (&) :x+2y+z+5=0.

Tim khodng cach giita hai mat phing
Ax+By+Cz+D=0 va Ax+By+Cz+D'=0
v6iD =D’
Tim diém M trén truc Oz trong mdi trudng hop sau :
a) M cach déu diém A(2 ; 3 ; 4) va mat phang 2x + 3y +z—17=0;
b) M cich déu hai mat phangx +y—z+1=0vax—y+z+5=0.
Cho tu dién OABC c6 cic tam giac OAB, OBC, OCA 1a nhiing tam giac

vuong dinh O. Goi @, B, ylan luot 1a goéc giita mat phang (ABC) va cdc mat
phéng (OBC), (OCA), (OAB). Bang phuong phap toa do, hdly ching minh :

a) Tam gidc ABC c6 ba goc nhon ;
b) cosza+cosz,b’+cos27= 1.

Viét phuong trinh mat phing song song v6i mat phang 4x + 3y 12z+1=0
va ti€p xuc véi mat cu c6 phuong trinh :

x2+y2+22—2x—4y 6z—-2=0.



§ PHUGNG TRINH DPUONG THANG

1. Phuong trinh tham sé va phuong trinh chinh tic cta duéng thiang
Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang d di
qua diém My(x, 5 yo 3 zp) va c6 vectd chi
phuong u(a; b;c) (h.66). Vi u # 0 nén ta phai
c6a+bh+ct>0.

Ta biét ring diéu kién can va do dé diém 0 y
M(x;y;z) nam trén dudng thang d 1a vecto  x

MyM cung phuong vé6i vecto u, tic la c6 so Hinh 66
tre R saocho MyM = tu.Chd y rang
M()MZ(X—X() Y =)o s Z—Zo)

nén diéu kién néi trén twong duong véi :

X = Xg +at
y=Yyy+bt, te R. (1)
z=2z9+ct

Hé phuong trinh (1) duoc goi 1a phuong trinh tham sé clia dudng thing d
vGi tham s6 ¢. VGi mbi t € , hé phuong trinh trén cho ta toa do (x ; y ; z)

ctia mot diém ndm trén d.

Nguge lai, mi hé phuong trinh dang (1) véi @ + b° + ¢ > 0 déu 1a phuong
trinh tham s6 cta dudng thang d di qua diém (x, ; y, ; z,) va c6 vecto chi
phuong 1a u(a ; b ; c).

Tir nay, dé don gian, trong phuong trinh (1) ta khong viét ¢ €
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o
Lo

@)

1

/A cho dudng thang d c6 phuong trinh tham s6 :

x=1-2¢
4y:2+t

z=2t.
a) Hay tim toa d6 mét vecta chi phuang cua d.
b) Xéac dinh toa dé clia cac diém thudc d Ging véi giatrit = 0,1 = 1,1 = -2.
c) Trong cac diém A(3;1;-2),B(-3;4;2),C(0;2,5; 1), diém nao thudc d, diém
nao khéng ?
Xét dudng thang d c6 phuong trinh tham s6 (1).

Trong trudng hop abc # 0, bang cdch khir 7 tir cdc phuong trinh cua hé (1),
ta duogc :

x_x():y_yozz_zo,vé’iabc;tO. (2)

a b c

Hé phuong trinh (2) duoc goi 1a phirong trinh chinh tdc cta dudng thang d.
Nguoc lai, m6i hé phuong trinh nhu thé déu 1a phuong trinh chinh tic clia mot
dudng thdng hoan toan xdc dinh, d6 1a dudng thang di qua diém (x, ; y, ; )
va ¢6 mot vecto chi phuong 1a u(a ; b ; ¢).
2
Cho hai m&t phéng (&) va (a') c6 phuong trinh :

(a):2x+2y+z-4=0

(0{'):2x—y—z+5=0.
a) Hay giai thich tai sao hai mat phang (&) va (a') cét nhau.
b) Goi d la giao tuyén clia hai mat phang («) va (a'). Hay tim toa d6 clia mét
diém thudc d va xac dinh toa d6 ctia mét vectd chi phuong clia d.
c) Viét phuong trinh tham s& va chinh tc clia dudng thang d.

2. M6t sd vi du
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Vi du 1. Viét phuong trinh tham s6 cua duong thdang d di qua hai diém
phdn biét A(1;0;-2)vaA’'(2;1;1).

Gidi

Vecto AA' = (1;1;3) 1a mot vecto chi phuong clia d, ngodi ra d di qua diém A
nén d c6 phuong trinh tham so6 la



x=1+¢

[y=r
tz:—2+3t.

Vi du 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho tir dién ABCD vdi
A=(0;0;2), B=(3;0:;5),C=(1;1;0), D=(4:1;2).

a) Viét phuong trinh tham so ciia duong cao tir dién ABCD ha tir D.

b) Tim toa do hinh chiéu H ciia D trén mdt phdng (ABC).

Gidi

a) Tacé AB=(3;0;3), AC = (1;1;-2).

Vi [XB,A_CJ = (=3;9;3) nén mot vecto phép tuyén ctia mat phing (ABC)

la n=(1;-3;-1).

Vay phuong trinh tham s6 cua duong cao d ha tir D cua ti dién 1a

x=4+1
d#yzl—&
tz=2—t.

b) Mit phang (ABC) c6 vecto phdp tuyén n=(1;-3;-1) va di qua
A(0;0;2) nén c6 phuong trinh 12

1(x=0)=3(y-0)=1(z=2) =0
hay x =3y -z+2=0.
Hinh chi€u H cta D trén mat phing (ABC) la giao diém cua dudng thing d
v6i mat phang (ABC). D€ tim toa d¢ diém H, ta giai hé gom cdc phuong
trinh clia dudng thang d va mp(ABC) :

x=4+t
Z:2_t

lx=3y-z+2=0.
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Thay cdc gid tri cla x,y,z trong ba phuong trinh dau vao phuong trinh

cudi,taco 4 +7-3(1-3t)—(2-1)+2=0. Ttrd(’)suyrat:—i- Do d6

11
ey
Z:2+ﬁ=%
w o)

Vi du 3. Cho hai mdt phdng (&) va (') ldn luot cé phuong trinh
X+2y—-z+1=0 va x+y+2z2+3=0.

Chitng t6 rang hai mdt phdng dé cdt nhau va viét phuong trinh tham sé ciia

giao tuyén hai mdt phdang dé.

Gidi

Hai mit phang da cho cat nhau vi bo ba s6 (1 ; 2 ; —1) khong ti 1& v6i bo ba

s6(1;1;2).

Goi d 1a dudng thang giao tuyén cla ching. Pudng thang d gém céc diém

M(x ; y; z) vra thudc (@) vira thudc () nén toa do cia M 1a nghiém cuia hé :
X+2y—-z+1=0
{x+y+2z+3:0.

ey

Bay gid ta c6 thé viét phuong trinh tham s6 cua d bang mot trong cdc cdch
sau day :

Cdch 1. Tim toa do mot diém A thudc d va mot vecto chi phuong ciia né roi
viét phuong trinh tham so cua d.

Cu thé 13, trong hé (1) cho z = 0 réi tim x va y, ta dugc x = =5,y = 2.

Vay diém A(-5;2;0) thuoc d.

Goi ﬁl = (1;2;—1) 1a vecto phdp tuyén ciia mat phang (&), n_z =(1;1;2)
1a vecto phép tuyén clia mat phang (¢'). Dudng thing d vuong géc véi hai

vecto 21 va n_2 nén no c6 vecto chi phuong la u = [El’ n_z} =(5;-3;-1).



Vay, phuong trinh tham s6 ctia duong thang d 1a

xX=-5+5¢
z = —1.

Cdch 2. Tim toa dé hai diém phdn biét A va A’ thuoc d réi viét phuong
trinh duong thang di qua hai diém do.

Cu thé 1a : Trong hé (1) cho z = 0, ta tim dugc x = -5,y = 2. Vay diém
A(=5;2;0) thuoc d.
Laichoz =1, ta dugc x =-10, y=5. Vay A'(=10 ; 5 ; 1) cling thuoc d.

Vecto chi phuong ctia d 1a AA' = (=5 ; 3 ; 1) nén d c6 phuong trinh tham s6 12 :

x=-10-5¢
Jy:5+3t

Cdch 3. Trong hé (1) cho z =t roi tim x va y theo t, ta dugc

x=-5-5¢
4y:2+&
z =1,

D6 ciing 1a phuong trinh tham s6 ctia dudng thing d.

Vi du 4. Cho hai duong thding d, va d, ldan lugt c6 phuong trinh la

X =t
-1
. _ N X Yy _z+2
d1.4y——1—4t va dz'E_T_ -
[Z:6+6l

Viét phuong trinh chinh tdc ciia duong thdng dy di qua diem M(1 ; -1 ; 2),
vuong géc voi cd d, va d,.
Gidi
Céc dudng thang d, va d, lan lugt ¢6 vecto chi phuong la
u (15 -436) va uy(2;1;-5).
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Duong thang d; vuong géc vdi ca d; va d, nén mot vecto chi phuong cta
dy 12 uy = Lzll, u_2} Ta tinh dugc u3 = (14;17;9) va do d6, dy c6 phuong

trinh chinh tac 12

x—1 _yt 1 _z-— 2
14 17 9
3. Vi tri tuong d6i giira hai dudng thing
Trong khong gian, cho dudng thing d di qua diém M, c6 vecto chi phuong
u va dudng thing d’ di qua diém M), c6 vecto chi phuong u'. Dua vao ba

vecto u, u' va MyM}), ta c6 thé biét dugc vi tri tuong doi giita hai dudng

thang d va d".
u
4 My >
d My
a)
d b)
w
73
d My
d My
c) d)
Hinh 67
Cu thé 1a :

a) d va d’ tring nhau khi va chi khi ba vecto u, u' va m doi mot cung
phuong (h.67a).
b) d // d’ khi va chi khi u va u' cung phuong nhung khong cung phuong véi
MoM{, (h.67b).
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¢) d va d’ cit nhau khi va chi khi u va u' khong cung phuong, dong thoi
ba vecto u, u' va W) déng phang (h.67c¢).

d) d va d’ chéo nhau khi va chi khi d, d’ khong dong phiang, hay khi va chi
khi ba vecto u, u' va m khong déng phing (h.67d).

Vaytaco:

d va d' truing nhau & u, u' va MoMb doi mot cung phuong

= [u,;'} = [u, MOM(')] =0.

uva ' cung phuong J[M, ﬁ'] =0
=
u va MM, khong cling phuong t[ u, MyMj ] £ 0.

dl/d & {

uva u' khong cung phuong

d va d’ cat nhau _ :
u, u' va MyM, dong phang

. %[u u']#0

[, u' | MMy =0

d va d’ chéo nhau < u, u' va MyM, khong déng phang

& lu,u]. Mgy # 0.

Khi nao hai duong thdang d va d' néi trén vuong géc voi nhau ?

Vi du 5. Trong khong gian Oxyz, xét cdp duong thdng d, d', cophuong

trinh la
x=1+mt x=m-2t'
dm:iy:m+21 d'mziy:mt'
tz=l—m—3t tz=1—m+t’.

Xdc dinh vi tri twong doi giita hai duwong thang dé tuy theo gid tri ciia m.
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Gidi
DPuong thing d, di qua diém M(1 ; m ; 1 — m) va c6 vecto chi phuong 1a
u=(m;2;-3). buong théng d’,, di qua diém M’(m ; 0 ; 1 — m) va c6 vecto chi
phuong 3 u' = (<2 :m;1).Tacd MM' = (m —1;-m ;0).
Tu d6 ta tinh duogc
_l ATAT 1 2 1
[u,u].MM =4m” —Tm —2=4(m—2)(m+1 .
Vay :
’ 1 ) )
Neéum=#2 vam# 2 thi hai duong thang da cho chéo nhau ;
Néeum =2thi u=2;2;-3) va u' = (—=2;2;1) khong cung phuong,
suy ra hai dudng thiang da cho cét nhau ;
’ 1 1 - 1
Néum =—— thi u=|—-—3;2;-3| va u'=|-2;——;1]| ciing khon
R R e D
cling phuong, suy ra hai dudng thiang di cho cit nhau.
CHUY
Néu biét phuong trinh ctia hai dudng thang d va d’ thi ta ciing c6
thé xét vi tri twong doi gitta ching bing céch giai hé gom cédc
phuong trinh xac dinh d va d’ dé tim giao diém.
Néu hé phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat thi d va d’ cat nhau.
Néu hé phuong trinh c6 vo s6 nghiém thi d va d’ trung nhau.
Néu hé phuong trinh vo nghiém thi d va d’ song song hoac chéo

nhau, song song néu hai vecto chi phuong cla ching cung
phuong, chéo nhau néu hai vecto dé6 khong cung phuong.

Vi du 6. Cho duong thdng d la giao tuyén ciia hai mdt phdng
(a):x+y:0 va (a"):2x—y+z—15=0
va duong thdng d’ cé phuong trinh
jx =1-t
y=2+2¢
LZ =3.

Xdc dinh vi tri twong doi giita hai duong thang d va d'.
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Giadi

Cach 1

Trong hé gém hai phuong trinh ctia hai mat phang (0{) va (0{'), ta cho
x=0thiy=0vaz=15. Vay diém M(0; 0 ; 15) nim trén d.

Lai chox=1thiy=-1vaz=12. Vay diém N(1 ; -1 ; 12) ndm trén d.

Nhu vay d 1a dudng thang di qua M va cé vecto chi phuong

u=MN=(1;-1;-3).
Puong thang d’ di qua M’(1 ; 2 ; 3) v ¢ vecto chi phuong
u'=(-1;2:0).
Tacé MM'=(1;2;:—12).
Dé thdy ring MM' — 4u+3u', tic 1a ba vecto u,u', MM' dong phing.
Ngoai ra hai vecto u, u' khong cung phuong.
Tir d6 suy ra hai dudng thang d va d’ cat nhau.
Cdch 2
Mat phang (@) c6 vecto phép tuyén 1a ﬁl (1 ;1:0).
Mat phing (&) c6 vecto phap tuyén 1a ny (2 ;-1;1).
Do d6, vecto chi phuong clia d 1a u = L’Zl’ n_z} =(1;-1;-3).
Puong thing d’ ¢6 vecto chi phuong 1a u' = (-1;2;0).

Tac6 mu'|=(653:1)#0.

Mat khéc, diém My(0;0;15) e d, diém My(1;2;3)e d',
MMy =(1;2;5-12).

Ta suy ra Lu, ;'}.MOM(') =0.
Vay hai duong thang d va d’ cat nhau.
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Cdach 3

Dé tim toa do giao diém clia d va d’, ta gidi hé phuong trinh sau day :
x+y=0

2x—=y+z-15=0

x=1-t

y=2+72t

z = 3.

Béng cach thay céc gi4 tri clia x, y, z & ba phuong trinh cu6i vao hai phuong
trinh dau cta hé, ta duoc

20-)—-2+20)+3-15=0
il_t+2+2t =0
-4r-12=0
&
it+3=0
Khidéox=4,y=-4,z=3.

S = -3,

Vay hai dudng thang d va d’ cat nhau tai diém (4 ; —4 ; 3).

4. Mt so bai toan vé tinh khoang cach
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Ta da c6 cdc cong thitc dé tinh khodng cdch giita hai diém va khodng céch
tr mot diém t6i mot mat phang. Bay gio, ta xét khodng cdch tir mot diém
t6i mot duong thang va khodng cach giita hai dudng thang chéo nhau.

Bai toan 1. Tinh khodng cdch h tir mot ZA
diém M dén duong thang d di qua diém
My va cé6 vecto chi phuong u .

Cdch gidi

Goi U 1a diém sao cho MU = u (h.68). J

N&u M ¢ d thi dién tich S cta hinh binh
hanh c¢6 hai canh MM va MU la

Hinh 68



S =| MoM. MU ] = | MM u] .

Vi khoang cdch & cin tim la chiéu cao ctia hinh binh hanh tGng véi canh
MU nén ta co6
| Mo, ]
h==——"F7—.
lul
Néu M e d thi hién nhién 4 = 0 va cong thitc néi trén van ding.
S 3
/4 Tinh khoang cach tur diém M (4 ;—3;2) dén dudng théng d cé phuong trinh
x+2 y+2 z
3 2 1
Bai toan 2. Tinh khodng cdch h gifta hai duong thdng chéo nhau dy va d,,

biét dy di qua diém My va c6 vecto chi phiwong uy; dy di qua diém My va

co vecto chi phuong u_2 )

[N}

Cdch giai (h.69)
Ldy cdc diém U, va U, sao cho
MU, = 51 s MhU, = u_z . Xét hinh hop

c6 ba canh la M \U,, M,U,, M\M,. Ta
biét ring thé tich V ctia hinh hop d6 1a

V = | MUy, MyUy | . MM,

= ‘L;‘l’“_z] - MMy p

Hinh 69

Néu ta xem MM, la canh bén cua hinh hop d6 thi dién tich mat ddy cta

hinh hop 1a § =

|_;1’ u_z} Khi d6, khoang cdch h gifta hai dudng thing d,
va d, chinh 1a chiéu cao ctia hinh hop. Vay ta c6 :
|_l/l1, M2j| . M1M2

s
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25.

26.
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Hay tinh khodng cach giita hai dudng thdng chéo nhau d,,d, co6 phuong trinh
nhu sau :
x=1+t

= = va d2:4y=—2+t
[223—L

Cau héi véa bai tép
Viét phuong trinh tham s& va chinh tic (néu c6) cua cdc dudng thang
sau day :
a) Cac truc toa do Ox, Oy va Oz ;
b) Cic dudng thing di qua diém My(xg 5 yg 5 29) (VO Xg.y5-29 # 0) va song
song vGi moi truc toa do ;
c) Pudng thing di qua M(2 ; 0 ; —1) va c6 vecto chi phuong u(-1;3 ;5) ;
d) Puong thang di qua N(=2 ; 1 ; 2) va c6 vecto chi phuong u(0;0;—3) ;
e) Puong thing di qua N(3 ; 2 ; 1) va vuong géc v6i mat phang

2x=5y+4=0;

g) Puong thang di qua hai diém P(2;3 ;1) va Q(1;2; 4).
Viét phuong trinh tham s6, chinh tic (néu c6) ctia cdc dudng thing sau day :

a) Puong thang di qua diém (4 ; 3 ; 1) va song song véi dudng thang c6
phuong trinh :

x=1+4+2t
Jy=—3t
[2:3—F2L

b) Pudng thang di qua diém (-2 ; 3 ; 1) va song song vé6i dudng thang c6
phuong trinh :
x—2 _y+ 1 _z+ 2
2 1 3
Viét phuong trinh hinh chi€u vuoéng géc ctia dudng thing
x—1_y+ 2 _z-3
2 3 1

d:

trén mo6i mat phang toa do.



27.

28.

29.

30.

31.

xX=t
Cho duong thang d : 4y =8+ 4t vamatphang (P) : x+y+z—7=0.
z=3+2
a) Tim mot vecto chi phuong ctia d va mot diém nim trén d.
b) Viét phuong trinh mat phang di qua d va vuong géc véi mp(P).
c¢) Viét phuong trinh hinh chi€u vuéng goc cua d trén mp(P).

Xdc dinh vi tri twong déi gitta cdc cap dudng thing d va d’ cho bdi
phuong trinh :

Lx—-1_ ., z=3 ,,x=3 _y+1 _ z42
a)d.z—y7—4, d.6—_2—1.
4)( =1 d’ 1a giao tuyén clia hai mat phang :
byd:ly=-3-4 (@):x+y-z=0,
z=-3-3¢ (&) :2x—y+2z=0.

Viét phuong trinh duong thing di qua A(1 ; —1 ; 1) va cit ca hai duong
thang sau day :

x=1+2t x=t
d:{y=t d’:Jy=—l—2t'
[2=3—t; Lz:2+t’.

Viét phuong trinh dudng thang song song v6i dudng thang d, va cit ca hai
dudng thing d, va d,, biét phuong trinh cha d,, d, va d; 1a :

x=1 x=-4+5t
d: y:—2+4t;dz:x_1=y+2=2_2;d3: y=-7+09'
1 4 3
z=1-t z=t"
Cho hai duong thang :
x=8+t
J , 3-x_y-1_z-1
: =5+2 : = = .
di:4y=5+2t va d, 7 5 3
[z=8—t

a) Chiing to rang hai dudng thang d6 chéo nhau.
b) Viét phuong trinh mat phéang di qua goc toa do O, song song véi ca d | vad,.
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¢) Tinh khodng cdch gitta hai dudng thing d, va d,.
d) Viét phuong trinh dudong vuong géc chung ciia hai dudng thang dé.

32. Cho dudng thang d va mat phang (@) c6 phuong trinh :

x—2:y+1:z—1 .

d: = 3 5

() :2x+y+z—-8=0.

a) Tim goéc gitta d va ().

b) Tim toa do giao diém cia d va (a).

c¢) Viét phuong trinh hinh chi€u vuong goc cua d trén ().
33. Cho duong thing A vd mp(P) c6 phuong trinh :

x—-1_y=-2_z-3

AT 2 2

(P):2x+z-5=0.

a) Xdc dinh toa do giao diém A clia A va (P).
b) Viét phuong trinh duong thang di qua A, nam trong (P) va vudng goc véi A.
34. a) Tinh khodng céch tir diém M(2 ; 3 ; 1) dén duong thang A c6 phuong trinh :

x+2:y—1:Z+l
1 2 -2

b) Tinh khoang cédch tir diém N(2 ; 3 ; —1) dén dudng thang A di qua diém

MOL—; 10— i) va c6 vecto chi phuong u(-4;2;-1).

35. Tim khodng céch giita hai dudng thang sau :
Jx=1+t jx=2—3t'
a)d:Yy=-1-t va d:Vvy=-2+3t
[Z =1 LZ =3.

X =—1
byd: < =Y-4_zrl dﬁjy:2+$'
z=—-4+3¢t".
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ON TAP CHUGNG III

| - Kién thirc can nhé
1. Toa dé cia vecto va toa do ciia diém
+ Vecto u c6toadd (x;y;z) ©u=xi+yj+zk.
+Diém M c6 toa do (x; y;z)< OM = xi + yj + zk.
+Neu diém A = (x, ; y,; 24) vadiém B = (xg; yg ; z) thi
XB:(XB_XA§)’B_)’A ;ZB—ZA)-
2. Tich vé huong va tich c6 huong.
Chou=(x;y;zyvav=_(x";y";z".
+ Tich vo huéng clia u va v 1as0: uv = xx'+ yy'+ zz'.

+ Tich c6 huéng ctia u va v 1a vecto
)=

Vecto [u, v | vudng géc véica u va v.

y z z

' Al

y z

+Motsotinhchat: u L v ©uv=0;
u va v cung phuong < [u, v} =0
u, v, w dong phang < [u, VJ;/ =0.

+ Dién tich hinh binh hanh : Sycp = [ AB, AD | .

+ Thé tich hinh hop : Vagep argic'p' = | AB, AD | AA" .

3. Phuong trinh mdt cdu.
Phuong trinh c¢6 dang
x2+y2+22+2ax+2by+2cz+d:0,

Lo aiA pia 2 2 2 N N m A s on N
véi dieu kiéna + b + ¢ > d, la phuong trinh mat cau c6 tam (—a ; —b ; —c) va

c6binkinhR= Va2 +p2 + 2 —d.
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Phuong trinh mdt phdng.

Mait phang di qua diém (Xg 5 Yo 5 Zo) VOi vecto phép tuyén (A ; B ; C) c6
phuong trinh :

A(x —xp) + B(y —yg) + C(z — z5) = 0.
Phuong trinh

Ax+By + Cz+D=0,v6i A"+ B +C >0

12 phuong trinh clia mat phing c6 vecto phdp tuyén 12 n(A ; B ; C).

Phuong trinh duong thdng
Cho dudng thang d di qua diém My (xg ; ¥ 5 Zg) va c6 vecto chi phuong

u(a; b;c). Khido:
+ Phuong trinh tham s6 ctia d 1a

X =xyt+at
4y=y0+bl‘
[Z:ZO-I-CZ‘.

+ Phuong trinh chinh tic cta d (khi abc # 0) 1a
X—XO zy—yo _ Z—ZO
a b c
Vi tri twong doi giita hai mdt phdng

Néu (@) c6 phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 va (&) c6 phuong trinh
A'xX+B'y+C'z+ D'=0 thi
+ (@) va () cat nhau khi vachikhiA:B:C#A':B':C’;
N .os a2 A B C D .
+ (@) va (&) song song khi va chi khi Yl Salral * D
N N s 4. A_ B _C _ D .
+ (@) va (&) trung nhau khi va chi khi AT p D¢

+ (@) va (&) vuong goc v6i nhau khi va chi khi AA'+ BB'+ CC' = 0.

Vi tri tuwong doi giita hai duong thdng
Néu duong thing d di qua diém My, c6 vecto chi phuong u va duong thang
d’ di qua diém M, c6 vecto chi phuong u' thi :

+ d va d’ tring nhau & [u, ;'] = [u, W)] =0



[u, ;'J =0
+d//d &

I:l/l, M()M(,):' #0

, L u'] . MM =0
+ dva d’ cat nhau & 3
[u, u'} #0

+dvad chéonhau & |u, u'|. MyM{ # 0.
Khodng cdch

+ Khoang cach giita hai diém A(xy sy 524 vaB(xg; yp:zp) la

AB= (x5 — x4 + (35 = 9 ) + (55— 24 )

+ Khoang cdch tir diém M(x, ; Y, ; z,) dén mat phang (@) c6 phuong trinh
Ax+By+Cz+D=01a

Axy + Byy + Czy + D
d(M,, (@) = =00~ 0 ]
\/A2+Bz+C2

+ Khodng céch tir diém M, dén dudng thang A di qua M, va c6 vectd chi
phuong u la

MyM;, u
u
+ Khoang cich giita hai dudng thang chéo nhau A va A', trong d6 A di qua
diém M, va c6 vecto chi phuong u, con A' di qua di€ém M|, va c6 vecto chi

phuong u' 1a

Lu, u']. MMy,

L]

d(A, A = ‘

Il - Cau hoi tu kiém tra

1.

Cho biét toa do cua hai diém A, B, 1am thé ndo dé tim :

a) Toa do cla vectd AB ;
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b) Khoang cach gifta hai diém A va B ;

c¢) Toa do cta trung diém doan thang AB ?

Cho toa do bon dinh clia mot hinh tit dién, 1am thé nao dé tim :

a) Toa do cta trong tam t& dién ;

b) Toa do clia tam va ban kinh mat cau ngoai ti€p t dién ;

c) Thé tich tit dién ;

d) Bo dai duong cao ting v6i mot mat cua ti dién ?

Béng phuong phép toa do, 1am thé nao dé ching minh :

a) Hai vecto cung phuong ;

b) Ba vecto dong phang ;

c) Ba diém thing hang ;

d) Bon diém khong déng phang ?

Trong mdi truong hop sau, hay néu cich viét phuong trinh mat phang :
a) Di qua ba diém khong thang hang ;

b) Pi qua mot diém va vuong géc véi mot dudng thiang cho truée ;

c¢) Bi qua mot diém va song song véi hai duong thing chéo nhau cho truéce ;
d) Pi qua mot duong thang va song song véi mot dudng thang cho truée ;
e) Di qua mot diém va vuong géc véi hai mat phang cho truée ;

g) Chita hai duong thang song song hoic cit nhau ;

h) Pi qua mot dudng thing va vudng géc v6i mot mat phang cho trudc.
Trong méi truong hop sau, 1am thé ndo dé viét phuong trinh dudng thing :
a) Di qua mot diém va c6 vecto chi phuong cho trudc ;

b) Di qua hai diém phan biét cho trudc ;

¢) Bi qua mot diém va vuong géc véi mot mat phang cho trude ;

d) Pi qua mot diém va song song véi hai mat phang cat nhau cho trudc ;
e) Di qua mot diém va cat hai duong thang chéo nhau cho trudc ;

g) La dudng vuong géc chung clia hai duong thiang chéo nhau cho truée ?
Bing phuong phap toa do, 1am thé nao dé xac dinh vi tri tuong doi :

a) Gifta hai mat phang ;

b) Giita hai dudong thang ?



Bing phuong phap toa do, 1am thé nao dé tinh khoang cich :

a) T mot diém dén mot mat phang ;

b) Tir mot diém dén mot duong thang ;

¢) Gifta hai dudong thang chéo nhau ;

d) Giita hai dudng thang song song ;

e) Gifta hai mat phang song song ;

g) Gifta dudng thang va mat phang song song v6i dudng thang d6 ?
Trong méi trudng hop sau, 1am thé nao dé xdc dinh toa do cta diém :
a) La hinh chiéu clia mot diém trén mot mat phang cho truéc ;

b) La hinh chi€u cia mot diém trén mot dudong thang cho trudc ;

¢) Déi xiing véi mot diém cho trudc qua mot mat phang cho trude ?

Bai tap

Cho bon diém A(1;6;2),B(4:;0;6),C(5;0;4),D5;1;3).

a) Chitng minh ring bén diém dé khong dong phéng.

b) Tinh thé tich ti dién ABCD.

c¢) Viét phuong trinh mp(BCD).

d) Viét phuong trinh mat ciu tam A ti€p xdc v6i mp(BCD). Tim toa do
ti€p diém.

Cho hai diém A(1 ;-1 ;-2), B(3; 1; 1) va mat phang (P) : x — 2y + 3z =5 =0.
a) Tim toa do diém A’ d6i xiing v6i diém A qua mp(P).

b) Tim géc giita dudng thing AB va mp(P).

¢) Viét phuong trinh mat phang (Q) di qua A, B va vuong géc v6i mp(P).

d) Tim toa do giao diém I clia dudng thang AB va mp(P). Viét phuong trinh
duong thang A nam trong (P), di qua I va vuong géc véi AB.

Cho duong thang d va mp(P) c6 phuong trinh :

|
d:Jy:—3+t P):x—=3y+z-1=0.
L
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a) Viét phuong trinh dudong thang d' 1a hinh chi€u vuong géc cua d trén
mp(P).
b) Viét phuong trinh dudng thang d, 1a hinh chi€u song song cla d trén
mp(P) theo phuong Oz.
c) Viét phuong trinh dudng thang di qua goc toa do O, cit d va song song
v6i mp(P).

4. Cho diém A(2; 3 ; 1) va hai duong thang :

xX=-2-t
d1:4y:2+t va dz:x—3|-5=y_—12=1
z =2t

a) Viét phuong trinh mp(P) di qua A va d,.
b) Viét phuong trinh mp(Q) di qua A va d,.
¢) Viét phuong trinh dudng thang d di qua A, cat ca d, vad,.
d) Tinh khoang cach tir A dén d,.
5. Cho hai dudng théang :

. x=1+t1
d:%:%:zg6 va d’:ly=—2+t
z=3—-1

a) Chiing minh hai dudng thang d6 chéo nhau. Tinh géc giita ching.
b) Tinh khoang céach gitta d va d'.

c¢) Viét phuong trinh dudng vuong goéc chung ctia d va d'.

d) Viét phuong trinh dudng thang song song véi Oz, cat cad d va d'.

6. Cho hai duong thang :

4x=7+3t
N , -1 _y+2 z-5
tiy=2+42 AL = .
d:\y + 2t va d > 3 4

[Z:l—zt

a) Chitng minh ring d va d’ déng phang. Viét phuong trinh mat phang (P)
chta chuing.
b) Tinh thé tich hinh t& dién gi6i han bdi mp(P) va ba mat phang toa do.

¢) Viét phuong trinh mat cau ngoai ti€p tit dién ndi trén.
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10.

Cho hai dudng thang :

x=t x=2+t
d:iy:3 va d’:iyzl—t'
[z:6+t lz=2—t'.

a) Ching minh ring d, d’ chéo nhau va vuong géc véi nhau.
b) Viét phuong trinh mp(P) di qua d va vuong goc véi d’, phuong trinh
mp(Q) di qua d’ va vuong goc v6i d.
¢) Viét phuong trinh chinh tic cha dudng vuong goéc chung cta d va d'.
Cho hai mat phang (P) va (Q) lan luot c6 phuong trinh :
P):2x—y+z+2=0va (Q):x+y+2z-1=0.
a) Chitng minh ring (P) va (Q) cit nhau. Tim géc giita hai mat phang do.
b) Viét phuong trinh dudng thang d di qua A(1 ; 2 ; =3), song song véi ca
(P) va (Q).
¢) Viét phuong trinh mp(R) di qua B(—1 ; 3 ; 4), vuong gbc véi ca (P) va (Q).
Cho mat cau (S) c6 phuong trinh : P y2 + 2 x— 4y — 6z =0.
a) Tim toa d6 tam mat cdu va tinh ban kinh mat cau.
b) Tuy theo gid tri cla k, hay xét vi tri tuong doi cua mat cau (S) va mp(P) véi
P):x+y—z+k=0.

¢) Mat cau cét ba truc Ox, Oy, Oz 14an luot tai ba diém A, B, C khdc voi goc
toa do O. Viét phuong trinh mp(ABC).
d) Viét phuwong trinh mat phang tiép xiic v6i mat cau (S) tai diém B.
e) Viét phuong trinh mat phéang ti€p xtic v6i mat ciu (S) va song song véi
mat phiang (Q) c6 phuong trinh 4x + 3y — 12z — 1 = 0.
Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’'D’ ¢6 canh bang 1. Trén céc tia AA’, AB,
AD (c6 chung goc A), lan luot 14y cdc diém M, N, P khic A sao cho
AM =m, AN = nva AP =p.
a) Tim su lién hé giita m, n va p sao cho mp(MNP) di qua dinh C’ clia hinh
lap phuong.
b) Trong trudng hgp mp(MNP) luon di qua C’, hidy tim thé tich bé nhat ctuia
tt dién AMNP. Khi d6 t& dién AMNP c6 tinh chat gi ?
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1.

112

Cau hoi trdc nghiém
Cho ba diém M(2:;0;0), N(0;-3;0), P(0:0;4). Néu MNPQ la hinh
binh hanh thi toa do cta diém QO 1a

(A) (=2;-3;4); (B) (3:4:2) ;

(©) (2:3:4); (D) (-2;-3;-4).

Cho ba diém A(1;2;0), B(1;0;-1), C(0;—-1;2). Tam gidc ABC la
(A) Tam giac can dinh A ; (B) Tam gidc vuong dinh A ;

(C) Tam gidc déu ; (D) Khong phai nhu (A), (B), (C).

Cho tam gidc ABC c6 A =(1;0;1), B=(0;2;3), C =(2;1;0). Do dai
duong cao ctia tam gidc ké tu C la

\/576 ; © \%76 ; (D) 26.

Ba dinh ctia mot hinh binh hanh ¢6 toa do 1a (1;151),(2:3:4),(6;5;2).
Dién tich ctua hinh binh hanh d6 béang

(A) \26 ; (B)

V83

5,
Cho A(I;O;O), B(O;I;O),C(O;O;l) va D(—2;1;—1). Thé tich cla ti
dién ABCD la

(A) 24/83 ; (B) \/83 ; (C) 83 ; (D)

(A)1; (B)2; ©) % : @) 1.

Cho A(—l;—2 ;4),B(—4;—2 ;O),C(3;—2 ;1) va D(l;l;l). bo dai
duong cao cta tit dien ABCD ké tir dinh D 1a

(A)3; (B) I'; ©2; (D)

| —

Cho b6n diém A(1;1;1),B(1;2;1),C(1;1;2) va D(2;2;1). Tam [

cua mat cau ngoai tiép ti dién ABCD c6 toa do :

3._3.3), 3.3.3).
(A)Lz’ 2’2)’ (B)Lz’z’z)’
(©) (3:3;3); (D) (3;-3;3).



8.

10.

11.

Bén kinh cta mat cdu tam /(3 ;3 ;—4), ti€p xic v6i truc Oy bang

(A)5; (B) 4;

©~5 ; ®) 3.

Mat cau tam 1(2 ;15 —1 ), tiép xdc véi mat phing toa do (Oyz) c6 phuong
trinh 1a

A) (x=22 +(y -1 +(z+1)" =4 ;

B) (x=2)2 +(y=1)  +(z+1)* =1

2

© (x+2) +(y+1) +(z -1 =4 ;

D) (x+2)* +(y—1)> + (z+1)° = 2.

Cho ba diém A(1;1;3), B(—1;3;2) va C(—1;2;3). Mat phzling (ABC)
c6 phuong trinh 1a
(A) x+2y+2z-3=0; B) x—-2y+3z-3=0;

(C) x+2y+2:-9=0 ; (D) x> +2y+2z+9 = 0.

Cho ba diém A(1;0;0), B(0;2;0) va C(0;0;3). Phuong trinh nao sau

day khong phai 1a phuong trinh mat phang (ABC) ?

(A)x+%+§:1; (B) 6x+3y+22-6=0
(C) 6x+3y+2:+6=0; (D) 12x + 6y + 4z —12 = 0,

12. Cho hai diém A(1;3;—4) va B(-1;2;2). Phuong trinh mat phing trung

truc ctia doan AB 1a
(A) 4x+2y-12z-17=0; B) 4x+2y+12z-17=0;
(C) 4x-2y—-12z-17=0; (D) 4x -2y +12z+17 = 0.
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13.

14.

15.

16.

Cho A(a;O;O),B(O;b;O),C(O;O;c), a, b, ¢ 1a nhitng s6 duong thay
déi sao cho cll+li+i = 2. Mat phang (ABC) luon di qua mot diém c6
dinh c6 toa do la
(A) (15151) ; (B) (2:2:2);

L1 1), R U |
(C)k29272j’ (D)L 2’ 27 2)'

Cho diém A(-1;2;1) va hai mat phang (P):2x+4y—-6z-5=0 va
(Q) : x + 2y — 3z = 0. Ménh dé nao sau day 1a diing ?

(A) mp(Q) di qua A va song song vé6i (P) ;

(B) mp(Q) khong di qua A va song song vé6i (P) ;

(C) mp(Q) di qua A va khong song song véi (P) ;

(D) mp(Q) khong di qua A va khong song song véi (P).

Cho diém A(1;2;-5). Goi M, N, P 1a hinh chi€u clia A trén ba truc
Ox, Oy, Oz . Phuong trinh mat phang (MNP) la

Y_Z_q. YL Z _q.
(A)x+2 5 1; (B)x+2+5 1;

Y_Z_p- Y_Z41-=
(C)x+2 5 0; (D)x+2 5+1 0.

Cho mit céu (S): 4y 4 —2(x+y+:z)—22=0 va mat phang
(P):3x—2y+6z+14 =0. Khoang cdch tir tam / chia mat cdu (S) t6i mat
phang (P) la

(A)1; (B)2; ©)3; (D) 4.

17. Mat phang (P) cét ba truc Ox, Oy, Oz tai A,B,C; trong tam tam gidc ABC
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la G(—l;—3;2).Phu0ng trinh mat phang (P) l1a
Ay x+y-z-5=0; B)2x-3y-z-1=0;
(C) x+3y—-2z+1=0; (D) 6x +2y—-3z+18=0.



18. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' z
c6 canh bing 1. Goi M 1a trung diém IA’
cua canh BC. Tinh khoang cach tur A t6i E
mat phang (A'MD). E

Mot hoc sinh lam nhu sau : = |-~ Y

Buoc 1. Chon hé truc toa do nhu hinh 70. B ==
Kéo dai DM cit AB tai E. Khi d6 E

A=(0;0;0), E=(2:0;0), : Hinh 70
D=(0;1;0),A'=(0;0;1).

Budc 2. Viét phuong trinh mat phang (A'MD) :

%+%+%=1@x+2y+2z—2=0.
Bude 3. Khoing cich d(A, (A'MD)) = B S
Jivasd 3
Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai 6 budc nao ?
(A) Ding ; (B) Sai ¢ buéc 1 ;
(C) Sai 6 buée 2 ; (D) Sai ¢ budc 3.

19. Cho hai diém A(1;-1;5) va B(0;0;1). Mat phang (P) chda A, B va
song song v6i Oy c6 phuong trinh la
(A)dx—-z+1=0; B)dx+y—-z+1=0;
C) 2x+z-5=0; (D) y+4z-1=0.

20. Mat phang (P) chia truc Oz va diém A(2;-3;5) c6 phuong trinh 1a
(A) 2x+3y=0; (B) 2x -3y =0
(C) 3x+2y=0; (D) 3x -2y +z=0.

115



21. Cho mat phang (P) c6 phuong trinh x —y-1=0.Piém HQ2;-1;-2)Ia

hinh chi€u vuong géc clia goc toa do O trén mot mat phang (Q). Goc gitta

hai mat phang (P) va (Q) bang

(A) 30° ; (B) 45° ;

(©) 60° ; (D) 90°.

22. Cho diém A(1;2;3) va dudng thing d:)SC:y_I:z+3.

Phuong trinh mat phang (A,d ) 1a
(A) 23x+17y—z+14 =0 ;
(C) 23x+17y+z—-60=0 ;

23. Cho hai dudng thing d, - XT‘I =2
Khang dinh nao sau day la ding ?
(A) dy,d, cat nhau;

©) 4d,//d, ;

z—3
3

4
B) 23x =17y —z+14=0;
(D) 23x -17y+z-14 =0.

x =2t
va d, :4y:1+4t
tz=2+6t.

(B) d,,d, trung nhau ;

(D) d,,d, chéo nhau.

x=14+1¢

24. Cho mat phiang (&):x+3y+z+1=0 va dudng thang d:4y=2—t

Toa do giao diém A ciad va (&) la

(A)AG3;0;4);
(CO)A3;0:4);
x =2t
25. Cho dudng thang d : Jy =1-t
[z=2+t.
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lz=2—3t.

(B)A(3;-4:0) ;
(D)A(3;0;-4).



26.

27.

Phuong trinh nao sau day ciing 12 phuong trinh ctia duong thang d ?

xX=2-2t x=4-2t
(A)Jyz—t (B)Jy=—1+t
z=3+1¢; P:4—t;
x=4+72t x =2t
©ly=1-4 D ly=1+1
tz=4+t; [Z=2+l.

Cho hai diém A(2;3;-1), B(1;2;4) va ba phuong trinh sau :

x=2-t x=1-1t
(I)4y=3—t (H)XIzzyf:ZjSl; (III)Jy:Q_;
z=-1+5t; z=4+5t.

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Chi c6 (I) 1a phuong trinh clia dudng thang AB ;

(B) Chi c6 (III) la phuong trinh clia dudng thang AB ;

(C) Chi c6 (I) va (II) 1a phuong trinh ctia duong thang AB ;

(D) Ca (I), (IT) va (IIT) déu 1a phuong trinh ctia dudng thing AB.

Cho ba diém A(1;3;2),B(1;2;1),C(1;1;3). Viét phuong trinh dudng
thang A di qua trong tam G clia tam gidc ABC va vuong géc véi mp(ABC ) .

Mot hoc sinh l[am nhu sau :

I :1+1+1:1
G 3
. . . ) . N C3+2+1
Buoc 1. Toa do trong tam G cua tam giac ABC 1a {yg; = T3 - 2
-2ty

Budc 2. Vecto phap tuyén ctia mp(ABC) 1a n = [KB, A—CJ =(-3:1;0).

Buéc 3. Phuong trinh tham s6 clia dudng thang A 1a

x=1-3t
Jy:2+t
LZ:2.
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28.

29.

30.

118

Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai & budc nao ?
(A) bung ; (B) Sai 6 bude 1 ;
(C) Sai 6 budc 2 ; (D) Sai 6 budc 3.

Goi d 1a dudng thang di qua goc toa do O, vuong géc vé6i truc Ox va vuong

x=1+1t
gbc v6i duong thing A : Jy =2t
lz=1-3t
Phuong trinh cua d 1a
x=t X =
W 1y =3 (B) dy = -3
[Z:—t; £Z=—t;
4x=0
o)y ¥=Y_ 2. D = -3¢t
© 1 =2=2 (D) 1y =-3
LZ:Z‘.
x=3+4¢
Cho duodng thang d : Jyz—l—t va mat phang (P) : x + 2y —z + 3 = 0.
[z:4+2t
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) d song song v6i (P) ; (B) d cat (P) ;
(C) d vuong goc véi (P) ; (D) d nim trén (P).
x=6-4t
Cho diém A(l ;1 1) va dudng thiang d : 4)} =-2—-t
z=-1+2t.
Hinh chiéu cua A trén d c6 toa do la
(A) (2;-351) ; B) (2;-3;-1);
(C)(2;3;1); (D)(—2;3;1).



31. Cho tu dién ABCD c6 A(l;O;O),B(I;I;O),C(O;I;O) va D(O;O;Z).

32.

33.

34.

Tinh khoang céch giita hai dudong thang AC va BD.

Mot hoc sinh l[am nhu sau :

Butée 1. AC = (-1;1;0), BD = (-1;-1;2), AB=(0;1;0).

Budc 2. [ AC,BD | = (2252),

AC.BD |.AB
Buéc 3. d(AC,BD):[ ) _ 2 3

o]
Bai giai trén ding hay sai ? Né€u sai thi sai & budc nao ?
(A) bung ; (B) Sai 6 buée 1 ;
(C) Sai & buée 2 ; (D) Sai & budc 3.
Cho [ul=2, bl =1, (u,v) = 7; Géc giita vecto v va vecto u — v bang
(A) 30° ; (B) 45° ; (C) 60° ; (D) 90°.
Cho lul = 2, vl =5, (u,v) = ’65. Do dai vecto [u, v] bing
(A)10; (B)5; ©38; (D) 5V3.

Mait phang 2x — 3y + z — 1 = 0 cit céc truc toa do tai c4c diém :
(A)G;O;OJ,LO;—é;0),(0;0;1);
(B)(1;0;0),L0;§;o),(0;0;1);

.. n 01 -
(C)kzaoaoj’to’:;aoja(oaoal)a

(D) G;O;Oj,(O;—;;O),(O;O;—l).
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36.

120

Cho duong thing d :

7
=_+3t
75

va mat phang (P):3x —2y + 3z —1=0. Goi d’ 12 hinh chiéu clia d trén (P).
Trong céc vecto sau, vecto nao khong phai 1a vecto chi phuong ctia d’ ?

(A) (5;-51;-39) ;

(B) (10 ; —102 ; —78) ;

(C) (-5;51;39) ;

(D) (5;51;39).

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' M~
c6 canh bang 1. Goi M, N, P lan luot 1a oo
trung diém cta A'B', BC, DD'. Ching

minh ring AC' L (MNP).

Mot hoc sinh lam nhu sau :

Budrc 1. Chon hé truc toa do nhu 6 hinh 71. #x

KhidéA:(o;o;o),Cv:(l;1;1), Hinh 71

) ow=

Butc 2. AC'=(1;1;1), MN

M:G;o;l

AC'MN =0

_ = AC' L mp(MNP).
AC'.MP =0

Buorc 3. {

Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai ¢ budc nao ?
(A) bung ; (B) Sai & budc 1 ;
(C) Sai ¢ buée 2 ; (D) Sai & budc 3.



x=0
37. Cho dudng thang d : Jy =t
[Z=2—t.

Phuong trinh duong vuong goc chung ctia d va truc Ox 1a

x=1 x=0
M) dy=1 B y=2
tzzt; [ZZ’;
x=0 x=0
(C)4y=2—t (D)Jy:t
z=1; [ZZI.

38. Cho mit phang (P) : x—2y—3z+14 =0 va diém M(1;-1;1). Toa do

clia diém M' d6i xting v6i M qua mp(P) la

(A) (-153:7) ; (B) (1;-3:7) ;
© (2;-3;-2); D) (2;-1;1).
x=1+2t
39. Cho diém A(0;—1;3) va dudng thing d : 1y =2
z = —1.

Khoang cach tir A dén d bang

(A) 3 (B) V14 ; (©) 6 ; (D) 8.

40. Cho diém M(-1;2;-3). Goi M, My, M5 1an lugt 1a diém d6i xing cla
M qua cdc mat phang (Oxy),(Oxz),(Oyz) . Phuong trinh mp (M;M,M3) 1a
(A) 6x+2y+3z4+6=0; B) 6x-2y+3z2+6=0;

(C) 6x-3y+2z+6=0; (D) 6x-3y—-2z+6=0.
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41.

Cho mat cau (S):(x—1)° +(y+3)> +(z—2)* = 49. Phuong trinh nao
sau day 1a phuong trinh clia mat phéang ti€p xdc v6i mat cdu (S) ?

(A) 6x+2y+32=0; (B) 2x+3y+62-5=0;

(C) 6x+2y+3z-55=0; D) x+2y+2z-7=0.

42. Cho mat cdu (S) : x* + y* + 22 — 2x — 4y — 6z = 0. Trong ba diém (0 ; 0 ; 0),

(1;2;3),(2;-1;-1), c6 bao nhiéu di€ém ndm trong mat ciu (S) ?

(A) 03 B) 1; ©2; (D) 3.

ON TAP cUOI NAM

| - Bai tap tu luan

1.
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Cho hinh lang tru ABC.A’B’C’ v6i canh bén khong vuong géc v6i mat ddy.
Goi (@) 1a mat phang vuong goc vé6i cdc canh bén clia hinh lang tru va cat
chiing tai P, Q, R. Phép tinh tién theo vecto AA' bién tam gidc POR thanh
tam gidc P'Q'R’.

a) Chiing minh ring thé tich V cta hinh lang tru da cho bang thé tich cta
hinh lang tru POR.P'Q'R’.

b) Ching minh rang V = S poRr-AA’, trong d6 Sy, la dién tich tam gidc POR.

Cho tit dién ABCD c6 thé tich V. Hay tinh thé tich ctia hinh t& dién c6 dinh
la trong tam cac mat cuta ta dién da cho.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ c6 thé tich V. Hay tinh thé tich ctia t& dién ACB'D".
Chitng minh ring trung diém cdc canh ciia mot hinh ti dién déu la cac dinh
ctia mot hinh tdm mat déu. Hay so sanh thé tich cua ti dién déu da cho va
thé tich ctia hinh tdm mat déu do.

Cho hinh vuéng ABCD noi ti€p duong tron (O ; R). Goi . 1a hinh gém céc
diém ctia hinh tron (O ; R) nhung khong ndm trong hinh vuong. Tinh thé
tich hinh tron xoay sinh bdi hinh .# khi quay quanh dudng thang chita mot
duong chéo cua hinh vuong.



Cho luc gidc déu ABCDEF canh a.

a) Tinh thé tich hinh tron xoay sinh boi luc gidc d6 khi quay quanh dudng
thang AD.

b) Tinh thé tich hinh tron xoay sinh béi luc gidc d6 khi quay quanh dudng
thang di qua trung diém ctia cdc canh AB va DE.

Cho hinh tru c6 ban kinh R va dudng cao R2. Goi AB va CD la hai dudng
kinh thay ddi cua hai dudng tron ddy ma AB vuong goc v6i CD.

a) Chiing minh rang ABCD 1a ti dién déu.

b) Chitng minh ring cdc dudng thing AC, AD, BC, BD luén tiép xiic véi
mot mat tru c6 dinh (tic 13 khoang cédch giita m6i duong thang d6 va truc
ctia mit tru bang ban kinh mat tru).

Trong khong gian toa do Oxyz, cho céc diém A(1 ; 5 ; 3), B4 ; 2 ; -5),
C(5;5;-1)vaD(1;2;4).
a) Chitng to ring bon diém A, B, C, D khong dong phang.

b) Viét phuong trinh mat cdu (S) di qua bon diém A, B, C, D. X4c dinh tam
va tinh ban kinh ctia mat cau do.

¢) Viét phuong trinh mat phang di qua ba diém A, B, C va tim khoang céch
tr diém D t6i mat phang do.

d) Viét phuong trinh mat phiang vuong géc v6i CD va tiép xiic v6i mat ciu (S).
e) Tim ban kinh cdc duong tron giao tuyén clia mat ciu (S) va cac mat
phang toa do.

Trong khong gian toa do Oxyz, cho dudng thing A c6 phuong trinh

x—1_y+1_z:
2 -1 3

a) Viét phuong trinh hinh chiéu clia A trén cdc mat phang toa do.
b) Ching minh ring mat phang x + 5y + z + 4 = 0 di qua dudng thang A.
c¢) Tinh khodng cich giita dudng thing A va cdc truc toa do.
d) Viét phuong trinh dudng vuong géc chung cta hai dudng thang A va
A:x=y=z.
e) Viét phuong trinh dudng thang song song v6i Oz, cat ca A va A'.
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10. Trong khong gian toa do Oxyz, cho hai diém A(1;-1;2),B(2;0; 1).
a) Tim quy tich céc diém M sao cho MA® — MB* = 2.

b) Tim quy tich cic diém N sao cho NA® + NB% =3,
c¢) Tim quy tich c4c diém cach déu hai mat phiang (OAB) va (Oxy).
11. Trong khong gian toa do Oxyz, cho dudng thang A c6 phuong trinh

x=1+at
y=1+bt
LZ=5+CI‘

trong d6 a,b,c thay déi sao cho ¢® = a® + b>.
a) Chitng minh dudng thang A di qua mot diém ¢6 dinh, goc giita A va Oz
1a khong déi.
b) Tim quy tich giao diém clia A va mp(Oxy).
12. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ v6i AB =a, BC =b, CC’'=c.
a) Tinh khoang cach tir diém A t6i mp(A’BD).
b) Tinh khoang cich tir diém A’ t6i dudng thang C'D.
¢) Tinh khoang cach giita hai duong thang BC’ va CD".

Il - Cau hdi trdc nghiém
1. Cho . 1a hinh chép tit gidc déu S.ABCD. Xét cic mat phing : (SAC),

(SAB), (SBD), (ABC), (SOI), trong d6 I 1a trung diém ctia AB, O 1a tam hinh
vuong ABCD. Trong cdc mat phang d6, c6 bao nhiéu mat phang 13 mat
phang déi xing ctia A ?

(A)1; B)2; ©3; (D) 4.

2. Goi #'1a lang tru luc gidc déu ABCDEF.A'B'C’'D’E'F’. Xét céc mat phang :
mp(AA’'D), mp(ACA"), mp(ABB’), mit phang trung truc ctia DD’, mat phing
trung truc ctia AB. Trong cdc mit phang d6, c6 bao nhiéu mat phang 13 mat
phang doi xiing cta A’ ?

(A) 1 (B)2; ©3; (D) 4.
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Cho khai lang tru tam gidc ABC.A’B’'C', M 1a trung diém cua canh AB.
Trong cac dang thitc sau day, dang thitc ndo sai ?

(A) Vagce =Vyapce s (B) Vapccr = Vapec' s

1
(©) Vmapc =Vaapc : (D) Vyape = 5 Vaasc -

Cho khoi lang tru tam gidc ABC.A'B'C’. Trong céc dang thiic sau day, dang
thitc nao sai ?

1 1
(A) Vapeer = §VABC.A'B’C’ ; (B) Vaspce =5 Vapcasc's

(©) Varpees = 2VaaBc s (D) Ve appa’ = Ver.aBa’

Cho khéi chép tit gidc S.ABCD va céc diém A’, B’, C’, D’ 1an luot nam trén
c4c duong thang SA, SB, SC, SD nhung khong trung véi S.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

Vs.aBc _ SA SB SC .
Vo apcr  SASBSC'

(A)

(B) VS.ABCD — SA SB SC S7D
Veamen | SA”SBSCTSD

(C) VS.ABCD _ SA ) SC " SB ) SD .
Vo amcp  SA” SC' SB' SD’°

V.

(D) - S-ABCD _ _ SA, 4 SB' N SC’ 4 SD, '

Ve apcp SA” SB” SC”  SD
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Hinh lang tru noi ti€p mot mat cdu néu day clia n6 1a da giac noi ti€p ;
(B) Hinh lang tru noi ti€p mot mat cdu néu tat ca cdc mat cua ndé déu la da
giac noi tiép ;
(C) Hinh lang tru ndi ti€p mot mat cdu néu cd mat bén vudng goc véi
mat ddy ;
(D) Da dién noi ti€p mot mat cAu néu cdc mat cta né déu 1a da gidc noi tiép.
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Pudng tron di qua ba diém phan biét nim trén mat cdu thi nim hoan

toan trén mat cau ;
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10.

11.

12.

13.
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(B) C6 duy nhat mot mat ciu di qua 4 dinh ctia mot hinh thang can cho trudc ;
(C) Hinh chop c¢6 day la hinh thang vuéng luon luoén noi ti€p mot mat cau ;

(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.

Cho kh6i tru c6 ban kinh a/3 va chiédu cao 2a+/3. Thé tich ciia né 1a

(A) 4122 (B) 94°3 :
(C) 61a°3 : (D) 61a>/3.

Ddy clia mot hinh chép 12 hinh vuong cé dién tich bang 4. Cac mit bén cta
né 1a nhitng tam gidc déu. Dién tich toan phan cua hinh chép la

(A) 4 +43 ; (B) 8 ;
() 16; (D) 4 + 44/2.

Mot hinh nén ¢6 dudng sinh bang / va bang dudng kinh ddy. Bén kinh hinh
cu noi ti€p hinh ndn la

I V3
A) =1 B) —1;
(A) 3 (B) 6
V2 3
N2 D) > 1.
©) 6 [ (D) 41
Mot hinh cdu c6 thé tich bang 4%, noi ti€p mot hinh l1ap phuong. Thé tich clia
hinh 1ap phuong d6 bang
(A)8; (B) 47 ; © 13 (D) 2m3.

Cho hinh chif nhat ¢6 hai dinh A(-2 ; 3 ; 0), B2 ; 3 ; 0) va mot canh nam trén
truc Ox. Khoi tron xoay sinh béi hinh chit nhat d6 khi quay quanh truc Oy c6
thé tich la

(A) 672 ; (B) 12 (C) 12 ; (D) 4—3" .

Cho hai vecto u(1;0;2)va v(0;—1; 1). Trong cdc vecto sau, vecto nao

cung phuong véi [u, v] ?
(A) a(l;1;:1); B) b(=2;1;51);

© cO;1;-1); D) d@2;2;-1).



14. Cho tam gidc ABC c6 dién tich bang 6 nam trong mat phang (@) c6 phuong
trinh 2x — 2y + z + 5 = 0. Thé tich hinh chép S.ABC v6i S = (1; 1 ; 1) bang

(A) 36 (B) 1242 ;
© 8; (D) 4.
15. Mat cau tam I(6 ; 3 ; —4), tiép xuc v6i truc Ox c6 ban kinh la
(A) 5; (B) 23 ;
© 43 (D) 4.
x =142t
16. Cho dudng thang d c6 phuong trinh Jy =2-t
lz =3+1
Phuong trinh tham s6 nao sau day ciing l1a phuong trinh cua d ?
x=1+¢ x=3+4¢
(A)Jy:2—t B){y=1-2¢
lz:3+t [z:4+2t
x =2t x=14+2t
©dy=1-1 ©) ly=2+s
LZ=2+t tz=3—t.
x=1+1¢ x=1+2¢
17. Cho hai dudng thing d:4y=2+t va d':4y2—1+2t'.Khidé:
z=3-1 lz=2-2r
(A)dcat d'; (B) d trung d';
(C)d va d'chéo nhau ; (D) d song song v6i d'.

18. Cho mat phing (P) va mat ciu (S) c6 phuong trinh
2
(P):3x+4z+12=0; (S):x*+y*+(z-2) =1.
Khi d6:
(A) mp(P) di qua tam mat cau (S) ;

(B) mp(P) ti€p xidc vGi mat cau (S) ;
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19.

20.

21.

22.

128

(C) mp(P) cat (S) theo mot dudng tron ;
(D) mp(P) khong cit (S).

Toa do hinh chi€u vuong goc cua diém M (2 ;0 1) trén duong thﬁng

.x—l_z_z—Z
AT
la
(A)(1;052); (B (2:2:3); (O (0;-251); (D) (-1;4;0).
x=1+4+2t
Chohaidu@ngthéngd:#yz—l—tvéd':x:12:y1Lz:ZI3.
Z:l
Khoang céach gitta d va d' 1a
6 14
(A)i; (B)L;
2 2
1
© = (D) V2.
J6
x=1+1 x=0
Chohaidu'(‘mgth'clmgd:iy:O Véd':4y:4—2t'
[z:—5+t [z:5+3t'.
Phuong trinh duong vudng géc chung ciia d va d' 1a
x=4+2t x=4-t
(A)iy = 3t (B)Jy=3t
z=-2+2 lz=-2+1
x=4 _y_z-2 x—4 _y_z+2
© -2 3 2 (D) -2 3 2

Cho mit phing (P) :mx+y+(n—-2z+m+2=0. V6i moi m, n, mit

phang (P) luon di qua diém c6 dinh c6 toa do 1a
(A) (1;2;0); (B) (2:;1;0) ;

(©) (0515-2); (D) (-1;-2;0).



23. Cho mat cdu (S): x* + y* + 2% — 2x — 4y — 4z = 0. Mat phéng ti€p xic véi
(S) tai diém A(3;4;3) c6 phuong trinh :
(A) dx+4y-2z-17=0; B)2x+2y+z-17=0;
O 2x+4y+2z-17=0; D) x+y+z-17=0.

Il - Mdt s dé kiém tra
PE |
Cau 1. Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 canh ddy bang a va canh bén
bing a2 .
a) Tinh thé tich clia hinh chép da cho.
b) Tinh ban kinh mat cau ngoai ti€p hinh chép S.ABCD.

c) Goi A’ va C’ lan luot 12 trung diém cta hai canh SA va SC. Chiing minh
rang hai hinh chép A’ ABCD va C'.CBAD bang nhau.

Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cac diém A(4 ; -1 ;2), B(1;2;2)
vaC(l;-1;5).
a) Chiing minh rang ABC 1a tam gidc déu.
b) Viét phuong trinh mp(ABC). Tinh thé tich khoi t¢ dién gidi han boi
mp(ABC) va cac mat phang toa do.
¢) Viét phuong trinh truc ctia duong tron ngoai ti€p tam giac ABC.
d) Tim toa do diém D sao cho ABCD I t dién déu.

PE Il
Cau 1. Cho tit dién déu ABCD c6 canh bang a. Goi B’, C’, D’ 1an luot 12 trung
diém clia c4c canh AB, AC va AD.
a) Ching minh ring séu diém B, C, D, B’, C’, D’ nam trén mot mat cau.
Tinh ban kinh ctia mat cau do.

b) Tinh thé tich khéi chép D.BCC'B’.
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Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cac diém A2 ; 0;0), A(6;0; 0),

B(0:3:0),B(0;4:;0),C0:;0;4),C(0;0;3).
a) Viét phuong trinh mat cu di qua bon diém A, A’, B, C. Chiing minh
rang B’ va C’ cling nam trén mat cau do.

b) Ching minh ring truc tam H cla tam gidc ABC, trong tam G cua tam
gidc A'B'C’ cing nam trén mot dudng thang di qua O. Viét phuong trinh
duodng thang doé.

¢) Tinh khoang céch tir diém O t6i giao tuyén ctia mp(ABC’) va mp(A'B’C).

DE I

Cau 1. Cho hinh hop ABCD.A’B’C’D’. Goi N 1a diém ndm trén canh AB va (@)

12 mat phing di qua ba diém D, N, B".

a) Mat phang (@) cat hinh hop da cho theo thiét dién 1a hinh gi ?

b) Ching minh ring mat phiang () phan chia khéi hop da cho thanh hai
khoi da dién #] va A, bang nhau.

¢) Tinh ti s6 thé tich clia khoi da dién .#’; va thé tich ctia khdéi ti dién AABD.

Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cac diém A(1; 3; 1)vaB( 2;1;3).
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a) Chitng to ring hai diém A va B cach déu truc Ox.

b) Tim diém C ndm trén truc Oz sao cho tam gidc ABC vuong tai C.

c) Viét phuong trinh hinh chiéu ctia dudng thang AB trén mp(Oyz).

d) Viét phuong trinh mit cdu di qua ba diém O, A, B va c6 tam nam trén
mp(Oxy).



HUGNG DAN GIAI — PAP SO

Chuong |

1.

Goi s6 canh va s0 mat ctia khoi da dién
lan lugt 1a C va M. Hay chiimg minh ring
3M =2C.

Goi s6 canh va s6 dinh cta khéi da dién
lan lugt 1a C va P. Hay chiing minh ring
3D =2C.

Goi A 1a mot dinh cua khéi da dién. A 1a
dinh chung cho ba canh AB, AC, AD. Mat
chita canh AB, AC phai la tam gidc ABC.
Tuong ty cdc tam gidc ACD, ADB déu l1a
mat cta khoi da dién, suy ra mat tha tu 1a
tam gidc BCD. Tit d6 suy ra két qua bai todn.
Khoi hop ABCD.A'B’C’'D’ dugc phan chia
thanh nam khoi td dién :

ABDA’, CBDC', B'A’'C'B, D’A'C'D, BDA'C".
Lay diém M nim gitta A vd B ; N nim
gita C va D. Bang hai mat phang (MCD)
va (NAB), khoi ti¢ dién ABCD dugc phan
chia thanh bon khéi td dién.

a) a c (P) hoac a L (P).

b) a// (P).

¢) a cit (P) nhung khong vuong goc véi (P).
d) Khong c6 trudng hop nao.

a) C4c mat phang doi xiing ctia hinh chép ti
gidc déu S.ABCD 1a : (SAC), (SBD), céc mat
phéng trung truc ctia cdc canh AB va BC.

b) Goi M, N, O lan luot 1a trung diém cla
céc canh AB, BC, CA va S 1a giao diém cla
cac canh AA’, BB’, CC’ cta hinh chdp cut
tam gidc déu ABC.A'B'C’ thi cdc mat phing
doi xing cua hinh chép cut 1a : (SAN),
(SBO), (SCM).

c) C6 ba mat phang doi xtng la ba mat
phéng trung truc ctia ba canh xuét phat tir
mot dinh ctia hinh hop chit nhat.

8.

10.

11.

12.

a) Ldy lién tiép hai phép d6i xing qua
mat phang trung truc clia canh AA’ va mat
phing (BDD'B’) hoic stt dung phép doi
xting qua tam cta hinh lap phuong.

b) Liy phép d6i xiing qua mat phing
(ADC'B)).

Néu phép tinh ti€n theo vecto v bién hai
diém M, N lan luot thanh M',N' thi
W':W':v, do do W\/:M'N', suy
ra MN=M'N".
Néu phép dsi xing qua duong thang d
bién hai diém M, N lan luot thanh M',N'
thi MN +M'N'=2HK (H va K lan luot
1a trung diém cta MM’ va NN’ va
MN-M'N'=N'N+MM'. T dé hay
chiing minh
(MN+M'N')(MN-M'N'")=0.
Néu phép d6i xiing qua diém O bién hai
diém M, N lin luot thanh M',N' thi
OM +OM'=0 va ON4;+ON'=0 nén
MN - _M'N', suyta MN=M'N".

a) L4y hai diém A, B 1an lugt nam trén (P)
va (Q) sao cho AB 1 (P). Khi d6, thuc
hién lién ti€p hai phép d6i xtng qua hai
mat phing song song (P) va (Q) thi két
qua 1a phép tinh tién theo vecto 2AB.

b) La phép déi xiing qua dudng thang giao
tuyén cua (P) va (Q).

Ding dinh nghia, tinh chit ctia phép vi tu
va tinh chat ctia hai mat phing song song.

a) Dung phép vi tu cé tam la trong tam

s ~ s e 1
cua tir dién da chovatiso vity k= _5 .
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b) Goi M, N, P, Q, R, S 1an lugt 1a trung
diém cic canh AB, CD, AC, BD, AD, BC
cua khoi t¢ dién. Hay chitng minh 8 tam
gidc MPR, MRQ, MQS, MSP, NPR, NRQ,
NQS, NSP 1a nhitng tam gidc déu.

13.Gia stt SABCDS’ 1a khéi tam mat déu. Hay
dung tinh chat : "Néu cdc diém cich déu
hai diém cho truéc thi chding nim trén
mat phing trung truc clia doan thing ndi
hai diém dé" va tinh chat "Néu mot hinh
thoi noi ti€p dugc mot hinh tron thi do la
mot hinh vuong".

14.Dung dinh nghia va tinh chat cua khoi
tdm mét déu va cta khoi 1ap phuong.
15.2) Khong thay déi. b) C6 thé thay déi.
c¢) Khong thay déi.

16.Lay M 13 mot diém niam gitta C va D sao
cho CM = kMD. Khi d6 khéi ti dién
ABCD dugc phan chia thanh hai khéi td
dién ABCM va ABMD thoa man diéu kién
bai toan.
a2
17. VABCD.A'B'C'D' :;/7'

I 3
18. Vl,c_mgm1 :Zna cot

19.2) AC’ = 3b. b) V,

3
20.2) V, _aN3,

ang tru 4
b) Ching minh BC 1L AA’ va tu d6 suy ra

diéu phai chiing minh.

2
0 S, =2 f(\/ﬁn).

21.Téng cic khoang cdch tit M dén bon mat

a6

cla ti dién bang S
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22.Ti s6 thé tich cha hai phan bing 1.

23.Goi H va H’ 1an luot 1a hinh chiéu cua A
va A’ trén mat phang (SBC).

Hay ching minh : S, H, H' thang hang va
stt dung déng thitc

VS.ABC — VA.SBC
VS.A’B’C’ VA’.SB’C’

dé suy ra cong thic cin tim.

24.Goi B’, D’ 1an luot 1a cdc giao diém cia
mat phing (P) vé6i cidc canh SB va SD.
Khi d6 AM, B'D’, SO (O = AC n BD)
déng quy tai trong tam G cla tam gidc
SAC va B'D’ [/ BD. Tu d6 st dung két qua
bai 23 dé tim ra ddp so clia bai todn.

25. Hay ching minh phép vi tu ti s6 k bién
dudng cao AH cua hinh chép A.BCD thanh
duong cao A’H’ ctia hinh chép A’B'C'D’ va
A'H'= | AH, Sy = KSgep,

On tap chuong I

1 3

V.,V

1. V ‘DD =~
C.BDDB ~ 4

CABD' = 4 V.

2. GoiM, N, 1,J, K, E 1an luot 12 trung diém
ctia cdc canh AB, BC, CC’, C'D’, D’'A’", A’A
ctia khoi hop. Dé thdy MN, EI, KJ doi
mot song song va chiing 1an lugt di qua ba
diém thang hang M, O, J (O 1a giao diém
cta cdc dudng chéo ctia hinh hop). T d6
suy ta M, N, I, J, K, E nam trén mat
phing (@) di qua O. Khi d6, (@) chia khoi
hop thanh hai phan 1a anh cla nhau qua
phép doi xing tam O.

3. a) ADEF, ACEF, BDEF, BCEF.

b) Sir dung tinh chat : Mat phing qua mot
canh va trung diém clia canh d6i dién clia
mot ti dién phan chia khéi tid dién thanh
hai khéi ti dién c6 thé tich bing nhau.



¢) Néu ABCD la tt dién déu thi n6 c6 hai
mat phing d6i xing 1a (ABF), (CDE) va
phép doi xiung qua truc EF bién ti dién
ADEF thanh t& dién BCEF.

) Vapcas,c, =Va.apc +Va secs,

:%(a+b+c)S.

1
Vascane =3 (h=0+(i=b)+(h=0)S,

b =
)VABCAIBICI Vag,caBC

& 2(a+b+c)=3h.

5. Goi V, 1a thé tich cua phén chita canh AA’

va V, 1a thé tich phén con lai.

v,
Khidé: =",

Vv, 5

03

a) Vs apc = 6

b) Dé thay AB’ L (SBC)
khéc AC’ L SC
3

a
) Vs apcr T 36

AB’ 1 SC, mat
SC L (AB'CY).

Cau hoéi tric nghiém chuong I

1. (C), 2. (D), 3. (D), 4. (B), 5. (D), 6.
7. (C), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11.
12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (C), 16.
17. (B), 18. (D), 19. (D), 20. (B), 21.
22. (A), 23. (C), 24. (A), 25. (B), 26.
27. (B), 28. (B), 29. (C), 30. (A), 31.
32. (D).

D),
(B),
©,
(D),
©,
©),

Chuong Il

1. Tam mit cdu 12 trung diém cha AD.

. 1
Ban kinh mat cau 1a R:E a® +b%>+c2.

2. a) Mat phing trung truc ctia AB.

b) Khi A, B, C khong thing hang thi tap
hop can tim 12 truc cua dudng tron ngoai
tiép tam gidc ABC. Khi A, B, C thing
hang thi tap hop phai tim 1a .

¢) Truc cua duong tron da cho.

d) Cé.

3. Caa) vab) déu ding.

4. Dudng tron ¢6 dinh phai tim nam trong
mp(P) di qua diém A va vuong gbc véi d
tai I, tam duong tron la /I, ban kinh duong
tron la IA.

5. a) bung.

b) Khong ding.

6. a) Tap hop phai tim la truc cua dudng tron

noi ti€p tam gidc ABC.

3
n(a2+3h2)
7. V=
1621°
3
by v = 2 V10 ‘/ﬁ.
24

8. a) Szg(az +b2 2.

9. S=mn(a*>+b>+c?).

10.b) Hinh lap phuong (cé canh béng fg
R 12 béan kinh mat c4u di cho).

11.Moi mat phéng di qua truc ctia hinh tron
xoay déu 1a mat phang d6i xing.

12.a) Hinh truy. b) Khoi tru.

13.La mat tru ban kinh R, c6 truc 1a truc cta
duong tron.

14.Goi A 1a dudng thing qua tam O clia mat
cdu va song song v6i duong thiang c6 dinh.
Céc ti€p tuyén nidm trén mdt tru truc A,
ban kinh bing ban kinh mat cau.
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2 2
15.2) S, = 4nR’, S,y = 6TR” .
b) V=2nR>.
¢) V'=4R>.

16.0)S,, =237R* ,  S=2n(B+DR*,

b) V =~/31R>.

RV3

¢) d(AB,A) = — A 1a truc cta hinh tru.

17.a) Hinh nén. b) Khoi nén.
18.Goi mat cau 1a S( ; R), M la tiép diém

thi MAI = a khong déi, suy ra cic dudng
thing qua A ti€p xtc véi mat cau (S) luon
ndm trén mat nén dinh A, truc 13 dudng
thang AI, géc & dinh bing 2.

2.2
19.b) R= - Th

¢) r=JhQR-h).

S,g = T\2RQR—1) .

rh
20.b) R=— ———.
r+\/r2+h2
22
2. v="_bc
3 b2 42

On tap Chuong II
1. Hai diém d61a A va A’, trong d6 A’ 12 diém
déi xing v6i A qua mat phang (P).

2. Tam mat cdu la diém d6i xting véi S qua
trung diém H clia AC, ban kinh mat cdu 1a
R =a.
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3. a) Tam [ cua mat cdu phai tim la giao céc
truc cua hai duong tron da cho, ban kinh
mat cdu 1a IB.

b) R=+/37.

a

3
4

b) R= Z@/zﬁ .

4. a) R=

I_.» 1 5
5. a) V,=—nbc; V,=—ncbh;
e 3 23

1wt
3—77.
3 b2 4+ o2
6. V:ﬂina3, S, =14na2.
3 P

Cau hoéi trac nghiém chuong II

1. (D), 2. (B), 3. (A), 4. (D), 5. (B), 6. (B),
7. (D), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11. (C),
12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (A), 16. (A),
17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (A), 21. (A),
22. (A), 23. (A), 24. (D), 25. (B), 26. (B).

Chuong Il
1. a) u=(1;-2;0) ;
v=03;5;-9) ;

w=(2;3;-1).

b) cos(v, i)=

cos(v, j):

cos(v, k) =

G g &“w
=) O NeJ



¢) uv=-7;
uw=—4 ;
v.w = 26.

. Gidstr u=(x;y;z) thi

x2

2 2\ _
cos (u,z) 7x2+y2+z

2( 0\ _
cos? 1 J) X2 4y? 4z

2(u k)=—= .
o (u ) x> 4yt 422

T d6 suy ra dpcm.

V2

. a) cos(u, v):T.

b) cos(u, v) = _86\,/56 .

. k=40.

. a) Goi M, 1a hinh chiéu ctia M trén mp(Oxy)
thiM, =(a;b;0).
Goi H, 1a hinh chi€u cta M trén truc Ox
thit H =(a;0;0).

b) d(M,(0Oxy)) =l .
d(M,0x)=\b* +c? .
c) Goi M'| la diém d6i xing v6i M qua

mp(Oxy) thi M", (a; b ;—c).

M:(xl—kxz'yl—kyz.zl—kzzjvé‘ik;t]‘
-k~ 1-k ~ 1-k

—_— 21
.D(=1;:1:1), (AC,BD):?.

.a)M(-1;0;0).

10.

11.

12.

13.

b) AB L OC < AB.OC =0
& sindSt = —sin (3t+ ;c)

rt:—£+kn
244 4ew

= ?n +In
a) Dong phéng.
b) Khong déng phéng.
c) Déng phing.
b) Chu vi bing 2 +~/3+/5,

s 6
30
C) ha 2?.
d) ;\:900, cosB=—m, cosc=ﬁ.
5 5
a) [EB,A'CJ.A'D;tO dpcm.
b) AC 1L BD,
cos(AB,CD)= 3ﬁ , cos(BC, AD)= 3ﬁ.
14 14
v 22 g 23
ABCD 3 > A 3 :

Chon hé truc Oxyz c6 gdoc O trung A, Ox
l1a tia AC, Oz la tia AS.

a) MN =é\/b2 +4a* +16h% .

b) MN L SB khi 4h” = 2a* — b°.
a)yTam/I (4 ;-1;0),R=4.

76

b) Tam / (—1; ! ;—SJ,R=
2 2 6
1
¢) Tam [ (3;—1;0),R=1.
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14.2) + (y=T)" +(z —5) = 26.
by (x—2) 4y 42 =4
c) (x—1)2+(y—2)2+(2—3)2=1-
15.a) 2x+y+z-3=0.
b)x—-4y+3=0.
c)x—-5y+z+8=0.
d)y+z-2=0.
e)z—c=0;x—a=0;y—b=0.
g)6x+3y+2z-18=0.

h)2x+y+z—-6=0.

16.2a) Cit nhau. b) Cit nhau.
c) Song song. d) Cat nhau.
e) Trung nhau.
(n=- n=t
17. a) i —4 b) 2
me m=4
18.a) Khong cé. b) m =1
9
c)m# 1. d)ym=-——.
) ) 9

19. a) Tap hop diém 12 hai mat phing :
V5 -3V3)—(5+53)y+@/5+3):+5/5+3=0,
V5 +3V3)x—(/5-5V3)y+ (@5 —3)z+ 553 =0.
b) Tap hop diém 12 hai mat phing :
—4x+16y—-20z-1=0,
32x—-2y—8z—13=0.
c) Tap hop diém Ia mat phéang :
X+2y+z+2=0.

-D+D’
\/A2 +B>+C?

21.a) M =(0;0; 3).

20.

b)M=0;0;-2).
136

25.a)

26. Phuong trinh hinh chi€u vuong

22, a) Ching minh cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0.
b) Viét phuong trinh mat phing (ABC) theo

doan chan.

4x4+3y—-12z+78=0
"|4x+3y-122-26=0.
24.b) Puong thiang song song v6i truc Ox :
(x =Xy tt
Y=Y
[z =z

Khong c6 phuong trinh chinh téc.

x=2—t ) .
o {y=3 ; = =§=i;

tz=—1+5t

(x=-2
d) Jy =1
Lz =2-3¢
Khong c6 phuong trinh chinh téc.
x=3+2t
e) j y=2-5
z=1.
Khong c6 phuong trinh chinh téc.
Jx =2-t
g y=3-t

Lz=—1+5t

x=2 y-3 z+1
-1 -1 5

x=4+2t 4 |
y=3-3 ;2 -4_ry=3_ ==l
2 -3 2

{z=1+2t

x=-242t
x+2 y-3 z-1

{ 2 1 3

b) Vy=3+1

z=1+3t
gbc
cta d trén mat phing toa do (Oxy) 12
Jx =1+2¢
y=-2+3t
z=0.



27.a) u(1;4;2), MO(O ;8:3).
b) 2x+y—3z+1=0.
Jx=—8+4t
z=1.
28.a) d, d’ chéo nhau.
b)d// d.
29. Pudng thang A cin tim c6 phuong trinh

x=1-06¢
y=—1-t¢
{z=1+7t.

x=1
30. Ty=-2+4¢
z=2—t.

31.a) [u.u, |. MyM, =168 #0.
b)2x+y+4z=0.
c) 24/21.

x=3 y-1_ z-1

d
) 2 1 4

32.a) Goi @la gbc giita d va (@) thi sin(p:i

=

b) [(8;0;8j.
3 3

(x=§+2t
3

c) {y=-t

[228—3t.
3

33.a) A(1;2; 3).

x-1_y-2 z-3

b .
)2 3 -4

1042

34.3) d(M, A) = T

V2870

b) d(N, A) = =7

35.a) Chi y d // d’ nén khoang céch & gita d

va d’ bang khoang céch tir mot diém thuoc
dtéid'.

h=2.

24110

b
)55

On tap Chuong III

1. a) [AB,AC|AD=4%0 dpem.

2
%) Vipep = 3

c)2x+y+z-14=0.

B (=17 + (=67 +(:-27 =
tiép diém H(7 ;E ; 8).
3733
2 A,(ls;_23;10)'
77 777
7
b) sinad =—.
238

©)(Q):4x—-y—-2z-9=0.

d) ](23;9;10)
777

[X=§+4t
7
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o XY o,
37 24 35

A P):x—=99+5z+20=0.

b) (Q): x—2y—5z+9=0.

[x=t
29 2
c d:J =+t
) Y 11 11
41 7
=—+—t
55 55

2430

d)dA, dy) = =

T

4

.a)dld.
b)h:i

N

c) A:

x+1 _ y+1 z-3

5 -4

Jx:—4
d) yy=-7

[z:—6+t.

. a)(P):2x—-16y—-13z+31=0.

3

by V="s.
2496

2 2 2 31
c)x +y +z + 2x—
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7. a) u.u'=0, |_u,l;

oMMy =220,

b) (P):x—y—-z+9=0,

Q) :x+z-4=0.

9

(x=1+1
b) d:4y=2+t
tz=—3—t.

R :x+y—z+

b) So sanh k| véi

x_y-5_:z-4
1

2 -1

8. a) Géc gitta (P) va (Q) bing 60°.

2=0.

) I(1:2:3), R=+14.

Va2 .

c)bx+3y+2z—-12=0.

d)x—2y+3z+8

) 4x+3y—-12z+
L4x+3y—122+

I 1 1
10.a) —+—+—=1.
m n p

=0.

26+13V14 =0
261314 =0.

27 .
b) Vmin:? khim=n=p=3.

Cau hoi triac nghiém chuong IT1

1. (O), 2. (D), 3. (O
7. (B), 8. (A), 9.

12. (A), 13. (O), 14.

17. (D), 18. (A), 19

22. (B), 23. (O), 24.
27. (C), 28. (D), 29.
32. (D), 33. (B), 34.

37. (D), 38. (A), 39
42. (B).

, 4. (A), 5. (D), 6.
(A), 10. (C), 11.
(A), 15. (A), 16.
. (A), 20. (C), 21.
(D), 25. (B), 26.
(D), 30. (A), 31.
(A), 35. (D), 36.
. (B), 40. (C), 41.

(A),
©),
©),
(B),
(D),
(A),
(A),
©,



On tap cudi nam

I-
1.

Bai tdp tu ludn

Phép tinh tién theo vecto AA' bién khoi
da diéen ABCPQR thanh khoi da dién
A’B'C’'P’Q’'R’ nén hai khéi nay cé thé tich
béng nhau. T d6 suy ra

Vascasc =Vporror =Spor-AA"

Goi V' 1a thé tich clia khéi ti dién can tim

thiV':LV.
27
14
Vicrip = . -
ACB'D' ~ 3

Goi V va V' 14an luot 13 thé tich cta céc
khoéi ot dién déu va tdm mat déu da cho.
Khidé V'= ‘2/ .

v=2 R,
3

AV =na.

3
b) v=7‘6m .
12

a) Chiing minh | AB,AC |.AD #0.

b)x2+y2+22—2x—4y+22—l9=0,
tam /(1 ;2 ; —1), ban kinh R = 5.

¢)3x—-5y+3z+13=0,

d(D. (ABC)) = 12|

J43
d) —4x -3y + 5z + 15+ 252 =0.

e) Goi ry, ry, 3 1an luot 12 ban kinh cic
duong tron giao tuyén ctia mat cau (S) va
cdc mat phing toa do (Oxy), (Oyz), (Oxz).
Khi d6

r1=2\/g, r2=2\/6, r3=\/ﬁ.

. a) Goi d, d,, d3 1an luot 1a hinh chiéu cua

A trén cdc mat phiang (Oxy), (Oyz), (Oxz).
Khi d6

(x=1+2t szO
dl:‘{y:—l—t , dy:ly=-1-t¢
LZ:O [2231
Jx=1+2t

dc;: y:O
[Z:3t.
¢) d(A, 02)=§,d(A, 0x)=@,
5 10
d(A,Oy)zﬁ.
13
x=—£+4t
13
6
d =——=t
) 4y 3
Z——E—St.
13
[ 1
X=—-—
3
1
o
) 1y 3
{z:t.

10. a) Quy tich 1a mat phang c¢6 phuong trinh :

2x+2y—-2z-1=0.

b) Quy¥ tich 1a mat cau ¢6 phuong trinh :

x—3j2+ +1j2+ 2_3)2—3
k 2 Ly 2 L 2 4"
¢) Qu¥ tich 1 hai mat phang :

—x+3y+ (2+414)z=0.

11.a) Puong thing A di qua diém c6 dinh

(1;1;5).

Géc gifta A va truc Oz bing 45°.

b) Quy tich 1a duong tron tam I(1; 1 ; 0),
bén kinh R = 5 va ndm trong mp(Oxy).
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abc
\/a2b2 +b2c2 +c2d?
\/a2b2 + b2c2 + cza2

612 +C2

12.2) d(A, (A’'BD)) =

b) d(A’, C'D) =

abc

¢c)d(BC’,CD") = .
\/azb2 +b2c? +cla?

IT - Cdu hdi trac nghiém

1. (C), 2. (C), 3. (D), 4. (B), 5. (A), 6. (B), 7. (A),
8. (0), 9. (A), 10. (B), 11. (A), 12. (C),
13. (B), 14. (D), 15. (A), 16. (B), 17. (D), 18. (D),
19. (A), 20. (A), 21. (D), 22. (D), 23. (B).

III - Mot s6 dé kiém tra
Pél
3
1. a)vzaf. b)R=m3/8.

¢) Hai hinh d6i xting v6i nhau qua mp(SBD)
nén béng nhau.
2. a)AB=BC=CA=32.
b) Phuong trinh mat phang (ABC) :
xX+y+z-5=0.
125
=

x=2+t
c) qy=t

tz=3+t.

Vv

d) C6 hai diém D : D, =(4:;2;5),
Dy, =(0;-2;1).

140

pée

1. a) R:“‘éﬁ. b) Vppee s :“31‘6/5.
2. a) Phuong trinh mat cau :
x2+y2+z2—8x—7y—7z+ 12=0.
b) Phuong trinh dudng thiang qua H, O, G :
X 'y z
6 4 3

omam=§,

trong 46 A=(ABC")N(A'B'C).

DPé 111
1. a) Thiét dién 1a mot hinh binh hanh.
b) Hai khéi #| va ./, d6i xiing v6i nhau
qua O nén bang nhau.
9 Vy/i =3Vaa D
2. a) d(A, Ox) = d(B, Ox) = J10.
b) C6 hai diém C :
Ci=0:0;4),
Cy,=(0;0;-2).

x=0
C) {y=-3+¢

Lzz—l—H.

d) Phuong trinh mat cau :

53]2 18]2 , 4105
X+ +Ly+ +z° = .
L 10 5 100



BANG THUAT NGU

B

Ban kinh clia m&t cdu 38
Ban kinh clla mat tru 49

C
Canh cla khéi da dién 5
Caodd 72

D

Dién tich cla hinh da dién 43

Dién tich m&t cadu 44

Dién tich xung quanh cda hinh nén 56
Dién tich xung quanh cla hinh tru 50

b
Da dién xdp xi clla mat cau 44
Day clia hinh nén 55
bay cla hinhtry 49
Dac s6 O-le 20
Dinh clia hinh nén 55
Dinh clia khéi da dién 5
Dinh Ii G-le 21
Pudng kinh cha mat cau 38
Budng sinh cla hinh n6n 55
buong sinh clla mat nébn 54
buodng sinh cla mattru 49
Pudng tron 16n cla mat cau 41

G

Giao tuyén elip cla mat tru tron xoay
va mat phang 52

Giao tuyén parabol clla mat nén tron xoay

va mat phdng 57
G6c & dinh cla matnén 54

H
Hai hinh b&ng nhau 12
Hai hinh déng dang 17
Hé toa do trong khong gian 70

Hinh da dién 5
Hinh nén 55
Hinh tron xoay 47
Hinh tru 49
Hoanh do6 72

K
Khéi cau 39
Khéichép 5
Khéi da dién 5
Khéi da dién déu 18
Khéi da dién déu loai {n ; p} 18

Khai da dién 16i 18

Khéi hai muoi mat déu 19
Khéi lang tru 5

Kh&i mudi hai mat déu 19

Khé&i nén 56
Khéi tam mat déu 11
Khéi tru 50

M
Mat cau 38

Mat cla khéi da dién 5

Mat hypeboloit tron xoay mét tang
Mat nén 54

Mat phang ddi xiing cia mét hinh
Mat tron xoay 47

Mattru 48

Mat xuyén 48

P

48

10

Phan chia va lap ghép cac khéi da dién 6

Phép bién hinh trong khéng gian 8
Phép ddi hinh trong khdéng gian 11
Phép d6i x(ing qua mat phdng 8
Phép dé&i x{ing tam 12

Phép d6i xiing truc 12

Phép déng nhat 12

Phép tinh tién 12



Phépvity 16

Phuong trinh chinh tic cla dudng thdng 94
Phuong trinh mat cau 80

Phuong trinh mat phdng 84

Phuang trinh mat phang theo doan chan 86
Phuong trinh tham s& ctia dudng thAng 93

T
Thé tich clia khéi cau 43

Thé tich cla khéi chép 25

Thé tich cGia khéi da dién 23

Thé tich clia khéi hop chit nhat 24
Thé tich clGia khdi lang tru 50

Thé tich khéi nén 56

Thé tich khéitru 50

Tich ¢6 hudng clia hai vects 75
Tich vectd cla hai vecto 75

Tiép dién 41

Ti€p tuyén clla mat cau 42

142

Tinh chat cla tich ¢6 huéng 76
Toa d6 cla diém 72

Toa d6 clia vecto 71

Truc cao 70

Truc c@ia hinh n6bn 55

Truc cla hinh tron xoay 47
Truc cla hinhtru 49

Truc hoanh 70

Truc tung 70

Tung d6 72

\%
Vectd phap tuyén clia mat phang 84
Vi tri tuong d6i gitta hai dudng thdng 98
Vi tri tuong d6i gitta hai mat phdng 87
Vi tri tuong dc‘)'j gilta mat cau
va dudng thang 41

Vi tri tuong déi gitta mat cau va mét phang 40



MUC LUC

Chuong I - KHOI DA DIEN VA THE TiCH CUA CHUNG
§1. Khai niém vé khoi da dién
§2. Phép d6i xiing qua mét phéng
va su bang nhau cla céac khéi da dién

§3. Phép vi tu va su déng dang cla cac khdi da dién.

Cac khai da dién déu
§4. Thé tich cGia khéi da dién
On tap chuong |

Chuong Il - MAT CAU, MAT TRU, MAT NON
§1. Mat cau, khéi cau
§2. Khai niém vé mat tron xoay
§3. Mat tru, hinh tru va khai tru
§4. Mat nén, hinh nén va khoi nén
On tap chuong Il

Chuong Ill - PHUONG PHAP TOA BO TRONG KHONG GIAN
§1. Hé toa do6 trong khéng gian
§2. Phuong trinh mat phang
§3. Phuong trinh dudng théng
On tap chuong lll

On tap cudi nam

Huéng dan giai - Pap so6

Bang thuat ngir

Trang

16
23
29

38
46
48
54
60

70
82
91
105
122
131
141

143
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HUAN CHUGNG HO CHi MINH

SACH GIAO KHOA LGP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI 12
« GIAI TiCH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9, CONG NGHE 12
2. VAT LI 12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3, HOA HOC 12 11, GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 12
4, SINH HOC 12 12, NGOAI NGU
5, NGU VAN 12 (tap mét, tap hai) o TIENG ANH 12« TIENG PHAP 12
6. LICH SU 12 « TIENG NGA 12 « TIENG TRUNG QUOC 12

SACH GIAO KHOA LGP 12 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (GIAI TiCH 12, HINH HOC 12)
o VAT Li 12 « HOA HOC 12 ¢ SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van : e NGU VAN 12 (tap mét, tap hai)
e LICHSU 12 e DIA LI 12
o NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

md vach O

Tem chéng gid Gid: ..........



